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PRÉFACE. 


LiORSQUE,  il  y  a  dix-sept  ans,  je  fus  appelé  aux  fonc- 
tions honorables  de  Secrétaire  perpétuel  de  l'académie 
de  St.-Pétersbourg,  un  de  mes  premiers  soins  fut  l'in- 
spection des  archives  de  cette  académie  que  je  savais 
riches  en  grands  souvenirs.  J'y  trouvai,  entre  autres, 
quelques  paquets  de  la  correspondance  de  notre  im- 
mortel Euler,  en  date  pour  la  plupart,  des  années 
quarantièmes  et  cinquantièmes  du  siècle  dernier,  c'est 
à  dire  du  temps  de  son  service  en  Prusse  (1741  à 
176G)}  puis,  quelques  lettres  des  quatorze  années  an- 
térieures à  cette  époque,  et  où  il  appartenait  encore  à 
la  Russie;  mais  rien,  ou  presque  lien  des  dix-sept  der- 
nières années  de  sa  vie,  qu'il  passa  de  nouveau  au  sein 
de  notre  académie.  Ces  lettres  étaient  rangées  par  ordre 
chronologique  et  formaient  une  dixaine  de  paquets  isolés. 
J'y  trouvai,  comme  je  devais  m'y  attendre,  au  milieu 
d'une  foule  de  noms  obscurs,  quelques  noms  illustres 


# 
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qui,  de  nos  jours  encore,  brillent  d'un  éclat  impéris- 
sable dans  les  annales  des  sciences;  au  milieu  de 
letlres  remplies  des  phrases  banales  de  l'adulation, 
d'affaires  de  service  d'un  intérêt  passager,  ou  d'objets 
qui,  alors  même,  n'offraient  de  l'intérêt  qu'aux  auteurs 
de  ces  lellies.  je  trouvai,  dis -je,  dans  toute  cette 
ivraie,  un  nombre  assez,  considérable  de  grains  précieux 
qui,  aujourd'hui  encore,  méritent  d'être  conservés  et 
offerts  aux  géomètres.  Je  n'ai  qu'à  citer  10  lettres  de 
Jean  Bernoulli  l'aîné,  l'illustre  coïnventeur  du  calcul 
infinitésimal,  l'ami  de  Leibnitz  et  le  maître  de  notre 
Eu  1er;  65  letlres  de  Daniel  Bernoulli,  (ils  et  rival 
redoute  du  précèdent ,  et  auteur  —  on  pourrait  même 
dire,  fondateur,  —  de  l'hydrodynamique;  k  lettres  de 
Nicolas  Bernoulli,  cousin  germain  de  Dan i e  1 , 
connu  par  son  ouvrage  De  arle  conjectandi  in  jure, 
et  qui,  avec  Mont  mort,  cultiva  avec  tant  de  succès 
l'analyse  des  probabilités  dont  son  oncle  Jacques  avait 
jeté  les  premiers  fondements;  plusieurs  lettres  de  Ga- 
briel Cramer  de  Genève,  auteur  de  l'analyse  des 
lignes  courbes  algébriques,  de  Lambert,  célèbre  géo- 
mètre d'Allemagne  etc.  etc. 

Ce  furent  d'abord  les  lettres  des  Bernoulli  qui 
attirèrent  mon  attention  particulière  Je  fus  assez 
heureux  pour  pouvoir  en  compléter  la  suite,  ayant 
trouvé,  dans  les  papiers  de  mon  père,  les  copies  faites 
de  sa  main,  de  quatre  lettres  de  Jean  Bernoulli 
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(les  numéros  4,  5,  6  et  7  de  ce  recueil)  et  la  tra- 
ducliou  française  d'une  lettre  de  Daniel  (la  17èm«)  qui 
toutes  manquent  à  noire  collection  d'authographes, 
et  dont  les  originaux  avaient  vraisemblablement  été 
retirés,  avant  même  que  celte  collection  fût  déposée  à 
l'académie,  par  la  famille  Eu  1er  11  en  est  de  même 
de  deux  lettres  de  Glaîraut,  d'une  de  Naude'  et  d'une 
de  Poleni,  dont  je  possède  également  les  copies  de  la 
main  de  mon  père. 

Toutes  ces  lettres  roulent  sur  des  objets  de  science; 
ceUcs  des  Bernoulii  surtout,  offrent  un  haut  intérêt 
non  seulement  pour  l'histoire  de  la  science  et  l'histoire 
littéraire  en  général,  mais  encore  sous  le  rapport  des 
méthodes  et  des  aperçus,  du  raisonnement  et  des  arti- 
fices de  calcul  que  nul  géomètre  ne  verra  sans  admi- 
ration, ni  sans  y  puiser  quelque  instruction.  Quant  à 
moi,  la  jouissance  que  m'a  procurée  l'élude  de  ces  letlres 
n'a  été  troublée  que  par  le  regret,  que  j'ai  éprouvé  à 
chaque  page,  de  ne  pas  pouvoir  lire  en  même  temps 
les  réponses  d'Eu  1er.  A  coup  sûr,  celles-ci  eussent 
décuplé  la  valeur  de  celle  précieuse  collection.  Mal- 
heureusement tous  mes  efforts  pour  me  les  procurer 
ont  été  infructueux. 

Nos  archives  renferment,  en  outre,  toul  un  volume 
de  lettres  de  Goldbach.  Bien  que  ce  géomètre  ait 
joui    de  son  vivant  d'une  grande  réputation,  l'oubli 
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dans  lequel  est  tombé  son  nom,  et  V intérêt  secondaire 
qu'offrent  ses  lettres,  quoique  toutes  savantes,  m'a- 
vaient d'abord  déterminé  à  ne  pas  les  comprendre  dans 
le  recueil  que  je  méditais.  Or  une  circonstance  changea 
tout  à  coup  la  face  de  cette  question.  J'appris  qu'il 
existe  aux  archives  centrales  de  Moscou  plusieurs  paquets 
renfermanl  les  réponses  d'EuleràGoldbach.  Celles-ci 
ne  pouvaient  manquer  de  donner  aux  lettres  mêmes  de 
ce  dernier  un  degré  d'importance  que,  prises  isolément, 
elles  n'avaient  point.  Grâce  à  la  libéralité  éclairée  de 
M.  le  prince  Obolensky,  dirigeanl  les  archives  de 
Moscou,  je  me  trouvai  bientôt  dépositaire  de  cent  lettres 
d'Euler  à  Goldbach,  toutes  pleines  de  recherches 
importantes  sur  différents  sujets  de  la  science  et  par- 
ticulièrement sur  la  théorie  des  nombres  *). 

Les  lettres  d'Euler  à  Goldbach  étaient  renfer- 
mées dans  quatre  gros  volumes  qui  contenaient,  en  outre, 
sa  correspondance  avec  un  grand  nombre  de  savants 
distingués  de  ces  temps- là,  entre  autres  avec  Nicolas 
et  Daniel  Bernoulli,  tous  deux  fils  de  Jean.  Elles 


*)  C'était,  à  ce  qu'il  parait,  la  doctrine  favorite  de  Goldbach, 
et  il  nie  semble  plus  que  probable  que,  si  cette  liaisou  intime  entre 
Euler  et  ce  savant,  liaison  qui  dura  36  ans  sans  interruption, 
n'eût  point  eu  lieu,  la  science  des  nombres  n'aurait  çuère  atteint 
ce  degré  de  perfection  dont  elle  est  redevable  aux  immortelles  dé- 
couvertes d'Euler. 
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étaient  accompagnées  de  cinq  cahiers,  petit  in  4*,  re- 
liés en  parchemin  et  renfermant  les  minutes  des  lettres 
de  Go  Id  bac  h  à  ses  nombreux  correspondants,  écrites 
nettement  de  sa  propre  main.  C'est  ainsi  que  je  me 
vis  en  possession  du  commerce  épistolaire  complet  qui 
avait  existé  entre  Goldbach  d'un  côté,  et  Euler  et  les 
deux  Bernoulli  de  l'autre.  La  correspondance  avec  les 
8e mou  H i  m'attira  vivement,  et  à  peine  en  eus- je 
achevé  la  lecture,  que  ma  détermination  de  la  publier 
également ,    fut   arrêtée.     Outre    l'intérêt  scientifique 
qu'elles  offrent   indubitablement  sous  le  rapport  de 
l'époque  à  laquelle  elles  appartiennent  et  du  génie  des 
auteurs,   elles  ont  encore  un  titre  particulier  à  notre 
attention,  en  nous  transportant  au  berceau  de  notre 
académie,  et  en  nous  fournissant  des  données  précieu- 
ses relatives  à  son  histoire. 

La  correspondance  de  Daniel  Bernoulli  avec 
Goldbach  va  de  1723  à  1750;  celle  avec  Euler  com- 
mence en  1733  et  continue  sans  interruption  jusqu'en 
1760  environ.  Cette  longue  suite  de  lettres  amicales 
d'une  même  personne,  d'un  caractère  essentiellement 
franc  et  sincère,  finit  par  donner  une  image  presque 
plastique  de  l'homme  ;  on  sent  naître  pour  lui  une 
affection  qu'on  n'a  l'habitude  de  vouer  qu'à  des  per- 
sonnes vivantes  avec  lesquelles  on  a  passé  un  long 
temps  dans  une  certaine  intimité.  Tel  a  été  du  moins 
le  sentiment  que  j'ai  éprouvé  après  avoir  lu  les  lettres  de 
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Daniel,  et  qui  m'a  fait  supposer  que  les  lecteurs  de 
cette  correspondance  nie  sauraient  peut-être  gré  si  je 
leur  présentais  le  même  auteur  tel  qu'il  ëtait  dans  les 
dernières  années  de  sa  vie,  et  presque  octogénaire. 
C'est  ainsi  qu'on  le  retrouve  dans  ses  lettres  adressées 
à  Nicolas  Fuss,  autrefois  son  disciple,  comme  plus 
tard  celui  d'Eu  1er.  Os  lettres  ont  d'ailleurs  le  plus 
souvent  pour  objet  les  travaux  de  ce  dernier,  ou  ceux  qui 
furent  exécutés  sous  sa  direction,  et  ne  peuvent  donc  pas 
être  considérées  comme  déplacées  dans  un  recueil  qui  a 
pour  but  essentiel  de  fournir  des  notices  sur  la  vie  litté- 
raire et  scientifique  de  ce  grand  géomètre.  Ce  fut  en  1772 
que,  sentant  Y  affaiblissement  progressif  de  sa  vue,  il 
écrivit  à  Bernoulli,  alors  professeur  à  Bâle,  pour 
l'engager  à  lui  choisir,  parmi  ses  élèves  les  plus  di- 
stingués, un  jeune  géomètre  compatriote,  capable  de 
l'aider  dans  ses  profonds  et  pénibles  calculs.  Le  choix 
tomba  sur  Fuss  qui,  depuis  1773  jusqu'à  la  mort  d'Eu- 
ler,  arrivée  en  1783,  eut  l'insigne  bonheur  de  jouir  de 
sa  société  journalière  et  de  ses  précieuses  instructions, 
et  fut  le  rédacteur  d'un  grand  nombre  de  ses  ouvrages. 
Tout  le  monde  connaît  d'ailleurs  l'éloge  historique  dont 
il  honora  la  mémoire  de  son  immortel  maître.  (Voir  ci- 
dessous,  la  Notice  sur  la  vie  et  les  écrits  d'Euler). 

Depuis  que  les  sciences  ont  cessé  d'être  la  propriété 
exclusive  d'un  petit  nombre  d'initiés,  ce  commerce 
épislolaire  des  savants  a  été  absorbé  par  la  presse  pé- 
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riodique.  Le  progrès  est  incontestable.  Cependant,  cet 
abandon  avec  lequel  on  se  communiquait  autrefois  ses 
idées  et  ses  découvertes,  dans  des  lettres  toutes  confi- 
dentielles et  privées,  on  ne  le  retrouve  plus  dans 
les  pièces  mûries  et  imprimées.  Alors,  la  vie  du  savant 
se  reflétait,  pour  ainsi  dire,  tout  entière  dans  cette 
correspondance.  On  y  voit  les  grandes  découvertes  se 
préparer  et  se  développer  graduellement;  pas  un  chaî- 
non, pas  une  transition  n'y  manque;  on  suit  pas  à  pas 
la  marche  qui  a  conduit  à  ces  découvertes,  et  Ton  puise 
de  P instruction  jusque  dans  les  erreurs  des  grands  génies 
qui  en  furent  les  auteurs.  Cela  explique  suffisamment 
l'intérêt  qui  se  rattache  à  ces  sortes  de  correspondances, 
et  l'empressement  libéral  que  l'académie,  lorsque  je  lui 
soumis  le  plan  de  mon  recueil,  daigna  manifester  en 
mettant  à  ma  disposition  les  moyens  non  seulement  de 
le  publier,  mais  encore  de  l'orner  des  portraits  d'Eu  1er 
et  de  Daniel  Bernoulli  *)  et  des  fac-similé  de  l'écri- 


*;  Le  portrait  d'Euler  est  une  copie  parfaitement  fidèle  de  celui 
qui  fut  peint  par  Kùttner  et  gravé  à  Mi  tau  par  Darbcs,  en  1780. 
J'ai  donné  la  préférence  à  ce  portrait  parce  que,  selon  le  témoignage 
de  mon  père,  il  est  le  plu3  ressemblant  de  tous  ceux  qui  exi- 
stent. C'est  un  portrait  de  vieillard,  il  est  vrai;  mais,  comme  on 
le  verra  par  la  suite,  il  le  représente  à  l'époque  de  sa  plus  grande 
fé  ondité.  L'original  du  portrait  de  D.  Bernoulli,  qui  orne  le  se- 
cond volume  de  ce  recueil,  est  peint  à  l'huile  et  se  conserve  à  la 
bibliothèque  de  l'académie.  Il  lui  a  été  donné,  en  1787,  par  son 
directeur,  la  princesse  Daschkoff. 
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turc  de  tous  les  savants  illustres  qui  y  ont  contribué. 
C'est  aussi  cet  intérêt  qui  me  fait  espérer  de  voir  ce 
livre  accueilli  avec  bienveillance  et  apprécié  par  les  géo- 
mètres, sensibles  au  souvenir  des  grands  noms  qui  ont 
marque  les  époques  de  leur  science. 

Bien  que  nous  n'ayons  affaire  ici  qu'à  des  savants 
du  premier  ordre  dont  on  trouve  les  biographies 
partout,  j'ai  cru  nécessaire  de  rappeler  en  quelques 
mots  les  moments  principaux  de  leur  vie  et  la  nature 
de  leurs  relations  mutuelles,  afin  de  placer  le  lecteur 
d'emblée  in  médias  res,  au  milieu  de  celte  scène  im- 
posante où  le  génie  de  l'homme  se  trouve,  pour  ainsi 
dire,  à  découvert  et,  tout  en  déployant  sa  force  admi- 
rable, ne  laisse  cependant  pas  que  d'être  parfois  aux 
prises  avec  les  faiblesses  inhérentes  à  la  nature  humaine. 
On  en  trouvera  des  exemples  dans  la  jalousie  démesurée 
de  Jean  Bernoulli,  jalousie  qui,  jadis  déjà,  avait  sus- 
cité la  célèbre  dispute  avec  son  frère  aîné  Jacques,  et 
qui  se  manifeste  encore  ici  d'une  manière  tout -à- fait 
frappante,  on  peut  même  dire  contraire  à  la  nature, 
vis  à  vis  de  son  fils  Daniel,  au  point  que,  n'étant 
plus  de  force  à  lutter  avec  un  adversaire  si  jeune  et  si 
puissant,  il  finit  par  se  rendre  coupable  de  plagiat  envers 
lui;  on  en  trouvera  dans  la  susceptibilité  excessive  de 
Daniel  à  l'égard  de  Goldbach  et  de  Biilffinger, 
dans  son  animosité  presque  maladive  contre  les  pro- 
cédés injustes  de  son  père,  et  dans  ses  sorties  passion  - 
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nées  contre  D'Alembert  à  qui,  du  reste,  il  fait  plus 
tard  amende  honorable;  on  en  trouvera  même  dans  les 
pet ites  faiblesses  d ' E  u  1  e  r ,  que  Daniel  lui  reproche  avec 
autant  de  bonhomie  que  de  franchise ,  dans  son  adhé- 
rence  opiniâtre  au  système  de  Descartes,  basée  unique- 
ment sur  sa  prévention  contre  les  Anglais,  et  enfin  dans 
l'air  de  présomption,  avec  lequel  il  a  parfois  l'habitude 
d'annoncer  ses  découvertes  en  faisant  un  usage  trop 
fréquent  du  superlatif  dans  les  titres  de  ses  mémoires. 
La  postérité  a  le  droit  de  connaître  ces  faiblesses  des 
grands  hommes,  et  qu'un  rapprochement  tel  que  nous  l'of- 
frons dans  cet  ouvrage,  doit  inévitablement  faire  ressortir; 
elle  ne  leur  en  tiendra  compte  qu'en  tant  qu'elles  ont 
pu  influer  sur  leur  vie  littéraire. 

• 

Quant  à  Eu  1er,  nous  renvoyons  le  lecteur  à  la 
notice  sur  ses  écrits  placée  en  tête  de  ce  volume.  La 
famille  des  Bernoulli  offre  un  phénomène  unique  dans 
l'histoire  des  sciences,  celui  d'avoir  produit,  dans  trois 
générations  successives,  plusieurs  savants  du  premier 
ordre.  Pour  éviter  toute  confusion  et  pour  faciliter  la 
lecture  de  cet  ouvrage,  nous  donnerons  ici  une  espèce 
de  tableau  généalogique  de  cette  famille  remarquable, 
tableau  dans  lequel  nous  marquerons  en  lettres  italiques 
les  noms  des  quatre  Bernoulli  auxquels  nous  avons 
spécialement  affaire  dans  cel  ouvrage ,  et  où  nous  place- 
rons des  numéros  à  côté  de  tous  ceux  qui  ont  illustré 
leur  nom  par  des  découvertes  en  mathématiques: 
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NICOLAS  BERNOULL1,  LE  PÈRE 


1.  Jacques 
aé  le  27  déc.  1684 
f  le  16  août  1708 


r  1 


3.  Nicolas 
né  le  10  octobre  1687 
f  le  28  noTemb.  176*9 


c 

c 


-s 


(ila  de  Jean  II. 


2.  J  e  an  I. 
né  le  27  juillet  1667 
t  le  1  jauger  1748 


..  Nicolas 
né  le  27  janyier  IttîM 
+  le  27  juillet  1726 

5.  Daniel 

ne  le  20  janvier  1700 
+  le  17  mars  1782 

6.  Jean  11. 

né  le  18  mai  1710 


t  le 


H  ^llet 


1700 


Daniel  7.  Jean  111.  8.  Jacques 

ué  le  4  notembre  1744  né  le  17  octobre  1758 
f  le  13  juillet  1807     f  le  3  juillet  1789 

Le  nom  de  Bernoulli  paraît  indiquer  l'extraction 
italienne  de  cette  famille;  cependant,  d'après  la  Biogra- 
phie universelle,  elle  est  originaire  d'Anvers,  d'où  elle 
fui  expatriée  pour  cause  de  religion,  sous  le  gouverne- 
ment du  duc  d'Albe.  Elle  se  naturalisa  en  Suisse,  et 
la  ville  de  Bâle  devint  le  berceau  de  tous  les  grands 
géomètres  issus  de  cette  famille,  dans  l'espace  d'un 
siècle,  depuis  Jacques  Bernoulli.  frère  ainé  de  Jean 
(lGS'i),  jusqu'à  Jacques,  son  petit-fils  (H58  ,  Da- 
niel seul  excepte',  qui  naquit  à  Groningue  où  son  père 
avait  occupe',  pendant  dix  ans  '1695  à  1705),  une  chaire 
de  mathématiques.  A  l'époque  où  commencent  les  lettres 
de  Jean  B.  I.  (42)  dans  notre  recueil,  il  était  déjà 
sexagénaire.  Eu  1er  avait  21  ans  à  cette  époque.  11  est 
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curieux  de  voir  le  ton  d'autorité  magistrale  des  pre- 
mières lettres  faire  place  bientôt ,  dans  les  suivantes,  h 
celte  admiration  sincère  qu'avaient  di\  inspirer  au  maître 
les  rapides  et  brillants  progrès  de  F  élève.  Dans  la  3ème 
déjà,  il  ne  dissimule  pas  la  vive  satisfaction  que  lui  ont 
fait  éprouver  les  louanges  accordées  par  Euler  à  un  de 
ses  ouvrages,  non  plus  que  la  joie  maligne  qu'il  ressent 
du  dédain  avec  lequel  Eu  1er  a  traité  un  travail  de  Da- 
niel sur  le  même  sujet.  (Voir,  pour  les  détails  de  sa 
vie,  l'éloge  dans  les  Mémoires  de  l'acad.  roy.  des  scien- 
ces de  Paris,  année  1748,  et  la  Biographie  universelle.) 

Nicolas  (4)  et  Daniel  (5)  Bernoulli  assistèrent 
à  l'inauguration  de  notre  académie.  Appelés  à  des  fau- 
teuils d'académicien,  sur  la  recommandation  de  Gold- 
bach  qui  s'était  lié  d'amitié  avec  eux  dans  ses  voyages  en 
Italie,  ils  vinrent  ensemble  à  Sl.-Pélersbourg,  en  1725. 
La  tendre  amitié  qui  unissait  ces  deux  frères  offrait  un  con- 
traste d'autant  plus  frappant,  que  le  spectacle  scandaleux 
d'une  polémique  acharnée,  qu'avaient  livré,  dans  le  siècle 
précédent ,  deux  frères  du  même  nom,  n'était  guère  en- 
core oublié.  Nicolas  mourut  à  St.-Pétersbourg  en  1726; 
sa  biographie  écrite  par  son  frère  se  trouve  à  la  p.  266 
du  second  volume  de  cette  Correspondance.  Daniel 
retourna,  en  1733,  dans  sa  patrie  qu'il  ne  quitta  plus 
jusqu'à  sa  mort,  arrivée  en  1782.  Les  Mémoires  de 
l'académie  royale  des  sciences  de  Par  s  de  cette  année 
contiennent  son  éloge,  écrit  par  Condorcet  et  que,  plus 


lard,  son  neveu  Daniel,  fils  de  Jean  11  (6)  publia 
en  allemand,  à  Baie,  avec  quelques  changements  et 
additions. 

Nicolas  B.  Paine  (3).  cousin  germain  des  précé- 
dents, fut  l'éditeur  de  W4rs  conjectandi  de  son  oncle 
Jacques  et  l'auteur  de  plusieurs  morceaux  distingués, 
publiés  dans  différents  recueils.  Notre  Correspondance  ne 
renferme  que  quatre  lettres  de  lui,  des  années  1742  et 
1745,  mais  dans  lesquelles  perce  un  esprit  analytique 
d'une  finesse  remarquable.  Plusieurs  passages  des  lettres 
d'Eu  1er  prouvent  d'ailleurs  l'estime  que  lui  portaient 
unanimement  les  géomètres  de  son  temps. 

Il  nous  reste  à  donner  quelques  détails  sur  la  vie  de 
Goldbach,  la  moins  connue  de  toutes,  et  nous  croyons 
ne  pas  pouvoir  mieux  faire  qu'en  les  extrayant  d'un 
manuscrit  volumineux  du  célèbre  Gérard  -  Frédéric 
Mu  lier,  manuscrit  qui  renferme  l'histoire  de  l'acadé- 
mie, depuis  sa  fondation  (1725)  jusqu'à  l'an  1743  in- 
clusivement Miiller  avait  succédé  à  Goldbach  en 
qualité  de  Secrélaire  perpétuel  de  l'académie,  et,  retiré 
plus  tard  à  Moscou,  avait  employé  ses  loisis  à  écrire 
l'histoire  de  l'académie,  d'après  les  documents  originaux 
qui,  à  cet  effet,  lui  furent  envoyés  successivement  et 
par  années.   Voici  ce  qu'il  dit  de  Goldbach: 

«Chrétien  Goldbach,  homme  d'un  rare  mérite, 
de  vastes  connaissances  dans  les  langues  et  dans  les 


Digitized  by  Google 


  XXXI  

sciences  et  d'une  modestie  admirable,  naquit  à  Konigs- 
berg  en  Prusse  le  8/18  mars  1690.  Il  avait,  dans  sa 
jeunesse,  parcouru  presque  toute  l'Europe,  s'était  lie 
d'amitié  avec  les  coryphées  de  la  science  de  celte  épo- 
que  et  avait  entretenu,  entre  autres,  une  correspondance 
suivie  avec  divers  savants  appelés  à  l'académie  de  St.- 
Pétersbourg.  Il  paraît  que  ce  furent  MM.  Hermann 
et  Bulffinger  qui,  lors  de  leur  passage  par  Berlin, 
l'engagèrent  à  les  suivre  dans  notre  capitale  où  il 
arriva  le  8  août  1725.  11  n'avait  alors  aucun  emploi 
public,  bien  qu'il  portât,  depuis  plus  de  dix  ans,  le 
titre  de  conseiller  aulique  de  S.  M.  Prussienne.  Rien 
n'indiquait  s'il  avait,  ou  non,  l'intention  d'entrer  au 
service  de  Russie;  il  paraissait,  au  contraire,  que  la 
simple  curiosité  d'un  voyageur  l'avait  amené  à  St. -Pé- 
tersbourg. Ses  qualités  éminentes  ne  pouvaient  cepen- 
dant manquer  de  lui  attirer  différentes  offres  d'emplois 
à  l'académie,  où  plusieurs  fauteuils  étaient  encore  va- 
cants; mais  M.  Goldbach  ne  voulait  pas  du  nom  de 
professeur  et  ne  se  souciait  pas  non  plus  de  faire  des 
cours  publics.  La  fonction  de  secrétaire  de  l'acadé- 
mie, d'un  Fontenelle,  mais  d'un  Fontenelle  latin  (car 
c'était  dans  cette  langue,  qu'il  connaissait  à  fond,  que 
se  traitaient  les  affaires)  paraissait  lui  être  réservée.  Aussi 
s'en  chargea-t-il ,  sans  toutefois  en  prendre  le  titre,  pour 
cinq  ans.  Ses  mémoires  publiés  dans  le  recueil  intitulé 
Commentarii  etc.  prouvent  avec  quel  succès  il  a  cullivé 
la  haute  géométrie,   les  calculs  différentiel  et  intégral, 
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el  combien  il  a  clé  heureux  dans  la  découverte  de  nou- 
velles propriétés  des  nombres.  Sa  critique  des  travaux 
d' autrui  était  fine  et  judicieuse  au  possible.  11  avait  ap- 
porté avec  lui.  non  cet  esprit  de  dispute  qui  sent  l'c- 
cole,  mais  bien  l'urbanité  et  les  manières  du  grand 
monde.  Sa  force  dans  la  langue  latine,  sa  connaissance 
intime  avec  les  auteurs  classiques  latins  et  son  imagi- 
nation active  ont  fait  de  lui  un  poète  latin  très  heureux. 
Il  en  avait  donné  une  preuve  éclatante ,  déjà  à  l'âge  de 
16  ans,  par  sa  tragédie  d1 Ab salon ,  en  vers  horatiens, 
travail  qui  aurait  mérité  la  publication  si  sa  modestie 
ne  s'y  lût  opposée  *).  A  l'académie  il  n'a  pu  que  ra- 
rement faire  valoir  ce  talent;  mais  quand  l'occasion 
s'en  présentait,  la  conception  et  la  verve  poétique  de 
ses  pièces  ne  laissaient  rien  à  désirer.  Il  connaissait  la 
langue  française  jusqu'aux  finesses  de  la  critique  d'un 
Vaugelas  et  d'un  Bouhours;  la  langue  italienne  lui  était 
également  familière,  et  quant  à  l'allemand,  il  l'écrivait 
avec  une  pureté  et  une  justesse  grammaticale,  assez  rares 
à  celte  époque.  On  a  observé  généralement,  comme  un 
fait  étrange,  que  le  véritable  perfectionnement  de  la 
langue  allemande  a  commencé  à  l'extrémité  la  plus 
reculée  de  l'Allemagne,  savoir  à  Kbnigsberg  en  Prusse, 
et  s'est  répandu  de  là  vers  la  Saxe  supérieure.  Les  ef- 
forts d'une  société  teutonique,  fondée  à  Leipsic  par 


*)  Elle  se  trouve,  parmi  ses  autres  papiers,  aux  archives  cen- 
irale*  de  Moscou. 
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Mensen,  étaient  faibles  en  comparaison  avec  ce  que  fil 
Gottsched,  lorsque,  en  I72'l,  il  se  transporta  de  Ko- 
nigsberg  à  Leipsic  —  Gottsched  que  ses  élèves  ont 
traité  avec  tant  d'ingratitude.  Or,  longtemps  avant  Gott- 
sched, Goldbach  écrivait  déjà  l'allemand  le  plus  pur 
et  le  plus  élégant.  11  avait  le  coeur  le  plus  honnête, 
mais  sans  en  faire  grand  étalage.  Connaissant  bien  le 
monde,  sa  manière  d'être  était  à  la  fois  réservée  et 
insinuante  etc.  etc.» 

On  reconnaît  aisément  la  main  d'un  ami  dans 
cette  esquisse  biographique  qui  s'étend  au  long  sur  les 
nombreux  voyages  de  Goldbach.  Sa  correspondance 
fait  voir  d'ailleurs  que  s'il  ne  s'est  illustré  dans  aucune 
spécialité,  la  cause  en  doit  êlrc  attribuée  à  la  grande 
universalité  de  ses  connaissances.  Tantôt  on  le  voit 
débattre  avec  Bayer  des  questions  minutieuses  de  philo- 
logie classique  et  orientale;  tantôt  il  s'engage  avec  le  cé- 
lèbre Stosch  dans  d'interminables  controverses  archéo- 
logiques; ici,  c'est  Biilffinger  qui  l'entraîne  dans  ses 
spéculations  d'une  métaphysique  alors  en  vogue,  mais 
n'aboutissant  à  rien;  là,  Euleret  lesBernoulli  le  font 
causer  mathématiques  et  l'initient  dans  les  mystères  de 
la  haute  analyse  et  de  la  science  des  nombres.  Toujours 
est-il  que  sa  correspondance  est  recherchée  avec  avi- 
dité par  les  plus  célèbres  savants  du  siècle,  et  que  son 
talent  remarquable,  de  quelque  côté  qu'il  dirige  ses 
études,  le  fait  toujours  considérer  par  ses  contemporains 
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comme  une  espèce  d'autorité'.  Ses  manières  distinguées, 
jointes  au  don  de  la  parole  et  à  des  connaissances  pro- 
fondes et  variées,  le  font  remarquer  à  la  cour,  et  lors- 
qu'il s'agit  de  donner  un  professeur  à  l'Empereur 
Pierre  II,  le  choix  tombe  sur  Goldbach  qui  s'en  ac- 
quitte avec  distinction  jusqu'à  la  mort  prématurée  de 
ce  Prince.  En  1742,  il  est  nomme'  membre  du  Collège 
des  affaires  étrangères  et  employé'  spécialement  au  dé- 
chiffrement. Dès  lors,  il  abandonne  la  carrière  scien- 
tifique, mais  il  continue  à  s'occuper  de  sciences  en  simple 
amateur.  Il  atteint  à  un  rang  élevé'  dans  la  hiérarchie 
civile  de  Russie,  celui  de  conseiller  privé,  et  meurt  à 
Moscou,  le  '20  novembre  1764,  à  l'âge  de  74  ans. 

Je  crois  que  ces  courtes  notices  suffiront  au  but 
que  je  m'étais  proposé ,  savoir  de  donner  à  mes  lecteurs 
une  échelle  pour  apprécier,  non  le  mérite  des  au- 
teurs de  ces  lettres  (pour  celui-là,  je  dois  le  supposer 
connu),  mais  la  nature  de  leurs  relations  réciproques  et 
le  rapport  qui  existe  entre  ces  lettres  mêmes  et  l'époque 
de  la  vie  des  auteurs  à  laquelle  elles  appartiennent. 

Quelqu'un  voudrait -il  me  faire  un  reproche  de  ce 
que,  pour  plus  d'uniformité,  je  n'ai  pas  fait  traduire 
dans  une  même  langue  toutes  ces  lettres?  Je  ne  le 
pense  pas;  je  considère  la  langue,  le  style,  les  tour- 
nures, propres  à  chacun  de  ces  auteurs,  comme  autant 
de  traits  caractéristiques  qu'il  a  fallu  pieusement  conser- 
ver, et  je  ne  me  suis  permis  de  retrancher  que  les 
passages  qui  m'ont   paru  n'offrir  absolument  aucun 
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intérêt.  On  verra  que  ce  que  je  Kvre  se  rapporte  soit 
à  la  science,  soit  à  la  personne  des  auteurs,  soit  enfin 
aux  corps  savants  dont  ils  faisaient  partie. 

11  me  reste  encore  à  dire,  qu'outre  les  lettres  dont 
j'ai  parle'  plus  haut  et  qui  n'ont  point  trouve'  place 
dans  ce  recueil,  j'aimerais  à  publier  aussi  un  extrait  de 
la  correspondance  entre  Fre'de'ric  II  et  Euler,  en 
tant  qu'elle  a  trait  à  des  objets  scientifiques,  et  à  an- 
noncer que  M.  Jacobi,  de  Konigsberg,  qui  a  bien  voulu 
s'inte'resser  vivement  à  cette  publication  et  m'encou- 
rager  de  ses  conseils,  m'a  fait  espérer  tout  une  col- 
lection de  lettres  d' Euler  à  Lagrange,  lettres  qu'à  sa 
prière,  M.  Libri  veut  bien  mettre  à  ma  disposition,  à 
l'effet  de  les  publier.  J'ai  donc  les  matériaux  tout  prêts 
pour  former  un  volume  supplémentaire  que  je  livrerai 
avec  plaisir  si  l'accueil  fait  à  cet  ouvrage,  grâce  aux 
noms  illustres  qui  le  parent,  répond  à  mon  attente. 

Je  ne  puis  terminer  cette  préface,  sans  témoigner 
publiquement  ma  reconnaissance  à  mon  frère  cadet, 
M*  Nicolas  Fuss,  maître  supérieur  de  mathématiques 
à  l'un  de  nos  gymnases,  qui  a  bien  voulu  partager  avec 
moi  le  travail  de  la  rédaction  de  ce  recueil  et  de  la  ré- 
vision des  épreuves,  et  sans  le  secours  actif  duquel  je 
n'aurais  guère  pu  l'achever  dans  le  court  espace  d'une 
année. 

P.-H.  Fuss. 

St.-Pétersbourg  en  décembre  1842. 
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JLà  éo  n  kKD  Euur,  né  à  Bâle  le  T\  avril  1707 ,  fut  appelé  à 
l'Académie  de  St.-Pétersbourg  en  1727,  en  qualité  de  membre 
adjoint.  Son  ami  et  compatriote,  Daniel  Bernoulli,  s'était  ainsi 
acquitté  de  la  promesse  qu'il  lui  avait  donnée,  en  lui  faisant  ses 
adieux  dans  leur  ville  natale,  deux  ans  avant  cette  époque.  Euler 
n'avait  encore  rien  publié,  excepté  la  dissertation  physique  sur  le 
son  (N.  500  de  notre  liste),  imprimée  à  Bâle  en  1727;  on  peut  dune 
dire  que  c  est  chez  nous  qu'il  jeta  les  première  fondements  de  sa 
gloire  immortelle.  Effectivement,  après  quatorze  années  de  séjour  à 
St-  Pétersbourg,  en  174-1,  sa  réputation  était  déjà  tellement  établie, 
qu'il  reçut  et  accepta  l'appel  honorable  que  lui  avait  adressé  de 
Berlin  l'illustre  Roi-philosophe,  jaloux  de  tous  les  genres  de  gloire 
et  méditant,  au  milieu  des  troubles  de  la  guerre,  de  doter  son  pays 
d'une  académie  des  sciences.  Le  séjour  d" Euler  à  Berlin  dura 
25  ans;  il  s'y  rendit  à  l'âge  de  31  ans;  il  revint  «  St.-Pétersbourg, 


Digitized  by  Google 


sous  Catherine  II,  en  1766,  presque  sexagénaire.  Les  plus  belles 
années  de  sa  vie,  il  les  avait  dune  passées  hors  de  la  Russie.  Aussi 
avait-il  déployé,  dans  ce  laps  de  temps,  une  activité  prodigieuse: 
Les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin  renferment  127  pièces  de  sa 
composition,  et  une  grande  partie  (17)  de  ses  ouvrages  détachés  datent 
de  cette  même  époque.  Mais,  en  outre,  il  avait  continué  assidûment  à 
orner  de  ses  travaux  le  Recueil  de  l'Académie  de  St.-Pétersbourg 
qui,  de  son  côté,  lui  avait  laissé  sa  pension  et  le  comptait  toujours 
parmi  ses  membres  effectifs.  Le  nombre  des  pièces  que  renferment 
les  volumes  de  nos  Mémoires  de  cette  époque,  s'élève  au-delà  de 
100.  Chose  étrange!  il  praît  que  le  désir  de  se  faire  mieux 
apprécier  par  le  Roi  de  Prusse  et  par  la  haute  société  de  Berlin 
qui,  à  l'exemple  du  Roi,  affectionnait  beaucoup  les  sciences,  il 
paraît,  dis-je,  que  ce  désir  l'avait  engagé  à  ne  livrer  à  l'Académie 
de  celte  ville  que  des  travaux  d'application  de  préférence,  et  à  ne 
se  servir  que  de  la  langue  française.  Or,  l'analyse  était,  comme  on  le 
sait,  l'admirable  instrument  qu'il  maniait  avec  le  plus  d'habileté  cl 
de  prédilection.  Durant  cette  période,  tous  ses  travaux  de  pure 
théorie,  rédigés  en  latin ,  trouvaient  donc  un  débouché  à  l'Académie 
de  St.-Pétersbourg  qui  les  accueillait  avec  empressement. 

• 

*  ■  •  i 

Nous  venons  de  dire  qu'à  l'âge  de  59  ans,  Euler  revint  au 
sein  de  notre  Académie  à  laquelle  il  n'avait  pas  cesse  d'appartenir, 
et  qu'il  voua  à  son  service  exclusif  les  17  dernières  années  de  sa 
vie  laborieuse,  jusqu'à  sa  mort,  arrivée  le  T7g  septembre  1783. 
Mais,  nous  dira-t-on,  il  était  donc  alors  sur  le  déclin  de  l'âge  et 
presque  aveugle!  Et  cependant,  voyez  le  tableau  de  sa  productivité 
par  périodes  de  dix  en  dix  ans,  tableau  où  sont  comptés  et  les 
mémoires  et  les  ouvrages  détachés: 
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—    xu  — 
Années  nombre  de»  pièces 


de  1727  à  1733 

24 

1734  „  1713 

49 

17U  „  1753 

125 

175*  „  1763 

99 

1764  „  1772 

104 

1773  „  1782 

355 

total  756 

Comment  expliquer  cet  étrange  phénomène?  Nous  avons  déjà  dit 
(Préface  p.  XXIV)  qu'Euler  avait  à  ses  côtés,  dans  la  personne  de 
son  jeune  compatriote,  Nicolas  Fuss,  un  aide  actif  et  pénétré 
d'admiration  pour  le  génie  de  son  illustre  maître.  C'est  à  lui  qu'est 
due  la  rédaction  de  la  plupart  des  355  mémoires  des  années  1773 
à  1782*).  Et  si,  outre  la  fécondité  du  génie  d'Euler,  on  admire 
généralement  et  avec  raison  l'exposition  remarquablement  simple  et 
lucide  de  ses  profondes  recherches  et  le  choix  habile  des  exemples,  — 
si  jamais  on  n'a  remarqué  le  moindre  affaiblissement  dans  ces  qualités 
tout- à -fait  essentielles  et  caractéristiques  de  ses  écrits;  —  ceci  ne 


*)  Voici  un  extrait  du  procès  verbal  de  l'Académie  du  47 
„M.  Eu  1er,  le  père,  présenta  les  deux  mémoires  suivants:  1.  Détermina tio 
„ omnium  tnotuiun ,  quos  chorda  lensa  et  uniformiter  cross*  recipere  potest; 
„2  De  motu  oscillatorio  pendulonun  ex  Jilo  tenso  dependentitun ,  écrits  par 
„M.  Fuess  qui  en  a  fait  tous  les  calculs  avec  une  grande  assiduité  et  à  la 


„ capacité  duquel  M.  Euler  douna,  &  cette  occasion,  de  grands  éloges,  ajoutant 
„que,  déjà  depuis  longtemps,  il  a  écrit  tous  les  mémoires  que  lui,  M.  Euler 
„a  présentés  à  l'Académie."  Un  autre  élève  d'Euler,  Goloviue,  a  écrit, 
sous  sa  dictée,  70  mémoires  datés  de  cette  mène  époque.  (Voir  l'Éloge, 
édition  de  St.-Pélcrsbourg,  page  63). 
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prouvc-t-il  pas  que  le  disciple  s'était  profondément  imbu  de  l'esprit 
du  maître,  qu'il  était  digne  du  sort  glorieux  qur  lui  était  échu, 
et  que  celte  profonde  reconnaissance  et  cette  admiration  que  les 
géomètres  vouent,  encore  de  nos  temps,  à  la  mémoire  d'Eu  1er, 
est  due  en  partie  aussi  à  celui  qui,  avec  un  dévouement  sans  bornes 
et  sans  exemple,  consacra  dix  belles  années  de  sa  vie  au  servire 
de  son  incomparable  maître  et  calcula  et  rédigea  plus  d'un  tiers 
de  ses  immortels  travaux?  Il  m'est  doux  de  rappeler  à  l'attention  des 
savants  ce  fait  presque  oublié  et  peut-être  unique  dans  l'histoire  des 
sciences,  et  de  le  mettre  en  évidence  par  des  chiffres  irrécusables. 
Ou  je  me  trompe,  ou  ce  service,  rendu  par  Fuss  aux  géomètres 
de  son  temps  et  des  temps  à  venir,  est  un  monument  non  moins 
impérissable  que  les  nombreux  travaux  par  lesquels,  plus  tard,  il 
a  enrichi  lui-même  le  domaine  des  sciences. 

■ 

•  •  »  * 

Mais,  une  conséquence  plus  générale  encore  à  déduire  du 
phénomène  frappant  que  nous  venons  d'expliquer,  c'est  que  le 
génie,  pour  se  développer  dans  toute  sa  vigueur  et  pour  produire 
tout  l'effet  dont  il  est  susceptible,  a  besoin  d'un  appui  qui, 
malheureusement,  ne  lui  est  prêté  que  fort  rarement.  Si  Euler,  — 
sexagénaire  et  frappé  de  cécité,  —  a  encore  pu  déployer  une  aussi 
remarquable  activité,  qu'aurait- il  fait  à  lage  où  l'esprit  est  à  son 
maximum  de  fécondité,  si  alors  déjà,  il  avait  eu  l'assistance  qui, 
plus  tard  «  fut  accordée  à  ses  infirmités  physiques.  Et  combien  d'idées 
lumineuses  et  de  grandes  conceptions  ne  sont- elles  par  perdues 
irréprablement,  parce  que  le  génie,  impatient  d'avancer  et  avide 
des  succès  à  mesure  qu'il  avance,  néglige  souvent  de  fixer  ses 
découvertes,  par  crainte  de  l'ennui,  inséparable  du  travail  de  rédaction. 
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Reoenons  à  notre  sujet.   Je  me  suis  contente'  de  rappeler,  dans 
ce  qui  précède,  les  moments  principaux  de  la  vied'Ëuler.  Quant 
aux  détails  de  cette  vie  éminemment  riche,  il  faut  les  supposer  connus 
de  chaque  géomètre.  Cependant,  —  tant  est  vif  encore  l'intérêt  qui 
se  rattache  à  ce  nom  illustre,  -  beaucoup  de  personnes  distinguées, 
sachant  que  mon  père  a  passé  dix  ans  dans  les  relations  les  plus 
intimes  avec  Euler,  m'ont  demandé  des  renseignements  sur  sa  vie 
privée  et  surtout  sur  sa  manière  de  travailler.  Je  m'estime  heureux 
de  pouvoir  satisfaire,  en  quelque  sorte,  à  ce  désir  légitime,  et  je 
tacherai  de  retracer  ici  quelques  détails  qui  me  sont  connus  par 
tradition  et  que  ma  mémoire  a  fidèlement  conservés;  car,  bien 
souvent,  le  pieux  souvenir  que  mon  père,  durant  toute  sa  vie, 
gardait  de  son   illustre  maître,    lui  fournissait  le  sujet  de  ses 
entretiens  avec  moi  *), 


« 

*)  Nos  promenades  du  soir  en  été,  nous  conduisaient  souvent  au  cimetière 
de  Smolenskoîé  pour  y  retrouver  la  pierre  sépulcrale  d'Eu  1er.  Mon  père 
qui,  comme  de  raison,  avait  assisté  à  sou  enterrement,  ie  rappelait  a  peu 
près  l'endroit  où  il  était  placé,  mais  la  pierre  ne  s'y  trouvait  plus.  Dans  ces 
promenades,  l'illustre  aïeul  (après  la  mort  d*Eulcr,  mon  père  avait  épousé  sa 
petite -fille)  était  presque  l'unique  objet  de  notre  conversation;  et  combien 
de  fois  le  disciple  reconnaissant'  ne  se  reprocha  - 1- il  pas  de  ne  pas  avoir 
mieux  veillé  a  la  conservation  du  tombeau  du  maître.  Ce  fut  déjà  après  la 
mort  de  mon  père,  qu'à  l'occasion  de  l'enterrement  d'une  belle-fille  d'Euler, 
le  hasard  fit  découvrir  la  pierre  si  longtemps  cherchée,  et  partant  aussi, 
l'endroit  où  gisaieut  les  cendres  du  grand  géomètre  qui  avait  illustré  son 
siècle.  Cette  nouvelle  fut  accueillie  avec  transport  par  l'Académie  qui  s'empressa, 
cinquante  ans  après  la  mort  de  son  célèbre  membre,  de  loi  ériger,  sur  la 
même  place,  un  monument  simple,  mais  durable,  en  granit  de  Finlande, 
avec  l'inscription:  Uonhardo  EmUro  ÀcacUmia  Petropolitana. 
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Il  parait  qu'ayant  l'arrivée  de  mon  père,  qui  eut  lieu  en  mai 
1773,  Euler  s'était  laissé  aider  tantôt  par  l'un,  tantôt  par  l'autre  des 
nombreux  élèves  qu'il  comptait  parmi  ses  collègues.  Dans  un  grand 
in-folio  que  je  conserve  soigneusement  et  qui  renferme  les  premières 
ébauches  des  mémoires  d'Ëuler,  antérieurs  à  l'époque  mentionnée, 
je  crois  reconnaître  surtout  la  main  de  Krafft,  ainsi  que  celles  de 
J.-A.  Euler  et  de  L  exe  11;  mais  je  m'aperçois  aussi  que,  souvent, 
ils  se  sont  contentes  d'ébaucher  simplement  les  mémoires,  sans  se 
donner  ensuite  la  peine  de  les  rédiger  finalement,  ce  qui  fait  que 
ce  volume  laissera  vraisemblablement  encore  quelque  chose  à  glaner. 
La  fin  de  ce  volume,  ainsi  que  trois  autres  qui  le  suivent,  et  que 
je  possède  également,  sont  écrits  de  la  main  de  mon  père.  Euler 
avait  dans  son  cabinet  une  grande  table  qui  occupait  tout  le  milieu 
de  la  pièce  et  dont  le  dessus  était  recouvert  d'ardoise.  C'est  sur  cette 
table  qu'il  écrivait,  ou  plutôt  indiquait  ses  calculs  en  gros  caractères, 
tracés  avec  de  la  craie*).  Chaque  matin,  son  élève  se  présentait 
chez  lui  pour  lui  faire  lecture  soit  de  sa  vaste  correspondance 
(dont  la  conduite  lui  était  entièrement  confiée),  soit  des  feuilles 
politiques,  soit  enfin  de  quelque  nouvel  ouvrage  digne  d'attention; 
on  s'entretenait  de  diverses  matières  de  la  science,  et  le  maître,  à 
cette  occasion,  se  prêtait  avec  complaisance  à  lever  les  doutes  et  à 
résoudre  les  difficultés  que  l'élève  avait  rencontrées  dans  ses  études. 
Quand  la  table  était  couverte  de  calculs,  ce  qui  arrivait  souvent,  le 
maître  confiait  au  disciple  ses  conceptions  toutes  fraîches  et  récentes, 

,  ♦ 

*)  Quand  il  voulait  prendre  de  l'exercice,  ce  qui  arrivait  a  de»  heures 
régulières  du  jour,  il  avait  l'habitude  de  se  promener  autour  de  cette  table, 
en  glissant  la  main  le  long  des  bords,  pour  se  guider.  Ces  bords,  par  le 
fréquent  usage,  étaient  lisses  et  luisant*  comme  du  bois  poli. 
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et  lui  exposait  la  marche  de  ses  idées  et  le  plan  général  de  la 
rédaction,  en  lui  abandonnant  le  soin  du  développement  des  calculs, 
du  choix  des  exemples  et  de  l'exécution  des  détails;  et  ordinairement, 
celui-ci  lui  apportait  dès  le  lendemain  le  croquis  du  mémoire  inscrit 
dans  le  grand  livre  dont  nous  avons  parlé  ci -dessus  (Adversaria 
mathematica).  Ce  croquis  approuvé,  la  pièce  était  rédigée  au  net  et 
présentée  immédiatement  à  l'Académie.  La  force  de  la  mémoire  que 
le  vieillard  avait  conservée,  et  que  peut-être  la  privation  de  la 
vue  avait  encore  aiguisée,  l'aidait  admirablement  dans  ces  sortes 
d'entretiens,  ainsi  que  dans  la  lecture  des  ouvrages  de  son  célèbre 
émule,  Lag range**),  et  bien  des  fois,  pour  faire  de  tête  les 
calculs  les  plus  compliques,  il  lui  fallait  moins  de  temps  qu'à 
un  autre  la  touche  à  la  main;  et  encore  ne  se  trompait -il  que 
fort  rarement 

Tout  ce  que  je  pourrais  ajouter  encore  à  ce  peu  de  notices  sur 
la  vie  d'Euler,  ne  serait  au  fond  qu'une  répétition  de  ce  qui  a 
déjà  été  dit  ailleurs,  ou  ne  servirait  qu'à  mieux  faire  ressortir  peut-être 
l'un  ou  l'autre  des  traits  déjà  connus  de  son  caractère  privé.  Des 
deux  éloges  académiques  dont  il  a  été  l'objet,  celui  de  mon  père 
doit  être  considéré  comme  le  plus  authentique  sous  le  rapport 
biographique;  je  le  crois  aussi  préférable  à  celui  de  Condorcet 
sous  le  rapport  de  l'analyse  des  travaux  d'Euler.  Les  deux 
éloges  ont  été  plus  d'une  fois  reproduits  dans  les  éditions  récentes 
des  ouvrages  de  notre  grand  géomètre;  naguère  encore  dans  celle 


*)  Eu  1er  ne  vit  du  reste  pas  les  grands  ouvrages  de  cet  illustre  géomètre. 
La  Mécanique  analytique,  les  Leçons  sur  le  calcul  des  fonctions  et  le  Traité 
de  la  résolution  des  équations  numériques,  parurent  après  sa  mort. 
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qu'on  avait  entreprise  à  Bruxelles  et  dont,  je  crois,  l'interruption 
n'est  guère  à  regretter.  L'édition  française  de  l'Eloge  de.  St.- 
Pétersbourg  n'est,  d'ailleurs,  pas  encore  épuisée.  Cette  pièce  fut 
lue  à  l'Académie,  en  séance  extraordinaire,  peu  de  semaines  après 
la  mort  du  grand  homme ,  k  «23  octobre  1783.  L  auteur  avait  pris 
soin  d'y  ajouter  une  liste,  complète  au  possible,  de  tous  ses  écrits. 
Elle  contient,  en  premier  lieu,  rémunération  des  ouvrages  détachés, 
par  ordre  chronologique;  viennent  ensuite  les  pièces  insérées 
dans  les  différente  recueils  académiques,  à  commencer  par  ceux  de 
l'Académie  de  St.-Pétersbourg,  et  enfin,  une  liste  de  208  mémoires 
alors  manuscrits,  et  disposes  par  ordre  des  dates  de  leur  présentation. 
Les  travaux  inédits  non  présentes,  qui  pouvaient  se  trouver  encore 
parmi  les  papiers  d'Euler  à  une  date  antérieure,  n'entraient  point, 
à  ce  qu'il  paratt ,  dans  le  plan  de  cette  liste  ;  peut  -  être  n'en 
soupçonnait -on  point  l'existence.  Toutes  les  pièces,  marquées  dans 
la  liste  comme  manuscrites,  à  l'exception  d'un  très  petit  nombre 
seulement  (voir  ci -dessous),  sont  publiées,  depuis  longtemps,  soit 
dans  les  volumes  des  Mémoires  de  l'Académie  de  St.  -  Pélersbourj 
qui  ont  paru  depuis  1783,  soit  dans  les  Opuscula  ututljlica 
(1783*)-  1785)  et  dans  le  IV  volume  de  la  seconde  édition  des 
Leçons  de  calcul  intégral  (1794.).  Le  total  des  dissertations  imprimées 
d'Euler,  s'élève  à  présent  à  712,  dont 

500  dans  les  cinq  Recueils  de  l'Académie  de  St.-Pétersbourg, 
43  dans  les  Opuscula  analytlca  et  dans  les  Institutiones  Cal  cuit 
integralis  (seconde  édition,  vol.  IV),  publiées  également  à 
St.-Pétersbourg, 

 ' 

■ 

*)  La  publicaUon  de  ce  recueil  a*«U  commencé  <le>  du  nvaui  «TEmler. 
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127  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin, 
13  dans  les  Opuscula  varU  argumenti, 

29  dans  les  recueils  des  académies  de  Paris,  de  Londres,  de 
Turin,  de  Leipzic  etc. 

Des  32  ouvrages  publies  séparément,  la  moitié,  savoir  16,  et 
nommément  les  ouvrages  les  plus  marquants  et  les  plus  volumineux, 
ont  paru  à  St.-Pétersbourg  sous  les  auspices  de  notre  Académie; 
tels  sont:  l'Arithmétique,  l'Algèbre,  les  Leçons  de  calcul  différentiel 
et  de  calcul  intégral,  les  traités  de  mécanique,  de  dioptrique,  de 
musique,  de  science  navale,  la  théorie  des  mouvements  de  la  lune, 
les  lettres  à  une  princesse  d'Allemagne,  les  Opuscules  analytiques  etc. 

Si  l'on  considère  que,  de  nos  jours  encore,  les  géomètres 
se  trouvent  continuellement  dans  le  cas  de  recourir  aux  travaux 
d'Euler,  on  concevra  aisément  tout  lé*  prix  qu'ils  ont  dû  attacher 
à  la  publication  de  la  liste  dont  nous  venons  de  parler.  Elle 
fournissait  du  moins  un  inventaire  complet  de  rette  succession 
littéraire,  la  plus  riche  que  jamais  un  savant  ait  léguée  à  la  postérité; 
mais  la  manière  dont  rette  liste  était  disposée  en  rendait  l'usage 
assez  incommode.  Cette  considération  m'avait  engagé,  il  y  a  bien 
des  années ,  à  la  rédiger ,  pour  mon  propre  usage ,  par  ordre 
systématique  des  matières.  Le  temps  et  le  soin  que  j'y  avais  mis  ont 
été  amplement  récompensés  par  la  grande  facilité  que  ma  nouvelle 
liste  me  fournissait  dans  la  recherche  de  tel  travail  d'Euler  dont 

*  ■ 

je  me  trouvais  momentanément  avoir  besoin.  Beaucoup  de  personnes 
m'ont  assuré  que  la  publication  de  celte  liste  serait  encore  accueillie 
avec  plaisir  par  les  géomètres,  ce  qui  m'a  déterminé  à  la  placer  en  tête 
de  ce  recueil.  Peut-être  trouvera-t-on  à  redire  à  l'ordre  que  j'ai 
adopté  ça  et  là  dans  la  suite  des  mémoires;  mais  on  n'ira  pas,  je 
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l'espère,  exiger  une  succession  d'idées  rigoureusement  conséquente 
entre  des  pièces  décousues  et  pour  la  plupart  indépendantes  les 
unes  des  autres.  Après  avoir  établi  les  divisions  générales  et  les 
sous-divisions,  j'y  ai  classé  les  mémoires,  en  réunissant  par  groupes 
ceux  qui  m'ont  semblé  avoir  'quelque  analogie  de  sujet  entre  eux, 
et  en  me  conformant  le  plus  souvent  à  l'ordre  chronologique.  Dans 
les  cas,  asseï  fréquents,  où  le  même  article  pouvait  appartenir  à 
deux  divisions  différentes,  je  l  ai  placé  aux  deux  endroits,  mais,  bien 
entendu,  sans  le  compter  doublement,  ou  je  me  suis  contenté  de 
renvois.  Lorsque  le  titre  d'un  mémoire  était  trop  général,  j'y  ai 
ajouté  une  courte  indication  du  contenu ,  en  tant  que  cela  pouvait 
se  faire,  sans  devenir  trop  prolixe  et  sans  le  secours  de  figures.  J'ai 
enrichi  l'inventaire  dressé  par  mon  père  de  21  pièces  imprimées  et 
d'un  manuscrit  qui  manquaient  dans  la  liste  de  l'Éloge;  mais, 
d'un  autre  côté,  j'ai  remarqué  dans  cette  dernière,  parmi  les  pièces 
inédites,  neuf  titres  que  je  ne  retrouve  dans  aucun  recueil  imprimé, 
et  qui  n'existent  pas  non  plus  en  manuscrit.  Enfin  cinq  pièces 
manuscrites,  présentées  à  l'Académie  et  marquées  par  conséquent 
dans  l'Éloge,  se  conservent  effectivement  encore  aux  archives  de 
l'Académie;  elles  sont  consignées  à  la  page  CXIX  de  notre  liste.  Il 
paraît  que  la  première  de  ces  pièces,  présentée  déjà  en  177i,  a  été 
mise  au  rebut  par  l'auteur  lui-même;  la  seconde,  sur  le  mouvement 
du  sang  dans  les  artères,  est  incomplète;  la  troisième,  la  description 
d'un  manomètre,  ne  saurait  guère  offrir  de  l'intérêt  aux  physiciens 
de  nos  jours;  les  deux  dernières  enfin,  sur  deux  problèmes  de  la 
théorie  des  nombres,  sont  d'origine  apocryphe,  vu  qu'il  y  est  dit 
qu'elles  ont  été  calculées,  sous  la  direction  d'Euler,  par  un  nommé 
Wilbrecht  qui  fut,  pendant  quelque  temps,  son  élève. 
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J'ai  encore  à  faire  observer  que  le  total  de  ma  liste  (756  numéros) 
doit  peut-être  subire  une  petite  réduction;  car,  d'abord,  il  est  fort 
probable  que  les  numéros  > 

455  et  456 

.    679  et  682 
>  .  *i  il!-  .    .    685  et  686  - 

■  1  '>■>:■  743  et  744  ,»  n 

sont  identiques,  et  se  rapportent  à  quatre  et  non  à  buit  mémoires 
différents.  Il  parait  que  le  mode  étrange,  adopté  par  l'Académie  de 
Berlin  dans  le  premier  tome  de  ses  Mémoires,  savoir  de  ne  pas 
publier  les  dissertations  in  extenso,  mais  d'en  donner  seulement 
de  maigres  extraits,  avait  engagé  E  u  1  e  r  à  recueillir  dans  un 
volume  à  part,  les  mémoires  qu'il  avait  lus  à  cette  époque,  ce  qui 
apparemment  a  donné  naissance  au  recueil  qu'il  publia,  de  1746  à 
1751,  sous  le  titre  à'Opuscula  varii  arguments  Ensuite,  —  et  je 
crois  qu'on  m'en  saura  gré,  —  j'ai  cité  sous  trois  différents  numéros, 
autant  de  théorèmes  différents  d'une  même  dissertation  dont  le  contenu 
est  fort  hétérogène.  C'est  la  pièce  intitulée:  Thtoremala  quacdam 
analylica ,  quorum  demonstratio  adhuc  desideratur  (  Op.  anal.  II. 
p.  76);  elle  se  rencontre  aux  numéros  102  ,  357  et  415.  Enfin,  j'ai 
cru  devoir  marquer  de  deux  numéros  différents  les  deux  parties 
d'une  même  pièce,  toutes  les  fois  qu'elles  ont  été  présentées  à 
l'Académie  à  deux  diverses  reprises.  Les  dates  de  la  présentation  des 
mémoires,  là  où  elles  manquent  ( Commentarii,  Novt  Commentant 
et  Acta Jt  ont  été  vérifiées  par  moi  d'après  les  procès  verbaux  de 
l'Académie  de  ces  temps-là. 

J'ajouterai  finalement  que  je  n'ai  pas  encore  eu  le  temps  de 
confronter  avec  ma  liste  les  nombreux  manuscrits  d'Euler,  tant 

a 
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ceux  qui  se  conservent  aux  archives  de  l'Académie  ,  que  ceux  qui 
m'appartiennent  en  particulier,  ce  qui  fait  que  je  n'ai  pu  citer 
aujourd'hui  qu'une  seule  pièce  inédite  non  contenue  dans  l'Eloge 
(v.  ci-dessous  page  CXIX).  Je  me  propose  d'employer  à  ce  travail 
le  premier  loisir  que  me  laisseront  mes  nombreuses  occupations,  et 
en  cas  de  succès,  de  compléter  ma  liste,  avant  d'en  faire  tirer  une 
édition  à  part  que  je  destine  à  l'usage  de  ceux  à  qui  l'acquisition 
de  cette  Correspondance  paraîtra  trop  coûteuse. 
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7.  7.  Tbeoremala  circa  divisores  numerorum.    N.  Comm.  /.  1747. 

1748.  p.  20. 
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8.  8.  Theoremata  circa  residua  ex   divisione  potestatum  relie ta. 

JY.  Comm.  VU.  1758.  1759.  p.  49. 

9.  9.  De  quibusdam   eximiis    proprietatibus  circa  divisores  po- 

testatum oct  urretitibiQ,  (Çuni  paddtemento;.     Op.  anal.  I. 

rm.  p.  2*2.  2*1   k     '  *  cT 

10.  io.  Observation ^û>iopep  :  qpa^^ftrTi^  P«r  numéros 

primos.    Op.  anal.  I.  1775.  p.  64. 
11».  il.  BisqnisitM)  aeouratior  çinra  nœidua  ex  divisione  qu^dratomif 

*     aUifàimii^ie  poKslatum  per  numéro»  sprintes»  r*ti<  ta/  Op. 
anal.  I  1774.  p.  Î2\. 

12.  12.  Solutio  prohlcmalis  arillimetici  de  inveniendo  numéro,  qui 

per  datos  numéros  divisu»-  relinquat  data  residua.  Comm. 
VII.  1734.  1735.  p.  46. 

13.  is.  Tlieoremala- circa  divisores  munenorurn  in  hac  forma: 

p aa+iqbh  contentoruin.  Comm.  XIV.  1744 —  1746.  p.  151. 
tto  -14.*  DU  divisoribus  nnn^rorum  in  forma  nue  x^nyjr  contenu 
torum.    Nlèm.  V.  1778.  p.  3*      f  , 

15.  15.  ]No\ae  demonstrationes  rirra  divisores  numeronnn  formae 

xx  +  wrj,  ;  1775,.  ^  4X. 

16.  le.  Deriionstraliones  circa  residua  ex  divisione  potestatum  per 

numéros  primos  resullantia.  N.  Comm.  XVII/  1773.  p.  85.' 

17.  17.  Observalio  de  summis  divisorum.     N.   Comm.    V:  1754. 

1755.  p.  59.  r  i  t- 

'h.»  '  if  »!  ''|  ;    ii  /     t .'  j  i     .  :  •  il  <  ;     :»    •  J  I  U. ■ •  1 

18.  18.  Demonstralîo  theofematis  circa  ordinem  in  summis  divisorum 

obsertatUm.  '  N.  Comm.  V.  1754.  1755.  p,  75. 

19.  19.  Kxtrnit  dune  lettre  à  M.  fternouili,  concernant  le  me*. 

moire  imprimé  parmi  ceux  de  1771  p.  318.    A.  Mèm.  de 
«       Berlin*  1772.  p>  35.  .....  . 

Déterminer  pour  chaque  nombre  premi«r  -de  là  forme 
2>j>+1,  laquelle  de»  deux  formules,  10^  +  t  ou  iêP  -~  f 
est  divisible  par  ce  nombre,  •  v 
2ft..  i4.  De  varii»  modàs  numéro*  praegrancUfl  «xaminandi  utrwm  mnV 

primi  nec  ne?    N.  A.  XIII.  1778.  p.  14.       .   ,L  .iy 
21..  ai.  FncilKma  rhelhadu*  plurinio*  numéros  primos  praeiUagnosC 
inveniciidi.    A.  ,4.  XIV.  1778.  p.  3.       M.  '.Il 
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22.  aa.  Methodu*  -gmenHor  mimert»  quo&vfc  tàtfs  grandes  p«ftcrti- 

(andi,  utrum  sint  primi,  nec  ne?    N.  A.  XlF.  1Ï78.  p.  11. 

23.  as.  Observàtmnes  dë  iheoremste  quodam  FérmatiaUO,  altisque  *1 

•  bWenis  primos  spertanlimis.   Comm.  VI.  1732.  1733.  p.  103. 
Six  théorèmes  sans  démonstration.  1  v; 

24.  a*.  Tlicorematum'  quorundain  ad  numéros  primos  speetantiuin 

dnnoastratio.    Comm.  I7II.  1736.  p.  iiî.  *  '  *"  rX 

25.  25.  De  numeris  primis  valde  magnis.    Ar.  t'omet.  XIX.  1762. 

1763.  p.  îw:  -  A 

26.  a«.  Quomodo  numeri  praemagni  sint  explorandi  ,  utrum  sint 

primi,  nec  ne?    A7!  Comm.  XIII.  1768.  p.  67. 

27.  a7.  Theoremata  arithmetira  novo  methodo  démons  Ira  ta.  N.  Comm. 

VIII.  1760.  i 76 1.  p.  74. 

28.  as.  Supplementum  quorundam  tbeorematum  anthmeticorum,  quae 

in  nonnullis  demonstrationibus  supponunlur.  N.  Comm. 
FUI.  1760  1761.  p.  105.  '  l 

29.  a9.  De  tabula  nmnerorum  primoram  usque  ad   millionem  et 

ultra  continuanda,  în  qua  smful  omnium  numerorum  non 
prnnoninrminiml  divisores  exprimanlur.  N.  Comm.  XIX. 
1774.  p.  132.  :  ,  I 

30.  8o.  Entrait  d'une  lettre  k  M.  Béguelrn  concernant  les  nombres 

premiers.    N.  Mém.  de  Bvrtm.  1776.  p.  387. 

31.  si.  Utrum  hic  numerus  1.000009  sit  primas,  nec  ne,  inquirilur. 

If.  A.  X  1778.  p.  63.  :' 

32.  sa.  De  formulis  specieî  mxx-\-nyy ,  ad  numéros  primos  explo- 

randos  îdoneis,  earumque  inirabilibus  proprietatibus.  lï.  A. 
Xtl.  1778.  P.  22. 

33.  88.  De  partitione  numerorum.  N.  Comm.  III.  1Î50.  175*!*.  p.  125. 

i"  •  .  ■ 

34.  84.  De  partitione  numerorum  in  parles  tam  numéro  quam  speeie 

dalas.    N.  Comm.  XIV.  I.  1769.  p.  168. 

35.  as.  De  indurtione  ad  plenam  cerliludinem  evehenda.  A.  IF-  II. 

1780.  p.  38.  ... 
Décomposition  des  nombres  en  quatre  carrés  et  en  trois 
nombres  trigonaux. 
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36.  sa.  De  mirabilibus  proprietatibus 

A.  IV.  ï.  1780.  p.  56. 

37.  «7.  Considerationes  super  theoremate  Fermatiano:  De  resolutione 

numerorum  in  numéros  polygonales.  Op.  anal.  II.  177V.  p.  3. 

38.  ss.*  Illustratio  paradoxi  cirra  progressionem  numerorum  idoneo- 

rum  sive  congruorum.    A'.  A.  XV.  1778.  v.  29. 

39.  89.  Sperulationes  cirra  quasdain  insignes  proprielates  numerorum. 

A.  IV.  H.  1780.  p.  18. 

40.  4o.  Miscellanca  analylira.    Op.  anal.  I.  1775.  p.  329. 

1)  n  étant  un  nombre  premier,  reproduit:  1.2.3  (n —  1) 

augmente'  de  l'unité,  sera  toujours  divisible  par  n.  ~ 

2)  Trouver  quatre  nombres  entiers  tels  que  les  produits 
de  ces  nombres,  pris  deux  à  deux,  augmentés  de  l'unité, 
soient  des  carres.  —  3)  Trouver  les  nombres  x  et  y  tels 

que  la  formule  (  )  -|-  ^  —  j  soit  un  carré.  — 

4)  Trouver  deux  nombres  tels  que  leur  somme  soit  un 
rarré,  et  la  somme  de  leurs  carres  une  4ème  puissance.  — 

5)  La  formule  1  -f  Az  +  B  zz  -f  C z*  -f  . . .  étant  le 
produit  des  facteurs  1  -{-  az,  pzy  \  -\- y  z  . . .  trouver 
la  somme  de  toutes  les  puissances  des  a,  /?,  y...  — 

6)  Trouver  c  inq  nombres  tels  que  les  produits  de  cet 
nombres  pris  deux  à  deux,  augmentes  de  l'unité,  soient 
des  carrés.  .  . 

41.  41.  Novae  demonslrationes  cirra  resolutionem  numerorum  in  qua- 

drata.    A.  Erudit.  Lips.  1773.  p.  193. 

42.  4a*.  De  novo  génère  quaestionum  arithmeticarum,  pro  qui  bus 

sol  vendis  certa  melhodus  adhuc  desideratur.  N.  A.  XL 
1777-  p  78. 

La  question,  qui  fait  le  sujet  de  ce  mémoire,  consiste  à 
trouver  tous  les  nombres  entiers  JV,  tels  que  les  for- 
mules A*+  B*  et  A%+NB*  deviennent  lune  et  l'autre 
a  la  fois  des  carrés. 

43.  45.  Solutio  succincta  et  elegans  problematis  quo  quaeninlur  très 

numeri  laies,  ut  tam  summae  quam  differentiae  binorum 
fiant  quadrata.    Mèm.  VL   1780.  p.  54. 
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44.  44.  De  tribus  pluribusve  numeris  invenrendis,  quorum  mi  m  ma  sit 

quadratum,  quadratorum  vero  sutnma  biquadratum.  Mém.  IX. 
I7S0.  p.  3. 

45.  45.  Resolutio  facilis  quaestionis  diffic illimae,  qua  haec  formula 

gênerai  is  :  wz  z  (dix  -\-byy>^'\-à  xxyy  (avr>-\-b  zz)%  ad 
quadratum  reduci  poslulatur.    Mém.  IX.  1780.  p.  14. 

46.  4«.  Solutio  problematis  Fermatiani,  de  duobus  numeris,  quorum 

sutnma  sit  quadratum,  quadratorum  vero  sutnma  biquadra- 
tum.   Mém.  X.  1780.  p.  3. 

47.  47.  Solutio  problematis  difïicillimi ,  quo  hae  duae  formulae: 

aaxx  -f-  bbyy  et  aayy  -\-bbxx  quadrata  reddi  debent. 
Mém.  XL  1780.  p.  12. 

48.  48.  Investigatio  binorum  numerorum  formae:  xy{xk — Jk\  quo- 

rum productum  sive  quolus  sit  quadratum.  Mém.  XL  1780. 
p.  31. 

49.  49.  De  binis  numeris,  quorum  summa,  sive  aucla  sive  minuta 

tam  unius  quam  alterius  quadrato,  producat  quadrala.  Mém. 
XL  1780.  p.  46.  ' 

50.  6o.  Dilmidationes  circa  binas  suminas  duorum  biquadratorum 

inter  se  aequalcs.    Mém.  XI.  1780.  p.  49. 

51.  61.  Melbodus  nova  et  facilis  formulas  cubicas  et  biquadraticas 

ad  quadratum  reducendi.    Mém.  XL  1780.  p.  69. 

52.  sa.  De  casibus,  qui  bus  formulam  x*  ±:  mxxyy  -\-y*  ad  qua- 

dratum reducere  licet.    Mém.  VLl.  1782.  p.  10. 

53.  a*.  De  solutione  problematum  Diopbantenruin  per  numéros  in- 

tègres.   Comm.  FI.  1732.  1733.  p.  175. 

54.  *4.  Resolutio  formulae  Diopbanteae: 

ab(maa  -f  nbb)zz.cd{mcc  -j-  ndd) 
per  numéros  rationales.    N.  A.  XI il.  1778.  p.  45. 

55.  65.  De  problematibus  indeterminatis,  quae  videntur  plus  quam 

déterminai*.    N.  Comm.  VL  1756.  1757.  p.  85. 

56.  66.  De  casibus  quibusdam  maxime  memorabilibus  in  analysi  in- 

determinata,'  ubi  imprimis  insignis  usus  calcul i  anguloruin 
in  analysi  Diophantea  ostenditur.    A.  II.  II.  1778.  p.  85. 
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57.  *7.  Oe  casjbua  quïbus  formulaw     +  k**yir+  jr*  ad  quadr* 
;  ,      toun  reducere  licet  X  1777.  />.  27, 

58.  68.  Deinonstratio  theorematuiu  quoruxidaui  arilbigcticonnii  Conun. 

,.»,.,  \X.  1738.      125.  ,    ■:  ,    ...        ..      ,i i 

Sommes  et  différences  des  4èmes  puissances  qwi  ne  peu- 
;    ^ent  point  être  des  nombres  carrea» 
51).  69.  De  numeris  qui  sunl  aggregata  duorurn  quadrature.  # 

Comm.         1752.  1753.  />.  3.  ,  , 

60.  eo.  Dcmonstratio  theorematis  ^ermatiani,  omnem.  numeriini  pri- 
.  mum  fonnac  Kn-\-\  esse  smmiiam  duoruni  quadralorum. 
JY.  Comm.  V-  1754.  1755.  p.  3. 
01.  61.  Solulio  problematis  de  inveslîgatione  tiium  numerorum, 
quorum  tam  summa  quant  producluin,  nec  non  somma  pro- 
durtorum  ex  binis,  sint  nunieri  quadrali.  N.  Comm.  I III. 
1760.  1761.  p.  64. 

62.  «a.  De  resolutione  formularum  quadralicarum  indctcrminalarain 

per  numéros  integros.    A.  Comm.  IX.  1762.  1763.  p.  3. 

63.  es.  De  usu  novi  algoritbmi  in  solvendo  problemale  ^elliano. 

JY.  Comm.  XI.  1765.  p.  28.  . 

64.  64.  Aova  subsidia  pro  resolutione  formulae  uxi  +  lrr;. 

(>p.  annl.  I.  1775.  p.  310. 

65.  flô.  Solutio  ])roblemalis,  quo  duo  quaoruntur  numerî,  quorum 

productum,  tam  summa  quam  différent ia  eorum  sive  auotum 
sive  minutum,  fiât  quadratum.    N.  Conun.  XV.  1770.  p.  29. 

66.  66.  Problematis  cujusdam  Diopbantei  evolutio.  N.  Comm.  XV IL 

1772.  />.  24. 

Trouver  quatre  nombres  tels  que  1.  la  somme  de  ces 
nombres,  2.  la  somme  de  leurs  produits  pris  den*  à 
deux,  3.  la  somme  de  leurs  produits  pris  trois  à  trois 
et  4^  le  produit  de  tous  les  quatre  soient  des  sombres 
carres.  —  Trouver  autant  que  l'on  veut  de  nombres  tek 
que  chacun,  multiplié  par  la  somme  des  autres  produise 
un  nombre  carré. 

67.  67.  Obscrvationes  cure  a  bina  biqoadiata,  quorum  summam  in  duo 

alia  l|iquad«ta  rcsol.yereUceai.  A\  Comm  XVI L  1712.//.  64. 
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6g.  6«.  ReBolttto  aeq*Jrtio*,w:    j***  4*  2#* y  tf  *Cy*  +  *3*  + 
2/s^-f~-rV=0  per  numéros  UhÏ  "ratSunaïas*  quaiu  Integros. 
N  €om*tu XPiU.  IT73.  p.  185. 
$9.  69.  De  resolutione  huju.s-aequaU«mt4:  ô^za^-f 4i°y  4*^<rxH" 

/  +  ^'^.r  +  A^T  +  «  P«r  ■  huméroi  ra-f 

tionales.    Mém.  XL  1Ï80.  p.  58.  :  "i 

70.  70.  De  criteriis  aequalionis  Jxx  -\-gyy  SZ'A  *  t\  ttfrum  ea  re- 

solutionem  admituU,  hec  ne?    Oj>.  anal.  /.  1774.  211. 

71.  71.  Problema  Diopbanteum  singulare.    N.  Cornm.  XIX.  1774. 

p.  112. 

.  Trouver  deux  nombres  dont  le  produit,  augmenté'  ou  di- 
minué' de  1  un  quelconque  de  ces  nombre^  devienne  un 
n     \  ■  nombre  carre'..,        ?       \\       \  \  .i 

72.  71.  Solnlio  quorundam  problemalum  Diopbanteorum.  iV.  Comm. 
'       XX.  1773.  p.  48."       :  ;  x  x  " 

Snr  des  nombres  carres,  composes  de  Airres  ue  diverses 
■°     •  x  manières.    V   i  î    .  .  I      \  \  1  /«      :  .\ .\ 

73.  76.  Solutio  generalia  problemalum  quorundam  Diopbanteorum, 

quae  vulgo  non  niai  solutions  spéciales  àdiniUere  videntur. 
A  Comm.  Fi:  1756.  1757.  p.  135.  ^      \    .  M 
11.  74.  Novae  demonstratioues  circa  resolulionem  numeroruin  in,  qua—' 

drata.    A.  /.  11.  1177.  ^.  48.  v 
75.  75.  De  tribus  numeris  quadralîs ,  quorum  tam  summa,  quam 
summa  produrtorum  ex  binis  sit  quadralum.  A.  III.  I.  1779. 
p.  30.        •  1   **        '  "  • 
.  De  singulari  génère  quaestionum  Diophantearum,  et  metbodo 
maxime  recondila  eas  resolvendi.    N.  A.  ÎX.  1777.  p.  3. 

77.  77.  De  binis  formulis  jcx  +  myy  et  jcx-\- nyy  inter  se  concor- 

dions et  discordé    Mèm.  VIIL  1780, 'p.  1 

78.  78.  De    insignr  promotione   analysis  Diopbanleae.     Mèm.  XL 

1780.  p.  1., 

79.  79.  Régula  facilis  problemata  Diophantea  per  numéros  integros 

expedite  resolvendi.    Mèm.  IV.  tî78. p. 

80.  80.  De  méthode  Dio^harileae  analoga   in  anal  y  si  ttlfinitorum. 

IY.  Comm.  T.  1754.  1755.  p.  84. 


81.  si.  Spécimen  aingulare  analysées  infinitorum  indeteruiinatae. 

A.  ill  1776.  p.  47. 

82.  sa.  Problematis  ad  analyshi  infinitorum  indeterminatam  referendi 

solutio.    Mêm.  XL  1781.  n.  92. 

83.  s*.  Problema  algebraicum ,  ob  affecliones  promu  singularea  me- 

morabile.    N.  Comm.  XV.  1770.  p.  75. 
Trouver  neuf  nombres  A,  B ,  C , 


D,  E,  F, 


.1  .  /  G,  //,  /. 

tels  qu'ils  satisfassent  aux  douze  conditions  suivantes: 

1.  AA+  DD+GG—i-,      4.  A B  +  DE+G #=0; 

2.  BB+  EE+HH—\\      5.  G  /  zzO; 

3.  CC'+FF-f //  =  1;      6.  B  (?  +  EF+H1  =0; 

7.  ^+#fl-f  CCzzl}     10.  ^D+fit'+CTrO; 

8.  DD+EE+  FF=.i\     11.  AG  +  B  H+C I 

9.  GG  +  HH+Il  =  1;     12.  DG+EH+Ff  =0. 

84.  84.  Solution  d'une  question  curieuse  qui  ne  parait  soumise  à 

aucune  analyse  sur  la  marche  du  cavalier  sur  l'échiquier. 
jMem.       fler/to.  ATF.  1759.  p.  310. 

85.  P6.  Recherches  sur  une  nouvelle  espèce  de  carrés  magiques. 

Verhand.  van  het  Genootsch.  te  Vlissingen.  IX.  1782.  p.  85. 

■  ■ 

ANALYSE  ALGÉBRIQUE. 

86.  i.  Vnteittmg  jur  SUgcbra.  Ouvrage  séparé.  St.-Pétersb.  1770. 

2.  vol.  8. 

87.  ».  Introduclio   in  Analysin    infinitorum.     Ouvrage  séparé. 

Lausanne.  1748.  2  vol.  4. 

.il    .»»«■>        .i  i'.  / 

Théorie  générale  det  fractions. 

88.  s.  Nova  methodus   fractiones  quascunque  ration  al  es  in  frac- 

tiones  simplices  resolvendi.    A.  IV.  I.  1780.  p.  32. 

89.  «.  De  frartionibus  continué.    Comm.  IX.  1737.  p.  98. 
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90.  s.  De  fractionibua  conlimus  obaemtionea.  <À>mm.  XL  1739. 

p.  32. 

91.  •.  De  formatione  fraclionum  continuarum.    A.  IIL  L  1779. 

p.  3. 

92.  7.  Spécimen  âlgorithmi  singularis.  NComm.  XI.  1762.  1763. 

p.  53. 

93.  8.  De  resolutione  irratinnalium  per  frartiones  continuas,  ubi 

simul  nova  quaedam  singularis  species  minimi  exponitur. 
N.  Comm.  XFIIL  1773.  p.  218. 

94.  ».  Observationes  analyse.    Op.  anal.  I.  177*.  p.  85. 

Fractions  continues. 

95.  10.  De  transformatione  serîerum  in  frartiones  continuas,  ubi 

simul  baer  theoria  non  metliocriter  ainpliûcatur.  Op.  anal. 
IL  1775.  p.  138. 

96.  n.  Summatio  fractionis  continuée,  cujus  indices  progressionem 

aritbmeticam  constituunt ,  dum  numeratores  omnes  sunt 
un  ila  tes  j  ubi  simul  resolutio  acqualionis  Riccalianae  per 
hujusmodi  fractiones  docetur.   Op.  anal.  IL.  1775.  p.  217. 

97.  ta.  De  resolutione   fractionum  compositarum  in  simpliciores. 

Mènx.  L.  1779.  p.  3. 

98.  i».  De  resolutione  fraclionum  transcendentium  in  infinitas  frac- 

tiones simplices.    Op.  anal.  IL  1775.  p.  102. 

99.  14.*  Observationes  circa  fractiones  continuas.    Mèm.  IF.  1779. 

p.  52. 

100.  15.  De  fractionibus  #ontinuis  Wallisii.    Mèm.  V.  1780.  p.  2*. 

101.  i«.  Gommentatio  in  frartionem  continuam  qua  111.  La  Grange 

potes  ta  tes  binomiales  expressil.    Mèm.  FI.  1780.  p.  3. 

Quantités  imaginaires. 

102.  17.  Omnes  plane  quantilales  imaginariae,  quaecunque  in  cal- 

culo  analytico  occurrere  possunt  ad  banc  formam  simpli- 
cissimam  a  -f-  b~\/ —  1  ila  revocari  possunt,  ut  lilterae  a  et 
b  quanthates  reaies  dénotent.  (Fait  partie  du  mémoire  inti- 
tulé: Tbeoremata  quaedam  analytica  quorum  demonstrafio 
adhuc  desideratur).  Op.  anal.  IL  1775.  p.  76.  (V.  357.  415). 
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U  in.  De  «ummo  usa  calcul  r  imaginariorttm  in  analysi.    N.  A. 
III.  1776.  p.  25.  \ 
101.  19.  Ultcrior  disqnishïo  de  fbrmulis  integralibus  imagir.arllé. 
N.A.  X.  1777.  p.  3. 

105.  ïio.  De  insigni  «su  ealcult  ïmaginariorom  tn  calculo  inlegraU. 

N.  A.  XII.  1777.  p.  3.  •<  y 

Théorie   des  équations, 

106.  a  i.(  Nouvelle  méthode  d'éliminer  les  quantités  inconnues  des 

équations.    Ment,  de  Berlin.  XX.  1764-.  p.  91. 

107.  2a.  Lnnuuierae  aequalionuni  foruiae  ex  omnibus  ordinibus*  qua- 

rum  resolulio  exhiberi  potest,    N.A»  VI.  1776.  p.  25. 

108.  as.  Recherches  sur  les  racines  imaginaires  des  équations.  Mèm. 

de  Ile,  lin.  V.  1749.  p.  222.  <    , ,   .  , 

109.  34.  Nova  criteria  radiées  aequalionuni  imaginarias  dignoscendi. 

N.  Conim.  XllL  1768.  p.  89. 

110.  as.  De  formis  radie  um  aequalionum  cujusque  ordiuis  conjec- 

tatio.    r«mm.  VI.  1732.  1733.  p.  216.         .      ■  . -,  ; 

111.  ae.  De  radicibus  aequationis  iniïnitae 

-  •     o=i  —  I  îL  •   l,.-î-  ••• 

^Vr.  A.  JX.  1777.  ^.19.  .  .  .  t 

112.  a7.  Observationes  circa  radiées  aequalionum.    N.  Comm.  XV. 

1770.  p.  51.  •  .  .  î 

113.  as.  Meiiiodus  nova  et  facîlis  omnium  aequalionum  algebrajcâr* 

rum  radiées  non  solum  ipsas,  sed  eliani  quascunque  earum 
potestates  per  séries  concinnas  exprimendi.  N.  A.  XII. 
1778.  p.  71.  '  "  * 

114.  aa.  De  resolulione  aequalionum  cujusvis  gradus.    N.  Gotntoi 

IX.  1762.  176 J.  p.  70. 

115.  so.  Melhodus  generalis  invesligafidi  radiées  omnium  aequatio- 

num  per  approximationem.    N.  A.  VI.  1776.  p.  16. 

116.  si.  Analysis  f ad  lis  et  plana  ad  cas  séries  maxime  ahstrusas 

perd  u ceps,  quibus  omnium  aequalionum  algebraicarum  non 
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solum  Milice*  ipsae,  sed  etiaw  quaevis  «arum  jx>testa(tes 
\  exprimi  possinL   iV.  A.  IV.  1776.  p  55» 

117.  sa.  De  înnumeris  generibus  serierum  maxime  uieuwrabil  ium, 
quibud  omniuou  aequatfoiiuui  algrbraicarum  non  solum  ra* 
dicçsTipeaej  pe4  etiam  quaecunque  earuin  poteslales  exprimi 
possunt.   JS.A.  IV.  1776.  p.  74.  i 

1W.  53.  flevconstrmtione  aequatiomnn  ope  inotu*  tractorii,  aliisque 
ad  metliodum  tangenliuui  inversant  pertinentibus.  Comm. 
VIII.  1736.  p.  66.  .  \         „      ;   ,       ,    .,  | 

119.  «i.  De  CQnstrm  tione  aequaLiununv    Comm.  IX.  1737.  85. 

Séries.  .  ,(<   , ,  | 

t20.  56.  Vit  progressionibus  trans<  endentibus,  seu  quanim  termini  gé- 
nérales al gebra ire  dari  nequeunt.  Comm.  F.  1730.  1731^.36.' 

121.  56.  Variae  obsefvationes  rvirca  séries  intinilas.  Comm.  IX.  1737. 

p.  160. 

122.  57.  I>e  produrtis  ex  inûnitis  fac  torib us  ortîs.  Comm.  XI.  1739. 

p.  3.  :   •      :   «  «  "t 

123.  58.  De  seriebus  quibusdam  oonsidcraliones.  Comm.  XII.  1740. 

p.  53.  ,     :-        •  -•  « 

124.  59.  De  serierum  determinalione»  seu  nova  rrrctbodus  inveniendi 

.    terminoe  générale»  serierum.    N.  Comm.  III.  1750.  1751. 
p.  3€.  I  .  ■  »  '   .  y 
i&.  *o.  Deaexiebusdivergentibus.  A".  Comm.  V.  1754,  1755.  />.  205. 

126.  41.  Observationes  analyticae.    N.  Ofteim.  XI.  1765.  p.  124. 

127.  4a.  ExerWUtiones  analyticae.  N.  Comm.  XVII.  1773.  p<  Ht) 
t£8.  4a.  Varia  artificia  in  serierum  indolem  inqUirendi.    Op.  anal. 

I.  1775.  p.  48. 

129.  44.  Pemonslratio*  gamin*  theorematis  Newtoniani,  quo  traditur 

relatio  inter  cocfficientes  cujusvis  aequalionis  algabrairae  et 
summas  poteslatum  fadirum  ejusdem.  Op.  tar.  aig.  IL 
1750;  p.  108.    ,  l       x  . 

130.  46.  Demonstrafio  tbeorematis  TVewtonîani,  de  evolutione  po- 

testatum  binomïu  prb  oasibus  quibns  cxponentes  non  sunt 
numeri  integri.    N.  Comm.  XIX.  1774.  p.  103. 
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f 3t.  *«.  Nova  demonstralio,  quod  evoUtio  potestatum  binomii  New- 
toniani  etiain  pro  exponentibus  fractis  valeat.  N.  A.  F. 
17t6.  p.  52. 

t32.  47.  De  série  maxime  memorabili,  qua  potestaa  binomialis  quae-  . 

cunque  exprimi  potest.  Mém.  IF.  1779.  p.  75. 
133.  48.  Plenior  expositiu  serierum  illarum  memorabilium,  quae  ex 

unciis  potestatum  binomii  formantur.    N.  A.  FUI.  1776. 

p.  32. 

131.  49.  De  mirabilibus  proprietatibus  unriarum,  quae  m  evolutione 
binomii  ad  potestatem  quameunque  evecti  occununt.  A.  F. 
1.  1776.  p.  74. 

135.  50.  De  insignibus  proprietatibus  unriarum  binomii  ad  unriaa 

quorumvis  polynomiorum  extensis.  A.  F.  II.  1776.  p.  76. 

136.  61.  Demonstratio  insignis  theorematis  numerici  rirca  uncias  po- 

testatum binomialium.    N.  A.  XF.  1778.  p.  33. 

137.  5a.  De  unriis  poteslatuin  binomii,  earumque  interpolalione.  Mém. 

IX.  1781.  p.  57. 

138.  65.  De  extrartione  radirnm  ex  quantitatibus  irrationalibus.  Comm. 

XIII.  I7M  —  1743.  p.  16. 

139.  64.  Nova  ratio  quanti  ta  tes  irralionales  proxime  exprimendi.  IV. 

Comm.  XV IIL  1773.  p.  136. 

140.  65.  De  inventione  quotcunque  mediarum  proportionalhim  citra 

radicum  extrartionem.    N.  Comm.  X/F.  I.  1769.  p.  188. 
|4f,  56.  De  progression ibus  barmonicis  observationes.    Comm.  FIL 
1734.  1735.  p.  150. 

142.  67.  Remarques  sur  un  beau  rapport  entre  les  séries  des  puis- 

sances tant  directes  que  réciproques.    Mém.  de  Berlin. 
XFII.  1761.  p.  83. 

143.  68.  Meditationes  cin  a  singularc  serierum  genus.    N.  Comm. 

XX.  1775.  p.  140. 

Voici  la  forme  générale  de  cette  série: 

4!»  (1  +  ^  +  3«  +  ^»)  +  etc. 
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144.  69.  De  lermino  generali  serierum  hypergeomelrirarum.    X  A. 

FIL  1776.  d.  42. 

145.  eo.  Variae  ccmsiderationes  circa  séries  hypergeomelriras.  N.A. 

FUI.  1776.  p.  3. 

146.  si.  Insignes  proprietates  serierum  sub  hoc  termino  generali  con- 

tentaruui  : 

N.  Comm.  XFIIL  1773.  p.  198.  : 

147.  «a.  De  progressionibus  arruum  rircularium  quorum  tangentes 

serundum  rertani  legem  procedunt.  N.  Comm.  IX.  1762. 
1763.  p.  40. 

148.  63.  Dilucidaliones  super  formulis,  quibus  sinus  et  cosinus  an- 

guloruin  multiplorum  exprimi  soient,  ubi  ingénies  difti- 
cultates  diluuntur.    N.  A.  IX.  1777.  p.  54. 

149.  64.  Observaliones  générales  circa  séries,  quaruiu  ter  mini  secun- 

dum  sinus  vcl  cosinus  angulorum  multiplorum  progre- 
diuntur.    N.  A.  FIL  1776.  p.  87. 

150.  65.  Methodus  farilis  inveniendi  séries  per  sinus  cosinusve  angu- 

lorum multiplorum  procedentes,  quarum  usus  in  uni  versa 
theoria  aslronomiae  est  amplissimus.  N.  A.  XL   1777.  p.  94. 

151.  as.  Diquisilio  ulterior  super  seriebus  secundum  multipla  cujus- 

dam  anguli  progredienlibus.    N.  A.  XL  1777.  p.  114. 

152.  67.  De  seriebus  memorabilibusr  quibus  sinus  et  cosinus  angu- 

lorum multiplorum  exprimera  licet.   Aient,  p.  1780.  p.  57. 

153.  68.  Variae  observaliones  <  irra  angulos  in  progressione  geome- 

trica  procedentes.    Op.  anal.  I.  1775.  p.  345. 

154.  as.  Exerritatio  analytica.    JY.  A.  FUI.  1776.  p.  69. 

Le  cosinus  de  tout  angle  peut  être  exprime*  par  un 
produit  d'un  nombre  infini  de  facteurs,  savoir: 

cos  ~  -  (  1  -  i)  (1  -  JL)  ( i  —  JU)  etc. 

il  se  présente  ici  la  question   intéressante   de  savoir 
comment,  en  supposant  la  valeur  de  ce  produit  incon- 
nue, on  puisse  trouver  d'une  manière  facile  sa  valeur 
* 

cos  —-• 
In 
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Ï55.  70.  Gbnertationes  rirca  novum  et  singulare  serierùm  genàè. 
N.  Comm.  XX.  1775.  p.  123.      '    >\  ;' ■        '  v 

156.  71.  Consideratro  quarundam  seriemm,  quae  singulafibtM  fnvi- 

prietatibussunt  praedilae.  N.  Comm.  III.  1750.  1^51.  p.  86. 

157.  rnvestigatio  quarundam  serirrum  ,  (piae  ad  rationem  jïeriL 
pberiae  tirruli  ad  diametnun  definiendam  maxime  sunt 
aeromodatae.    N.  A.  XL  1779.  p.  133.  ». 

158.  75.  De  novo  génère  talium  serieruin.    N,  A.  XI.  1779.  p.  150. 

159.  7*.  Consideratio  progrcssionis  cujiisdam  ad  circuli  qtiadratupajp 

invenicndam  idoueac.  Comm.  XI.  1739./?.  116. 
100.  75.  De  seriebus,  in  quibus  prodncta  ex  biutt>  lerminif  contiguis 
dalam  constituunt  progressionem.   Op.  anal.  1.  1775,  p. 

161.  76.  Proposita  quanuique  progressione  ab  unitatr  im  ipicnte,  quae- 

rilur  qijot  ejua  terminos  ad  minimum  addi  oppnrteat,  ut 
omnes  muneri  producantur.    Op.  anal.  I.  1775.  p.  296. 

162.  77.  Diluridationes  in  capita  postrema  Calruli  mei  diflVrentialis 

de  funrtionibus  inexplicabilibus.    Mém.  IV.  1780.  p.  88. 

163.  78.  De  cximio  usu  metbodi  interpolalïonuin  in  serierum  doe- 

trina.    Op.  anal.  I.  1775.  p.  157. 
16*..  79.  De  transformationc  seriei  divergentis 

1  „.  ,„  x  +  m  {m  -f  n)  x 1  —  m  (m  -f  ")  (m  +  2n)^  +  rr 
in  fWtionein  conlinuam.    N. .  i.  II.  1776.  p.  36. 

165.  80.  Spécimen  transformationis  singularis  sericmin.    N.A.  XII^ 

1778.  58. 

166.  81.  De  série  Lambertina,  plurimisque  «jus  insignibus  proprie-? 

talibus.    A.  ///.  11.  1779.  p.  29. 

167.  sa.  Evolntio  produtti  intiniti  (1 — x)  (1 — Jf*l)(l — x*}  etc^ 

in  serieni  simplicem.    A.  If.  1.  1780.  p.  47. 

168.  85.  De  evolutione  potestatis  polynomialis  cujuscunque: 

'  ,  (1  +  x  -f X*  +  x3  -4-  . . .)". 

N.  A.  XII.  1778.  p.  47. 

169.  «4.  De  usu  funrtionum  diseontinuarum  m  analysi.    N.  Comnu 

XI  1765.  p.  7t.  .... 

170.  S5.  Discpiisitiones  analytirae  super  evnhitione  potestatis  trino- 

mialis  +  N.  A.  XII.  1778.  p.  75. 
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:  \\    \    NE.  A  eelie  catégorie  appartiennent  aussi  plusieurs  pro- 
blèmes contenus  dans  le  mémoire  iutitulé  Okservationrs 
anàlyUcae*    (Vuk  ci  -ideasua  N.  126.    Ar.  Coimn.  Jf/. 
.1    116X7)1  114).  .  ...... 

17  t.  8t.  Metliodns  gênerai  is  snmmandr  progressionee.  Comm.  Pl. 
1    :    '       1732.  1733.  j;.  68. 

172.  87.  Inventro  sUmmae  rujus<Tuel  sérier  ex  dato  termino  generali. 
1      '  Cornm,  VIII.  1736.  /*  9.  » 

173.  88.  De  summatione  im.umerabilium  progi essionum.  Cornm.  V. 

1730.  1731.  p.  91.  ï     «»    T-  I 

174.  80.  De  summis .  «erierum  feciprutaium.    Cornm.  VII.  1734. 

1735.  p.  123. 

175.  oo.  Dissertatio  altéra  de  summis  serierum  recipro<"anim  ex  por- 

teslatibus  niuuerorum  naluralium  ortaruin.  Mise.  Berol. 
VII.  1743.  p.  17^.  , 

17$,    91.  Melliodus  universalis  serierum  a  nvergentiuni  summasquam 
provime  iiiveniendi,    Cornm.  Vlll.  1736.  p.  3. 

m.         Met^iodiu)  universalis  séries  summa/idi  uUerins  prompU* 
Comm.  V1U.  1736.  p.  147. 

178.  93.  De  seriebus  polestatuiu  reeiprocfe  metbodo  nova  et  facillima 
.•        sumiuaadis,    Qp.  anal.  IL  MIS.  p.  257.  .vl 

179.  94.  De  singulari  ralione  difierrntiandi  et  integrandi,  quae  in 

summis  serierum  orrurrit.    JY.  A.  VI.  1776.  p.  3. 

180.  96.  De  summatione  serierum  in  cnjtbus  teraiiiiorum  signa  al- 

ternantur.  N.  A.  II.  1776.  ».  46. 

181.  96.  De  numéro  memnrabilî  in  summatione  progressionis  bar- 

monîrae  naluralis  ocrurrente.    A.  V.  II.  1781k  p.  .45.  .  1 

182.  9?.  Sunimatfo  progressionum  : 

sin  <fA  -f-  sin  2  <p*  ~f*  slD  3  <p*  . . .  -f  sm  n  9*  ■  1   v  k 

eu»  93^  -f  roa  2  9/1  -f  008  3  9/1 . . .     °os  /»  9^.  ,t 

A.  Comm.  XVlth  1773.  jK  24. 
W3.    98.  De  summis  serierum  numéros  Beruoul liant»  involventiuau 

A'.  Comm.  XIV.  I.  1769.  p.  129. 
L84.    90k  De  plu  ri  mis  quantitalibus    transrendentibus,  quas  nullo 
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modo  per  formulas  intégrales  exprimere  licet  A.  IV.  II. 
17B0.  p.  31. 

185.  ioo.  Exercitatio  analvtica,  ubi  imprimis  seriei  maxime  gêne- 

rai is  sumniatio  tradilur.    N.  A.  IX.  Mil.  p.  41. 

186.  loi.  De  summa  seriei  ex  nuineris  primis  forma tae  :  \  —  _|  +  \  -f 

ï*T  —  Tï  —  iN  +  A  +  ïi  ï f  +  x T  —  •  •  •  "bi  numeri 
primi  formae  4/»  —  1  habenl  signum  posilivum,  formae 
aulem  4-  n  -\-  1  signum  negativum.  Op.  anal.  II.  1775. 
p.  240. 

187.  10a.  De  summatione  serierum  in  hac  forma  contentarum: 

4    •    »     '16  " 
Mém.  III.  1779.  p.  26. 

188.  io«.  Nova  methodus  sumnias  serierum  infinitarum  per  formulas 

differenlialcs  investigandi.    Mém.  V.  1780.  p.  45. 

189.  io4.  De  la  controverse  entre  MM.  Leibnitz  et  Bernoulli  sur 

les  logarithmes  des  nombres  négatifs  et  imaginaires.  Mém. 
de  Berlin.  V.  1749.  p.  139. 

190.  105.  Deformulis  exponentialibus  replicatis.  A.  I.  I.  1777.  p.  38. 

191.  io«.  Observationes  analyticae  variae  de  combtnationibus.  Cornm. 

XIII.  1741  —  1743.  p.  64. 

192.  io7.  Solutio  quaestionis  curiosae  ex  doctrina  combinationum. 

Mém.  III.  1779.  p.  57. 

■  * 

CALCUL  I INFINITÉSIMAL. 

Calcul  différentiel. 

193.  1.  Institutiones  Cal  cul  i  differenlialis,  cum  ejus  usu  in  anal  ysi 

finitorum  ac  doctrina  serierum.  Ouvrage  séparé.  Ber- 
lin 1755.  4.    Seconde  édition:  Tessin  1787.  2  vol.  4. 

194.  a.  De  minuties  infmitis  gradibus  tam  infinité  magnorum  quam 

infinité  parvorum.    A.  II.  I.  1778.  p.  102. 

195.  s.  Methodus  inveniendi  lineas  curvas  maximi  minimive  pro- 

prictate  gaudentes,  sive  Solutio  problematis  isoperimetrici  la- 
tissimn  sensu  acrepti.  Ouvrage  sép  a  ré.  Ijuisanne  1744.  4. 
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196.  4.  Cnrvarum  maximi  minimive  proprietate  gaudentium  inven- 

tio  nova  ac  facilis.    Comm.  VIII.  1736.  p.  159. 

197.  6.  Analytiea  explicatio  methodi  maximorum  et  minimorum 

JS.  Comm.  X.  176*.  p.  94.  '  : 

198.  e.  Methodus  facilis  ducendi  radins  osenli  ex  methodo  maxi- 

monim  et  minimorum  petita.    N.  A.  VII.  1776.  p.  83. 

199.  7.  De  insignî  paradoxo,  quod  in  analvsi  maximorum  et  mi- 

nimorum ocrurrit.    Mèm.  Il f.  1779.  p.  16. 

Voir  Créttmêlrit  analytique ,  h  l'article  des  Gwtbes  des  ordres 
supérirurs,  plusieurs  mémoires  qui  se  rapportent  aux  maxima 
et  minimi. 

i 

—  • 

Calcul  intégral. 

a.  Institutions  Calruli  intégral is.  Ouvrage  séparé.  St.- 
Pétersb.  1768  —  1770.  3  vol.  4.  Seconde  édition: 
Pétersh.  1792—1794.  4  vol.  4. 
o.  Methodus  integrandi  formulas  différent  raies  rationales  uni- 
cam  variabilem  invol ventes.  Comm.  XIV.  17 44—  17*6.  /».  3. 
<o.  Methodu*  farilior  atque  expeditior  integrandi  formulas  dif- 
ferenliales  rationales.    Comm.  XI V.  1744  —  1746.  p.  99. 

203.  m.  Nova  methodus  integrandi  formulas  differentiales  rationales 

sine  subsidio  quantitatum  imaginariarum.  A.  V.  I.  1781.^».  3. 

204.  la.  De  integratione  formularum  differentialium  irrationalium. 

J.  IV.  I.  1780.  p.  4.  Inst.  Cale.  int.  IV.  p.  3. 

205.  ta.  Theoremata  circa  reductionem  formularum  intégral ium  ad 

circuli  quadraluram.    Mise.  Berol.  VU.  1743.  p.  91.  - 

206.  i*.  Consideratio  fonnularum,  quarum  intcgralio  per  arcus  sec- 

tionum  conicarum  absolvi  potest.  N.  Comm.  Vlll.  1760. 
1761.  p.  129. 

207.  15.  De  reductione  formularum   intégral  ium  ad  rertifirationem 

ellipsis  et  hyperbolae.    N.  Comm.  X.  1764.  p.  3. 

208.  te.  Spéculations  super  formula  integrali  fV{aa_££*+cxx)> 

ubi  simul  egregiae  observationes  circa  fractiones  continuas 
occurrunt.  A.  VI.  II.  1775.  p.  62.  Inst.  Cale.  OU.  IV.  p.  31. 

f 
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209.  17.  t>e  mtegratione  formulae  J  ^  aliarunique  shni 


i  'i 


lium.    Inst.  Cale.  int.  IV.  1776.  p.  36. 

210.  18.  Quatuor  theoremata  maxime  notatu  digna  in  caloulo  inté- 

grait   N.  A.  VU.  1776  p.  22. 

Sur  les  courbes  algébriques  dont  les  arcs  indéfinis  s 
sont  exprimes  par  une  même  formule  intégrale,  savoir 
s  "ZZ-jd  <p  sin  ç>""~ l. 

211.  1».  Formae  générales  difi'erenlialium,  quae  etsi  nulla  substitu- 

tione  rat  ion  al  es  raidi  possunt,  tamen  infcegralionem  per loga- 
rithmos  et  arrus  circulares  admittunt.  N.  A.  XI.  1777./».  27. 

212.  20.  Integratio  formulae  cu'usdam  differentialis  maxime  irratio- 

nalis,  quam  Umen  per  logaritlimos  et  arcus  eirrulares  ex- 
pedire  licet.    N.  A.  IX.  1777.  p.  118.  m0  . 

213.  ai.  De  formulis  differen liai i bus  angularibus  maxime  irrationali- 

bus,  quas  tamen  per  logarithmos  et  arcus  cir-  ulares  inte- 
grare  licet.    InsL  Cale.  int.  IV.  1777.  p.  183. 
211.  22.  Evolutio  formulae  inlcgralis 

■  "'  f  rf:(Hîs) 

(t-f-zs  v(t  +  6**4- s4) 
per  logaritlimos  et  arcus  circulares.  -V.  A.  IX.  1777.  p.  127. 

215.  21.  Integratio  succin^ta  formulae  maxime  memorabilts 

ji  'il  . 

(3±»5;>'(1±3»5) 
i  If.  A.  X.  1777.  p.  20. 

216.  24.  Spécimen  integrationîs  abstrusissiiiiac,  bac  formula 

..    /  il 

"•  (1+  *)V '{2xx—  1) 

contentae.  N.  A.  IX.  1777.  p.  98. 

217.  25.  Memorabile  genus  forinularum  différent ialium  maxime  irra- 

tionalium,  quas  tamen  ad  rationalitatem  perducere  licet. 
Inst.  Culc.  int.  IV.  1777.  p.  kS. 

218.  as.*  TI»eorema  maxime  memorabile  circa  formulam  intégral  cm 

Inst.  Cale.  int.  iV.  1778.  p.  19*. 
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.  «7.  Draquisitio  conjectural  is  super  formula  integrali 

■  f)"'  ,  .      •       ..   y;i  ^ 

Inst.  Cale.  int.  IF.  1778.  p.  217. 

220.  as.  Demonstratio  theorematis  insignis  per  conjecturam  eruti, 

circa  integi  ationem  formulae 

•  i       f  dftx»i+    îw»<j   i-ifji  ii^ri 

.'(1+  aa  —  la  cos  y)'»"»-  l#:Tr    xV.     N  f 

//itf.  6a/.  to*.  /r.  1778.  p.  242.  (f 

221.  a».  De  resolutione  formulae  intégra  Us  fxm"x  dx  (J  +xn)  m 

seriem  semper  convergentem ,  ubi  simul  insignia  artititia 
circa  serierum  summatiouem  explicantur.  •  List.  Cale.  int. 
IF.  1779.  p.  60.  i .  ..   j J  / 

222.  se.  De  invenlione  integralium,  si  post  integrationem  vwiabili 

quanti tati  determinatus  valor  tribuatur.  Alise.  Berol.  FIL 
1743.  p.  129.  I  ' 

225.  si.  Nova  methodiis  qiiantîtates  intégrales  determinandi.  N. 
Comm.  XIX.  1774.  p.  66.  Inst.  Calé.  int.  IF.  p.  260. 

224.  sa.  Comparatio  formulae  iulegralis 

225.  ss.  r    xp- 1  dx 

a  termino  x~ 0  usque  ad  x~  1  extensae.  (Deux  mémoires), 
N.  A.  F.  1776.  p.  86. 118.  /«st.  6Wc.  Int        />.  295.  326. 

226.  s*.  De  valoribus  integralium  a  termino  variabilis  x~  0  usque 

adxcoo  extensarum.  Inst.  Cale.  int.  IF.  1781.  p.  337. 

/x  m  —  1  r 
^     |  „  >  casU  9uo  P08* 

integrationem  slaluitur  x~oo.  Op.  anal.  II.  1775.  p.  42. 
/ntf.  Cal.  int.  IF.  p.  346. 

228.  se.  Invesligalio  valons  intégral  is 

I  xm~^dx   v    \  . 

,         7  l-ax»cos»  +  .r2* 
a  termino  x  ~  0  usque  ad  x  —  oo  extensi.   C^>.  anal.  II. 
1775.  p.  55.   Inst.  Cale.  int.  IF.  p.  358.  • 

229.  37.  Metbodus  inveniendi  formulas  intégrales,  quae  certis  casi- 
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bus  datant  in  ter  se  teneanl  rationem,  ubi  simili  metbodus 
traditur  fractiones  continuas  summandi.  Op.  anal.  II.  1775. 
p.  178.  Inst.  Cal.  int.  IF.  p.  378. 

230.  ss.  Metbodus  farilis  inveniendi  intégrale  bu  jus  formulae: 

çdx   xn+P -1t»  cos>  +  xn~P 
i  7'     xtn  —  2xncosd  +  i 
rasu  quo  post  integrationem  ponitur  x  ~  1  et  x~00. 
N.  A.  III.  1776.  p.  3. 

231.  s».  De  valore  formulae  integralis 

i    J  j     t/»         y  ^  * 

casu  quo  post  integrationem  ponitur  ml.  JV.  6'owm. 
A/AI  177t.  p.  3. 

232.  4o.  Observationes  circa  integralia  talium  formularum: 

q  —  1 

fxP~x  dx{l  —  x)    »~  , 
posito  post  integrationem  xz>  1.  .J/iw.  Taurin.  II J.  1762 — 
1765.  /?.  t56.  b. 

233.  4i.  Evolutio  formulae  integralis  J'.v'~ldx(lx)n  integrationc 

a  valore  x~0  ad  x  ~  1  extensa.  ^V.  Comm.  XVI.  1771. 
p.  91.    Inst.  Cale.  int.  IV.  p.  78. 


234.  4a.  De  valore  formulae  integralis 

casu  quo  post  integrationem  ponitur  z  zz  1.  N.  Comm. 
XIX.  1774.  />.  30.  fmt.  Cale.  int.  IV.  p.  122. 

235.  48*.  Observationes  in  aliquot  tbeoremala  111.  de  la  Grange. 

Op.  anal.  IL  1775.  p.  16. 

</  / 

236.  44.  De  integrationc  formulée  J  ^  ^       ^  ab  x  zz  0  ad  x  —  1 

extensa.    ^.  /.  II.  1777.  p.  3.  //m*.  Cale.  int.  IV.  p.  15*. 

237.  46.  Kvolutio  formulât-  integralis  fdx  (j^_x  \  ^)  a  termino 

xzzO  usque  ad  x  —  1  extensae.  N.  A.  IV.  1776.  p.  3. 
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238.  4«.  De  valore  formai ae  întegralis 

/  ,   I*  .  '        1  -x»  , 
a  termino  x~ 0  usque  ad  x  —  1  extensae.  A.  I.  II.  1777. 
p.  29. 

239.  47.  Spéculations  analyticae.    N.  Comm.  XX.  1775.  p.  59. 

Intégrale  déBnie  de  la  formule  J"p^/j, 

240.  48.  De  vero  valore  hwjus  formulae  intcgralis  fdx'{l\£)n  a  ter- 

mino x— 0  usque  ad  x  — 1  extensae.  N.  A.  FUI.  1776. 
p.  15. 

241.  49.  De  integralibus  quibusdam  inventu  difficillimis.  A/cm.  FT. 

1780.  p.  30- 

242.  50.  De  integrationibus  maxime  inemorabilibus  ex  calculo  ima- 

ginariorum  oriundis.    N.  A.  VU.  1777.  p.  99. 

243.  si.  Supplemenlum  ad  disscrtationein  praecedentem  circa  inte- 

grationem  formulae  /— - — —  $  casu  quo  ponilur 

...  1  —  s 

z  ZZ  v  (cos  9  -f  V—  *  •  sm 
f77.  1777.  p.  134. 
6a.  De  suuuuu  usu  calcul  i  imaginariorum  in  analysi.    N.  A. 
M.  1776.  p.  25.    (V.  103).  .  .  t 

63.  Ullerior  disquisilio   de  formulis  intégral  i  bus  imaginariis. 
N.  A.  X.  1777.  p.  3.    (V.  104  .  v 

64.  De  insigni  usu  c  lculi  imaginariurutn  in  calculo  iategrali. 
A.  A.  XII.  1777.  p.  3.    (V.  105). 

244.  65.  De  integrationibus  diflicillimis,  quarum  integralia  tamen 

aliunde  exhiberi  pussunt.    N.  A.  XlF.  1777.  p.  62. 

245.  66.  Uberior  explicatio  methodi  singularis  integralia  alias  maxime 

abscondita  investigaudi.    N.  A.  IV .  1776.  p.  17. 

246.  67.  Innumera  theoremata   circa   formulas  intégrales,  quorum 

demonstrati©  Jvires  analyseos  superare  videtur.  N.  A.  F. 
1776.  p.  3. 

247.  58.  De  itéra  ta  integratione,  dum  aliquis  exponens  pro  variabili 

assumitur.    N.  A.  FIL  1776.  p.  64. 
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248.  69.  De  expressione  integralium  per  faclores.    iV^  Cànun.  VI. 

1756.  1757.  p.  115; 

249.  eo.  Conslructio  aequalionum  quarundam  différent ialium ,  quae 
•••'î       indetennînataruin"  separationem  non  admittunt.    A.  Erud. 

Llps.  1733.  d.  369. 

250.  ei.  Spécimen  de  constructione  aequalionum  differentialium  sine 

indeJeirninaUrumseparatione.  Comm.  VI.  1732.  1733.  j?.  168. 

25|.  ea.  Constructio  aequationis  differcntialis  axn^x~ dy+^dx* 
Comm.  fl.  1732.  1733.  p.  231. 

252.  es.  De  aequationibus  differenlialibus,  qui  certis  tantum  casibus 
V        :  inlegrationem  admittunt.    Comm.  X.  1738.  p.  40.     .  .1  •'  z 

253.  64.  De  variis  integrabilitatis  generibus.  A.  Comm.  XVII.  1772. 

p.  70. 

254.  65.  De  integratione  aequalionum  differentialium.     N.  Comm. 

,     VIII.  1760.  1761.^.  3. 

255.  66.  De  formulis  differentialibus,  quae  per  duas  pluresve  quan- 

ti lates  datas  mullipliratae*  fiant  integrabiles.  N.  A.  VII. 
1776.  p.  3. 

256.  67.  Nova  methodus  innumerabiles  aequitiones  differenliales  se- 

cundi gradua  reducendi  ad  primum  gradum.  tïomm.  III. 
1728.  p.  124.  '       '  -  '\  '"-."I  - 

257.  es.  De  aequationibus  différenciai  ibiis  secundi  gTadus.  N.Vomm. 

VII.  1758.  1759.7).  163.    :        :ii  1 

258.  60.  De  formulis1  differentialibus  secundi  gradus,  quae  intégra- 

tionem  admittunt.    N.  A.  XI,  T777.  p.  i. 

259.  70.  Methodus  singularis  resolvendi  aequaliones  dîfferenliales  se- 

eundr  gTadus.    huL  Cale.  int.  IV.  1779.  p.  525. 

260.  71.  De  formulis  intégral  îbus  implicalis  ea  ru  nique  evolulione  el 

transformatrone.  Inst.  Cale.  int.  IV.  1778.  p.  544. 
'261.  7a.  De  intégrât ione  acquatimium  differentialium  altiorum  gra- 
•  v  '  *      duum.    Mise.  Derol.  VII.  1743.  p.  193. 
262.  7».  Methodus  aequationes  differentiales  altiorum  graduum  inte- 
grandi  ullerius  promola.  N.  Comm.  III.  1750.  1751.  p.  J. 

.M     •  ,     «■     |t     .    «    k     ,\  .    .  «  .  M  • .  •     Il  • 
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263.  74.  Observationes  singulares  circa  aequationes  diflfcrentiales  li- 

nearea.    £f.  A.  XI F.  1778.  p.  52. 

264.  76.*  lntegratio  generalis  aequalionum  differenlialium  linearium 

cujuscuoquc  gradua  et  quotcunque  variabiles  involventium. 
Mèm.  IV.  1779.  p.  43. 

265.  76.  De  aequationibus  differentialibus  cujuscunque  gradus,  quae 

denuo  difierentialae  integrari  possunL  Inst.  Cale.  int.  IF. 
1781.  p.  564. 

266.  77.  Spécimen  aequalionum  diflerentialium  indefîniti  gradua,  ea- 

ru  m  que  întegratio.    Inst.  Cale.  int.  IF.  1781.  p.  577. 

267.  78.  Exempla  quarundam  memorabilium  aequalionum  diflferen- 

tialiuui,  quas  adeo  algebraire  integrare  licet,  etiauisi  nulla 
via  pateat  variabiles  a  se  invjcem  separandi.  N.  A.  XUL 
1778.  p.  3. 

268.  7».  De  resolutione  aequatinnis  dy  -f  ayy  dxzzb  xm  dx.  JV. 

Comm.  IX.  1762.  1763.  p.  154.  : 

269.  ao.  De  integratione.  aequationis  diffurcntialis 

mdx  ndjr 

N.  Comm.  FI.  1756.  1757.  p.  37. 

270.  si.  Integratio  aequationis 

dx  _    ,  dy 

N.  Comm.  XII,  U$6.  1767.  p.  *.  ;-r 

271.  sa.  Observationes  circa  aequationem  drfferentialem 

rdy+  Mydx  -f  Ndx^Q.  ,i 
N.  Comm.  XF/I.  1771.  p.  105.  . 

272.  88.  Integratio  aequationis  d ifferen liai is: 

•  •  »  .  Âdx  '.  - 

dy  +jydx=  ïm+2ix+exx)%  • 

Mèm.  III.  1779.  p.  3. 

273.  64.  Analysis  facilis  aequationem  Riccatianam  per  fractionem  con- 

tinuam  resolvendi.    Mèm.  FI.  1780.  p.  12. 

274.  68.  Methodus  nova  investigandi    omnes  casua,   quibus  banc 
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aequatîonem  differentîo-differentialcm:  ddy{\ — «xi*)  — 
bxdxdy —  cydx*  ~0  resolvere  li<*et.  Inst.  Cale.  ÙU. 
IF.  1780.  p.  533. 

275.  «a.  CoDsideratio  aequationis  diflerentio-differentialis: 

(rt-f-fcx)^s-f  (p+ex)£ï£î  +  (f+gx)%~-  —0. 

Ar.  Comm.  *^7/.  1772.  p.  125. 

276.  «7.  Construr.tio  aequatioiiis  diflfcreiitio-iiifferenlialis :  Aydu"1-^ 

(B  +  Cu)dudy  +  (D  +  Eu  +  Fùu)ddY  —  Q,  sumto 
«•lcmento^M  constante.  N.  Comm.  FUI.  1760.  1761.  p.  150. 

277.  sa.  Recherches  sur  l'intégration  de  l'équation  dillVrentio-diflé- 

.  ||     fddz\  /ddz\       b  t  dz\   ,  c 

rent,elle  ^  -  «  a  ^  +  -(^J  +  * 

Mw.  7Wta.  ///.  1762—  1765.  />.  60.  b. 

278.  «9.  Kxposilion  de  quelques  j>arado\cs  dans  le  calcul  intégral. 

Mêm.  de  Berlin.  XII.  1756.  p.  300. 

279.  ao.  lnvestigatio  funclionun»  ex  data  drflfrentialium  conditione. 

N.  Comm.  IX.  1762.  1763.  p.  170. 

280.  ai.  De  formulis  integralibus  dupliratis.     N.  Comm.  XIV.  1. 

1769.  p.  72.  Inst.  Cale.  int.  IF.  p.  416. 

281.  «a.  Plenior  expliratio  cirra  romparationem  quantitatum  in  for- 

/Zdz  1     •'  • 

VëT+mÊp+n7*)  conleDtarum'  dénotante  Z 

ftinctionem  quameunque  rationalem  rpsiua  z\  A.  F.  II. 
1775,  p.  3.    inst.  Cale.  int.  IF.  p.  446. 

282.  as.  Diltiridationes  super   nielhodo  eleganlissima  qua  111.  '  clé 

la  Grange  usus  est  in  inlegranda  aequatione  difterenliali 

—  -  4t.  A.  II.  I.  1778.  p.  20.  Inst.  Cale.  int.  IV.  p.  465. 
28  3.  94.  Methodus  succinctior  comparationes  quantitatum  transcen- 

dentium  in  forma    f—  ^jLl  _  ron- 

tenlarum  inveniendi.    Inst.  Cale.  int.  IIr.  1777.  p.  504.*) 

*)  Ce  mèinoire  est  consign  é  dans  la  liste  de  V Eloge  sous  la  titre;  Sitffdr- 
in  Calculi  inUgralis  Tarn.  /.  Cap.  FI. 
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284.  95.  Recherches  sur  quelques  intégrations  remarquables  dans  l'a- 

nalyse des  fondions  à  deux  variables,  connues  sous  le  nom 
de  différences  partielles.    N.  A.  XV.  1777.  p.  3. 

285.  96.  Intégration  d'une  espèce  remarquable  d'équation  différen- 

tielle, dans  l'analyse  des  fondions  à  deux  variables.  Mèm. 
XL  1777.  p.  131. 

286.  97.*  De  transforma tione  fundionum  duas  variabiles  involven- 

lium.    Mèm.  III.  1779.  p.  43. 

287.  98.  De  insignîbus  proprictatihus  formularum  integralium  praeter 

binas  variabiles  ctiam  earum  drflerentialia  cujuscunque .  or- 
dhiis  involventinm.    N.  A.  IX.  1777.  p.  81. 

288.  99.  Solulio  problemalis  analytici  difliiillimi.    Mèm.  XI.  1782. 

p.  125. 


Calcul  de»  variations. 


I  .  .i 


289.  ioo.  Elementa  calcul i  variationum.  JV.  Comm.  X.  1764.  p.  51. 

290.  loi.  Methodus  nova  ac  faillis  calculum  variationum  tractandi. 

■  • 

N.  Comm.  XVI  1771. >.  35.  Inst.  Cale,  int.  IV.  p.  590. 

CALCUL  DES  PROBABILITÉS.  ARITHMÉTIQUE 

-         ;  •  ■  '     POLITIQUE.  ..  .  : 

......     i  ..  '  \  .•     ...  i 

291.  t.  Eclaircissements  sur  le  mémoire  de   M.  de  la  Grange 

(Mise.  Taur.  Vol.  V.  p.  167)  concernant  la  méthode  de 
prendre  le  milieu  entre  les  résullats  de  plusieurs  observa- 
tions.   N.  A.  III.  1777.  p.  289. 

292.  a.  Observationes    in  Cel.   Dan.  Bernoulli  Dijudicationem 

maxime  prùbabilem  plurium  observationum  discrepanlium 
alque  verisimillimam  inductionem  inde  formandum.  A.  I.  1. 
1777.  p.  24. 

293.  s.  Solution   d'une   question  très  difficile  dans  le  calcul  dès 

probabilités.    Mèm.  de  Berlin.  XXV.  1769.  p.  285. 

294.  s.  Recherches  générales  sur  la  mortalité  et  la  multiplication 

du  genre  hnmain.  Mètn.  de  Berlin.  XV l.  1760.  p.  144. 
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295.  s.  Sur  les  rentes  viagères.  Mém.  de  Berlin.  XVI.  1760.  p.  165. 

296.  6.  Eclaircissements  sur  les  caisses  mortuaires,  calculées  sous 

la  direction  de  M.  Eulcr,  par  M.  N.  Fuss,  Ouvrage 
séparé.    St.-  Péter slourg.  1776.  4. 

297.  7.  Solutio  quaestionis  ad  cal  m  lu  m  probabililatis  pertinentis: 

quantum  duo  conjuges  persolvere  debeant,  ut  suis  baere- 
dibus,  post  utriusque  mortem,  cerla  argenti  summa  per- 
solvatur.    Op.  anal.  IL  1776.  p.  314. 

208.  a.  Sur  l'avantage  du  banquier  au  jeu  de  Pbaraon.    Mém.  de 

Berlin.  XX.  1764.  p.  144. 

209.  9.  Calcul  de  probabilité  dans  le  jeu  de  rencontre.    Mém.  de 

Berlin.  VIL  1751.  p.  255. 

300.  io.  Sur  la  probabilité  des  séquences  dans  la  loterie  génoise. 

Mém.  de  Berlin.  XXL  1765.  p.  191. 

301.  il.  Solutio  quarundam  quacsliomim  ex   calculo  probabilium. 

Op.  anal.  1781.  //.  p.  330. 


M 


GEOMETRIE  ELEMENTAIRE. 


302.  1.  Solutio  problcmatis  ad  geometriam  situs  pertinentis.  Comm. 

VI IL  1741.  p.  128. 

303.  %.  De  symptnmalibus  quatuor  punctorum  in  eodem  piano  si- 

toram.    A.  VI.  I.  1775.  p.  3. 

304.  5.  De  centro  siniilitudinis.    N.  A.  IX.  1777.  p.  154. 

305.  4.  Proprictalcs  lrian<,nilmum,  quorum  anguli  certain  inter  se 

rationcm  tenent.    A.  Comm.  XI.  1767.  p.  67. 

306.  6.  Splulio  facilis  prnblcmaliim  qunrundam  geometricorum  dif- 

Dcilnmoruin.    A.  Comm,  AL  1767.  p.  103. 

307.  e.  Dilucidaliont's  super  problemate  quodam  ge<»melrico,  olim 

a  Jac.  Bernoulli  liactalo.    Mém.  I.  1779.  p.  26. 

308.  7.  Scdulio  compléta    ejusdem  problematis  de  uuadrisectione 

*         '  ~ i  "   t »'     *  * 

trianguli  per  duas  re<  las  inter  se  normales.  Mém.  L  1779. 
r  ' 

309.  •.  Gcometrica  et  spbaeiica  quaedam.    Mém.  V.  1780.  p.  96. 


Dkjitizec 


  LX  XXIII   

310.  ».  Variae  dcmonstrationes  geometricae.  TV.  Comm.  I.  1750. />.  49. 

311.  lo.  Solulio  farilis  problematis  geomelriri,  quo  quaerilur  rirrulus, 

qui  très  alios  rin  ulos  datos  Langat.  A.  A.  FI.  1779.  p.  95. 

312.  il.  Solulio  farilis  problematis  geomelriri,  quo  quaerilur  spbaera, 

quae  quatuor  alias  datas  langat.    Aient.  II.  1779.  p.  17. 

313.  la.  De  variis  modis  cirruli  quadraturam  numeris  proxime  ex- 

primrndi.    Comm.  IX.  174V.  p.  222. 
15.  Consideralio  progressions  rujusdam  ad  rircuîi  quadraturam 
iuveniendain  idoneae.  Comm.  XI.  1750.  p.  116.  (V.  159). 
31V.  14.  Cousideralionrs  rydomctrirae.  N.  Comm.  XVI.  1772.  p.  160. 

315.  16.  Annolationes  in  lorum  quendam  Cartesii/  ad  circuli  qua- 

draturam spertantem.    N.  Comm.  FUI.  1764.  p.  157. 

316.  18.  Problematis  rujusdam  Pappi  Alexandrini  ronstrnctio.  A.  IV. 

I.  1780.  p.  91. 

317.  17.  Solutio  problematis  geometrici  rirca  lunulas  a  cirrulis  for- 

matais.   Comm.  IX.  1744.  p.  207. 

318.  18.  Elementa  dortrinae  solidorum.  N.  Comm.  IV.  1758.  p.  109. 

319.  18.  De  corporibus  régula ribus  per  dortrinam  spbaerinam  de*- 

terminatis^  ubi  simul  nova  metbodus  globos  sive  roelestes 
sh-e  terrestres  charla  obdurendi  traditur.  A.  11.  L  1T78. 
P>  3.  r 

320.  ao,  Demonstratio  nônnullornrn  insigiiium  proprietalum,  qui  bus 

solida  hedris  pjanis  inclusa  sunt  praediU.  N.  Comm.  1%. 
1758.  p.  140.  ..  .  .    .  \  / 

321.  ai.  Solutio  problematis  de  inveniendo  triangulo,  in  quo  rectae 

ex  singulis  angulia  latera  çpposila  bisecanles  sint  ratio- 
nales.    N.  Comm.  XVIII.  1773.  p.  171.  I 

322.  aa.  Invesligalio  Uianguli,  in  quo  distantiae  angulortm  ab  ejus 

tentrogravilaUsrationalilerexprimanlur.  A.  A.  XII.  1778. 
p.  101. 

3231  as.  Solutio  problematis  diflicillimi  a  Fermatio  propoaiti.  N. 
Comm.  II.  1749.  n.  49. 

Trouver  un  triangle  rectangle,  exprime'  en  nombres  ra- 
vi        lionels ,  dans  lequel  le  carre*  de  chaque  calbète,  moins 
la  surface  do  triangle  même,  produise  un  nombre  carre*. 
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324-  »4.  Solutio  problemalis  de  inveniendo  triangulo,  in  quo  rectae, 
ex  singulis  angulis  latera  opposita  bisecantes,  sînt  ralionales. 
If.  Comm.  XFlll.  1773.  p.  171. 

325.  36.  Solulio  facilior  ejusdem  problematis.  Alèm.  IL  1779.  10. 

326.  a«.  lnvesligatio  quadrilalcri ,  in  quo  singuîorum  angulorum  si- 

nus  dalain  in  ter  se  tcneant  rationem;  ubi  artihYia  prorsus 
singularia  in  analysi  Diupliantea  occurmnt.  Mèm.  F.  1780. 
p.  73. 

327.  *7.*  Problème  de  géométrie,  résolu  par  l'analyse  de  Diophanle. 

Mèm.  FIL  1782.  p.  3. 

Trouver  les  trois  côtes  d'un  triangle  dont  les  lignes,  ti- 
rées des  angles  par  le  centre  de  gravité  du  triangle, 
soient  toutes  trois  exprimées  en  nombres  ralionels. 

TRIGONOMÉTRIE  ET  ANALYSE  TRIGONOM ETRIQUE. 

» 

328.  I.  Methodus  facilis  computandi  angulorum  sinus  ac  tangentes 

tam  naturales  quam  artiliciales.    Comm.  XL  1750.  p.  194. 

329.  %.  Subsidium  cabuli  sinuum.    N.  Comm.  F.  1760.  p.  164. 

330.  s.  Quomodo  sinus  et  cosinus  angulorum  multiplorum  per  pro- 

ducla  exprimi  qncant.    Op.  anal.  I.  1774.  p.  353. 

331.  4.  De   mulliplicatione    angulonim    per  faclores  expedienda. 

N.  A.  F.  1776.  p.  27. 

332.  6.  Principes  de  trigonométrie  sphérique,  tirés  de  la  méthode 

des  plus  grands  et  des  plus  petits.  Mèm.  de  Berlin.  IX. 
1753.  p.  223. 

333.  6.  Trigonometria  spbaerira  uni  versa,  ex  primis  principiis  bre- 
..  i.'i  ..    viter  et  dilucide  derivata.    A.  III.  I.  1779.  p.  72. 

334.  7.  De  mensura  angulorum  solidorum.    A.  IL  II.  1778.  p.  31. 

335.  s.  Speculationes  super  area  iriangulorum  sphaericorum.  N.A. 

X.  1778.  p.  47.  ..... 

336.  9.  Eléments  de  trigonométrie  sphéroïdique  tirés  de  la  mé- 

thode des  plus  grands  et  des  plus  petits.  Mèm.  de  Berlin. 
IX.  1753.  p.  258. 
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TRACÉ  DES  CARTES.  1 

337.  i.  De  repraesentatione  superficiel  sphaericae  super  piano.  A.  I. 

I.  1777.  p.  107. 

338.  a.  De  projectione  geographira  Delisliana  in  mappa  generali 

Imperii  Russie  r  usitala.    A.  I.  I.  1777.  p.  143. 

339.  s.  De  projectionc  geographica  superliciei  sphaericae.  A.  I.  E. 

1777.  p.  133. 

GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE. 

Géométrie  de»  courbes  en  général. 

1.  Fntroductio  in  anal  ys  in  infinitorum.     Ouvrage  séparé. 
Lausanne.  1748.  2.  vol.  4.    (V.  87).  • 

340.  a.  De  infinilis  curvis  ejusdem  generis ,  seu  methodus  iuve-- 

341.  8.  niendi  aequationes   pro   infinilis  curvis  ejusdem  generis. 

(Deux  mémoires).    Comm.  VIL  1734.  1735.  p.  174.  184. 

342.  4.  Evolutio  gênerai  ior  formularum  comparationi  curvarum  in- 

servientium.    M  Comm.  XI L  1766.  1767.  p.  42. 

343.  6.  Démonstration  sur  le  nombre  des  points  où  deux  lignes 

d'un  ordre  quelconque  peuvent  se  couper.  Mêm.  de  Berlin. 
IV.  1748.  p.  234. 

344.  8.  Sur  une  contradiction  apparente  dans  la  doctrine  des  lignes 

courbes.    Mèm.  de  Berlin.  IV.  1748.  p.  219. 

*  •  *  * 

Sections  coniques. 

345.  7.  Sur  quelques  propriétés  des  sections  coniques  qui  convien- 

nent à  une  infinité  d'autres  lignes  courbes.  Mêm.  de  Ber- 
lin. I.  1745.  p.  53.  71.  i 

346.  s.  Uberior  evolutio  comparationis  quam  inter  arrus  sectionum 

coniearum  instituere  licet.    A.  F.  II.  1775.  p.  23. 

347.  9.  Soïutio  problematis  geometrici.  N.  Comm.  III.  1750.  1751. 

p.  224. 
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Les  diamètres  conjugues  d'une  ellipse  étant  donnés  de 
nombre  et  de  position,  trouver  ses  axes  principaux. 

348.  10.  Detnonstralio  theorematis  et  solulio  problemalis  in  Àctis 

A 

Krud.  Lips.  propositorum. 

N.  Comm.  VIL  1758.  1759.  p.  128. 

Une  ellipse  étant  coupée  en  deux  moitiés  par  un  dia- 
mètre quelconque,  il  s'agit  de  partager  l'une  de  ces 
moitiés  en  deux  parties  telles  que  leur  différence  soit 
géométriquement  asignable. 

349.  n.  De  ellipsi  minima  dato  parallelogrammp  rectangulo  cir- 

rumscribenda.    A.  IV.  II.  1780.  p.  3. 

350.  la.  Solutio  problemalis  maxime  curiosi,  quo  inter  omnes  ellip- 

ses, quae  circa  dalum  triangulum  eircumscribi  possunt, 
ea  quaeritur,  cujus  area  sit  omnium  minima.  N.  A.  IX. 
1777.  p.  146.  \ 

351.  îs.  Problema  geometricum:  noter  omnes  ellipses,  quae  per  data 

quatuor  puncta  traduri  possunt,  eam  de  (in  ire,  quae  habet 
.11  aream  min  imam.    N.  A.  IX.  1777.  p.  132. 

352.  14.  Spécimen  alterum  methodi  novae  quanlilates  transcende» tes 

inter  se  romparandi  :  De  compara lione  arcuum  eilipsis.  N. 
Comm.  VII.  1758.  1759.  p.  3.  z 
NB.  L«  Spécimen  prinmm  voir  ci -dessous  N.  4$4»  t, 

353.  15.  Solutio  problemalum  rerliuValionem  eilipsis  requirentium. 

Comm.  V III.  1736.  p.  86.  :il 

354.  le.  Nova  séries  infinita  maxime  convergens,  perimetrum  eilip- 

sis exbibens.    N.  Comm.  XVIII.  1773.  p.  71. 

355.  17.  Animadversiones  in  rectifirationem  eilipsis.    Op.  var.  arg. 

II.  1750.  p.  121. 

356.  is.  De  curvis  hyperbolicis,  quae  mtra  suas  asymptotes  spatium 

finitam  includunt.    Ar.  A.  VI II.  1777.  p.  116. 

357.  îe.  Praeter  circulum  nulla  datur  curva  algebraica,  rujus  sm- 

guli  arcus  per  arcus  circulares  simpliriter  eXprimi  queant. 
Op.  onal  II.  1775.  p.  76.  Mémoire  intitulé:  Theoremata 
i  qunedam  analy  llca  quorum  demonstratio  adhic  drtideratur. 

(Voir  102.  415).  JL 
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Courbes  des  ordres  supérieurs. 

358.  ao.  De  curvis  triangularibus.    u4.  IL  II.  1778.  p.  3. 

359.  ai.  Problematis  cujusdam  geomelrici  prorsus  singularis  evolu- 

tio.    N.  Comm.  XFI.  1771.  p.  1W). 

Trouver  une  courbe  telle  qu'en  lui  menant  une  tan- 
gente quelconque,  laquelle  coupe  une  ligne  droite  don- 
née, la  ligne  qui  partage  en  deux  également  l'angle 
compris  entre  la  langente  et  la  droite  donnée,  soit  con- 
stamment normale  à  la  courbe. 

360.  aa.  Evolutio  problematis  cujus  solulio  analytica  est  diflfieillima, 

dum  synthetica  per  se  est  obvia.  N.  A.  Klït.  1777.  p.  73. 
Trouver  autour  d'un  point  donné  une  ligne  courbe  telle 
que  la  distance  du  point  tixe  donné,  au  centre  du  cercle 
osculateur,  soit  partout  la  même. 

361.  a*.  Problema  geometricum  ob  singularia  symptomata  imprimis 

memorabile.    N.  A.  VIII.  1777.  p.  87. 

Tracer  autour  d'un  point  donné  une  ligne  courbe  telle 
que  l'aire  du  secteur  compris  entre  un  arc  quelconque 
et  les  deux  droites  tirées  de  ses  extrémités  au  point 
donné,  soit  proportionelle  au  carré  de  l'arc,  c*esl-à- 
dirc  que  S1  ~knL,  S  étant  l'arc  et  £  la  surface  du 
secteur.  .  .  . 

362.  a*.  Réflexion  sur  un  problème  de  géométrie  traité  par  quel- 

ques géomètres  et  qui  est  néanmoins  impossible.    Mèm.  de 

Berlin.  X.  175*.  p.  173. 

Trouver  une  ligne  t  ourbe  autour  d'un  point  fixe  telle 
que  si  l'on  tire  par  ce  point  fixe  une  ligne  droite  quel- 
conque qui  coupe  la  courbe  en  deux  poinlsi  les  tan- 
gentes menées  à  ces  points  fassent  entre  elles  un  angle 
droit. 

363.  as.  Solutio  de  invenienda  eurva  quam  formai  lamina  utcunque 

elastica  et  gravis.    Comm.  ///,  1728.  p.  70. 
364-.  as.  De  miris    proprietatibus  curvae  elasticae  sub  aequatione 
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365.  a7.  De  figura  curvae  elasticae  contra  objectiones  quasdam  111. 

d'Alembert     A.  III.  II.  1779.  p.  188. 

366.  as.  Demonstratio   theorematis  Bernoulliani ,   quod   ex  evolu- 

tione  curvae  cujuscunque  reclangulae  in  infinitum  eonli- 
nualae  tandem  cycloides  naseantur.  N.  Conun.  X.  1764. 
p.  179. 

367.  29.  De  duplici  genesi  tam  epicycloidum  quam  bypocycloidum. 

A.  F.  I.  1775.  p.  48. 

368.  3o.  De  curva  bypergeometrica  hac  aequatione  expressa: 

y—  1.  2.  3.  ..x. 
N.  Comm.  XIII.  1778.  V.  3. 

369.  si.  De  novo  quodam  curvarum  tautoebronarum  génère.  Conun. 

If.  1727.  p.  126. 

370.  sa.  De  innumerabilibus  curvis  tautochronis  in  vacuo.  Comm, 

IF.  1729.  p.  49. 

371.  35.  Curva  tautocbrona   in  fluîdo  resistentiam  faciente  secun- 

dum  quadrata  celcritatum.    Cornm.  IF.  1729.  p.  67. 

372.  S4.  Solulio  singularis  casus  circa  tautocbronismum.  Comm.  VI. 

1732.  1733.  p.  28. 

373.  Ss.  Dilucidationes  de  Uutocbronis  in  medio  resistente.  N.  Comm. 

X.  1764.  p.  156. 

374.  se.  Quomodo,  data  quacunque  curva,  invenire  opporteat  aliam, 

quae  cum  data  quodatiunodo  juncta  ad  tautocbronismum  pro- 
ducendum  sit  idonea.    Comm.  F.  1730.  1731.  p.  H3. 

375.  37.  De  tautocbrona   in   medio  rarissimo,  quod   resislit  in  ra- 

tione  inultif il ioata  quacunqut  celerïtalis.  N.  Comm.  XVII. 
1772.  p.  349. 

376.  sa.  Dilucidationes  de  tautochronismo.  A'.  Connu.  XF II.  1772. 

p.  362. 

377.  39.  De  vera  tautocbrona   in   fluido.    N.  Conun.  XFII.  1772. 
V         p.  333. 

378.  »o.  De  linea  celerrimi  descensus  in  medio  (|uocunquc  rcsistente. 

Connu.  Fil.  1734.  1735.  p.  135. 

379.  «I.  C.msidci alloues  ciiva  In acl»ysU»cbronas.    I.  I  11.  1777.;;.  70. 
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380.  4a.  De  vera  brach ystochrona ,  scu  Hnea  celerrrmi  descendus  ni 

medio  resistente.    Mém.  FUI.  1780.  p.  29. 

381.  48.  Investigatio  acruratior  circa  brachystochronas.   Mém.  FUI. 

1780.  p.  17. 

382.  44.*  De  bracbystochrona   in  medio  resistente  dum  corpus  ad 

cenlrum  virhim  utcunque  atlrahitur.  Mém.  FUI.  1780. 
p.  41. 

383.  45.  Problematis  isoperimetrici  in  lalissimo  sensu  accepti  solu- 

tio  gencralis.    Comm.  FI.  1732.  1733.  p.  123. 

384.  4e.  Solutio  problematis  cujusdam  a  Cel.  Dan.  Bernoulli  pro- 

positi.   Comm.  X  1738.  p.  164. 

Parmi  toutes  les  courbes  isopërimétriques  comprises  entre 
les  mêmes  termes  trouver  celle  dans  laquelle  frmds 
soit  un  maximum  ou  un  minimum-,  r  étant  le  rayon 
oscillateur,  et  s  l'arc  de  la  courbe. 

385.  47.  Methodus  inveniendi  inGnitas  curvas  isoperimetricas  com- 

muni  proprietate  praeditas.  N.  Comm.  Fï.  1750.  1751.  p.  3. 

386.  48.  Solutio  problematis  ob  singularia  calculi  artificia  mémo- 

rabilis.    Mém.  il.  1779.  p.  13. 

Trouver  une  courbe  telle  qu'en  nommant  les  cordon- 
nées  x  et  l'arc  5  ,  et  v  une  fonction  quelconque 
de  Y {xx  fv  ds  soit  un  maximum  ou  un  mi- 

nimum. 

387.  49.  Solutio  problematis  trajectoriarum  reciprocarum.  Comm.  IL 

1727.  p.  92. 

388.  60.  De  curvis  reclificabilibus  algcbraicis  atque  trajectoriis  reci- 

procis  algebraicis.    Comm.  F.  1730.  1731.  p.  169. 

389.  61.  Nova  melbodus  inveniendi  trajectorias  reciprocas  algebraicas. 

Op.  var.  arg.  ///.  1751.  p.  54. 

390.  6a.  Recbercbes  sur  la  véritable  courbe  que  décrivent  les  corps 

jetés  dans  l'air  ou  dans  un  autre  fluide  quelconque.  Mém. 
de  Berlin.  IX.  1753.  p.  321. 

391.  53.  Digressio  de  trajecloriis  tam  orlbogonalibiis  quam  obliquan- 

gulis.    N.  Comm.  XFII.  1771.  p.  205. 

g 


Digitized  by  Google 


392.  at.  Considerationes  dé  Irajectoriis  orthogonalibua.    IV.  Comm. 

XIV.  L  1769.  p.  46. 

393.  55.  Consideraliones  super  Irajectoriis  ta  m  rertangulis  quam  ob- 

liquangulis.    N.  A.  I.  1775.  p.  3. 
394-.  &e.  De  trajecloriis  reciprocis  lam  rectangulis  quam  obliquait- 

.   gulis.    A.  VI.  II.  1775.  p.  3. 
395.  67.  De  problemate  trajectoriarum  ortliogonalium  ad  superficies 

translate.    Mèm.  VU.  1782.  p.  33. 
3%.  58.  De  problemate  curvarum  synchronarum,  ejusque  imprimis 

inverso.    Mèm.  IX.  1781.  p.  20. 
397.  59.  Melhodus  nova  et  generalis  problema  synchronarum  in- 

versum  aliaque  ejusdem  generis  resolvendi.  Mèm.  IX.  1781. 

p.  35. 

3^8.  eo.  Commenlatio  de  curvis  tractoriis.    A.  A.  II.  1775.  p.  3. 

399.  ei.  De  tractoriis  composais.    IV.  A.  II.  1775.  p.  28. 

400.  62.  De  virions  ccntiïpctis  ad  rurvas  non  in  etidcm  piano  sitas 

describendas  requisitîs.    N.  A.  ///.  1776.  p.  111. 

401.  63.*  Melhodus  faillis  omnia  symplomala  linearum  curvarum  non 

402.  64.    m  eoJem  piano  sitarum  investigandi.    (Deux  mémoires). 

A.  VI.  t  1782.  p.  19.  37. 

403.  es.  De  linea  brevissima  in  superficie  quacunque  duo  quaelibet 

puncla  jungente.    Comm.  III.  1728.  p.  110. 

404.  «6.  Accuratior  evolutio  problematis  de  linea  brevissima  in  su- 

perficie quacunque  ducenda.    Ar.  A.  XI  .  1779.  p.  44. 

405.  «7.  De  curva  reclifit  abili  in  superficie  sphaerka.     A.  C  omm, 

XI  .  1770.  p.  195. 

406.  68.  De  lineis  recliticabilibus  in  superficie  sphaeroidica  quacun- 

que geomelrica  ducendis.    A.  A.  III.  177G.  p.  57. 

407.  «e.  De  curvis  recliticabilibus  in  superficie  coni  recti  ducendis. 

A.  I  .  t.  1776.  p.  60. 

408.  7o.  De  lineis  curvis  non  in  eodem  piano  sitis,  quae  maximi 

vpI    minimî   proprietate  sunl   praeditae.     Mèm.  IV.  1779. 

P.  iR. 
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409.  ?f.  Solutio  problematis  (e  methodo  tangentium  inversa)  mense 

Novembris  1743  (in  Actis  Erud.  Lrps.)  propositi.  Acia 
Enid.  Lips.  1744.  p.  315. 

410.  71.  De  insigni  promotione  methodi  tangentium  inversae.  N. 

Comm.  X.  1764.  p.  135. 

411.  78.  De  melbodo   tangentium    inversa  ad  tbeoriam  solidorum 

translata.    N.  A.  I I.  1776.  y?.  77. 

412.  74.  Solutio  triirm  problematum  difticiliorum  ad  methodum  tan- 

gentium inversam  pertinenlium.    Mèm.  X.  1781.  p.  16. 

Rectification  des  courbes.     ,        -  . 

413.  75.  Invesligatio  binaruin  curvarum,  quamm  arcus  eidem  ab- 

scissae  respondentes  suinmam  algebraicam  constiluunt.  Comm. 
FUI.  1736.  p.  23. 

414.  76.  De  reductione  linearum  curvarum  ad  areus  circulares.  N. 

Conun.  II.  1749.  p.  3. 

415.  77.  -Nulla  promus  datur  curva  algebraica,  cujus  singuli  arcus 

simplicitcr  per  logarithmos  exprîmi  queant.  Op.  anal.  ff. 
1775.  p.  76.  Mémoire  intitulé:  Theoremta  quaedam  analy- 
f/c«,  quorum  demonstrntio  adhiic  desideratur.  (V.  102.  357). 

416.  78.  De  curvis  algebraicis,  quarum  omnes  arcus  per  arcus  cir- 

culares meliri  lit  et.    Mèm.  XI.  1781.  p.  114. 

417.  79.  De  innumeris  curvis  algebraicis,  quarum  longitudo  per  ar- 

cus paraholico»  metiri  potest.    A.  A.  F.  1776.  p.  59. 

418.  8o.  De  infinitis  curvis  algebraicis,  quarum  longitudo  arcui  pa- 

rabolico  aequatur.    Mèm.  XI.  1781.  p.  100. 

419.  si.  De  innumeris  curvis  algebraicis,  quarum  longîtudinem  p*r 

arcus  ellipticos  metiri  licct.    N.  A.  F.  1776.  p.  71. 

420.  sa.  De  infinitis  cur\is  algebraicis,  quarum  longitudo  indefinita 

arrui  elliptico  aequatur.    Mèm.  Xî.  1781.  p.  95. 

421.  85.  De  binis  curvis  algebraicis  inveniendis,  quarum  arc  as  in- 

finité inter  se  sint  aequales.    N.  A.  IF.  1776.  p.  96. 

422.  84.  De  binis  curvis  algebraicis  eadem  rectificatione  gaudentibus. 

Mèm.  XI.  1781.  d.  102. 
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423.  es.  Observationes  de  comparatione  arcuum  irrectificabilium. 

AT.  Comm.  VI.  1756.  1757.  p.  58. 

424.  86.  Spécimen  novae  methodi  curvarnm  quad  raturas  et  recti6- 

cationes  aliasque  quantitates  transcendenles  inter  se  com- 
parandi.  A.  Comm.  VII.  1758.  1759.  p.  83.  (Voir  ci- 
dessus  N.  352\ 

425.  87.  De  curvis  algebraicis  quarum  longitudo  exprimitur  bac  for- 

mula  integrali  f  N'  A'  FL  1776'  ?'  * 

426.  88.  De  arcubus  curvarnm  aeque  amplis  ebrumque  compara- 

tione.   N.  Comm.  XII.  1766.  1767.  p.  17. 

427.  s».  De  du  abus  pluribusve  curvis  algebraicis,  in  quibus  si  a  ter- 

minis  Gxis  arcus  aequales  abscindantur,  eorum  amplitudines 
datant  inter  se  teneant  ralionem.    N.  A.  VI.  1776.  p.  63. 

428.  90.  Sur  le  point  de  rebroussement  de  la  seconde  espèce  de 

M.  le  Marquis  de  l'Hôpital.  Mèm.  de  Berlin.  V.  1749. 
p.  203. 

429.  91.  Metbodus  facilis  investigandi  radium  osculi,  ex  principio 

maximorum  et  minimorum  petiU.  N.  A.  VIL  1776. 
p.  83. 

430.  93.  De  curvis,  quarum   radii  osculi  tenent  ralionem  duplica- 

tam  distantiae  a  puncto  fixo,  earumque  mirabilibus  pro- 
prietatibus.    Mèm.  IX.  1781.  p.  47. 

9 

Développement  des  courbes. 

431.  98.  Investigatio  curvarum  quae  evolutae  sui  similes  producunt. 

Comm.  XII.  1740.  p.  3. 

432.  94.  Investigatio  curvarum,  quae  similes  sinl  suis  evolutis  vel 

primis,  vel  secundis,  vel  tertiis,  vel  adeo  ordinis  cujus- 
cunque.  JN.  A.  I.  1775.  p.  75. 
»s.  Demonstratio  tbeorematis  Rernoulliani ,  quod  ex  evolu- 
tione  curvae  cujuscunque  reclangidae  in  infinhum  con- 
t  mua  tac  tandem  cycloides  nascantur.  N.  Comm.  X.  1764. 
p.  179.  (V.  ci  -dessus.  N.  3(f6). 
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Surfaces  courbes. 

133.    »6.  Recherche»  sur  la  courbure  des  surfaces.  Mèm  de  Berlin. 
XFI.  1760.  p.  119. 

434.  97.  Evolutio  insignis  paradoxi  circa  aequalitatem  superficie- 

ruai.    N.  Conun.  XIV.  I.  1769.  p.  104. 

435.  »s.  Investigalio  superficierum ,  quarum   normales  ad  datum 

planum  productae,  sint  omnes  inter  se  aequales.  N.  A.  X. 
1777.  p.  41. 

436.  99.  De  superficie  conorum  scalenorum  aliorumque  corporum 

conioorum.    N.  Comm.  I.  1747.  1748.  p.  3. 

437.  îoo.  De  superficie  coni  scaleni,  ubi  impriniis  ingentes  diflicul- 

lales,  quae  in  bac  iuvestigalione  occurrunt,  perpenduntur. 
N.  A.  III.  1776.  p.  69. 

438.  toi.  De  solidis,  quorum  superficiem  in  planum  explicare  liceU 

N.  Conun.  XFI.  1771.  p.  3. 

439.  102.  Decorporibus  cylindricis  incurvatis.  N.  A.  XII.  1778.  p.  91. 

MÉCANIQUE. 

■ 

Mécanique,   en  général. 

440.  1.  Recherches  sur  la  connaissance  mécanique  des  corps.  Mén. 

de  Berlin.  1758.  p.  131. 

441.  a.  Mechanica ,  sive  motus  scientia  analytice  exposita.  Ou- 

vrage séparé.  St.-Pèlersbourg.   1736.  2  tomes.  4. 

442.  s.  Theoria  motus  corporum  solidorum  seu  rigidorum.  Ou- 

vrage séparé.  Roslock.  1765.  4. 

443.  4.  De  proprietatibus  triangulorum  mechanicis.    A.  III.  II, 

1779.  p.  126. 

Principes  d'équilibre  et  de  mouvement 

444.  6.  Découverte  d'un  nouveau  principe  de  mécanique.  Mèm. 

de  Berlin.  VIT.  1750.  p.  185. 

445.  6.  Harmonie  entre  les  principes  généraux  de  repos  et  de 

mouvement  de  M.  de  Maupertuis.  Mèm.  de  Berlin. 
VU.  1751.  p.  169. 
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446.  7.  Sur  le  principe  de  la  moindre  action.    Mém.  de  Berlin. 

FIL  1751.  p.  199. 

447.  s.  Examen  de  la  dissertation  de  M.  le  prof.  Konig,  insérée 
9-  dans  les  Actes  de  Lcipzic   pour  le  mois  de   mars  1751. 

(Deux  mémoires).  Mém.  de  Bcrl.  FIL  1751.  p.  219.  240. 

449.  io.  Dissertalio  de   prinripio  miniiiiae  aetionis  una  rum  exa- 

mine objertionum  Cl.  Prof.  Konigii  rontra  hoc  princi- 
pium  fartorum.    Ouvrage  séparé.  Berlin.  1753.  8. 

450.  il.  Lettre  à  M.  Me'rian  sur  le  même  sujet.   Mém.  de  Berlin. 

FI.  1750.  p.  522. 

451.  la.  Essai  d'une  démonstration  métaphysique  du  principe  ge'- 

ne'ral  de  lYquilibre.  Mém.  de  Berlin.  Fil.  1751.  p.  246. 

452.  18.  Dilucidationes  super  aliquot  casus  aequilihrii  difticiliores. 

A.  III.  II.  1779.  p.  106. 

453.  M.  Genuina   primipia  doctrinae  de  statu   aequilibrii  et  motu 

corporum  tam  perfecte  flexihilium  quam  elasticorum.  JV, 
V%  \  '  Comm.  Xr.  1771.  p.  381. 

454.  16.  De  gemina  methodo  tam  aequilibrium  quam  motum  cor- 

porum flexihilium  determinandi,  et  ulriusque  egregio  con- 


sens.   ^  Comm.  2tf.  1770.  p.  m. 


455.  îe.  De  motu  corporum  flexihilium.    Op.  vor.  are.  III.  1751, 

^88.  g  :| 

456.  17.  Sur  le  mouvement  des  corps  flexibles.    Mém.  de  Berlin^ 

j.  ««;  P.  34.  a. 

457.  18.  De  motu  corporum  flexihilium.  Comm.  XI F.  1744—1746, 

p.  182. 

458.  19.  De  pressionc  funium  tensorum  in  corpora  subjecta,  eorum- 

459.  ao.  ^ue  |no(u  a  friclione  impcdito;   uhi  praeseiïim  methodus 

tradilur  motum  corporum  lam  perferte  flexihilium  quam 
ulcuoquc  elasticomm  non  in  eodem  piano  sitorum  determi- 
nandi. .'  Deux  mémoires).  IV.  Comm.  XX.  1776.  p.  304.  327. 

460.  ai.*  Accuratior  evolulio  formularum  pro  filorum  fbxibilium 

aequilibrio  et  motu  inventorum.    A.  FI.  II.  1782.  p.  148. 

461.  aa.  De  aequilibrio  et  motu  corporum  flexuris  elasticis  juncto- 

rnm.    A'.  Comm.  XIII.  1769.  p.  259. 

i.»       y     ...  «»\ 
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462.  as.  De  problemate  quodain  mechanico  salis  obvio  %t  sol u tu 

difïïcillimo.    A.  IL  IL  1778.  p.  150. 

463.  24.  Solulio  gemina  problemalis,  quo  motus  corporis,  lilo  ali- 

cubi  alligali,  super  piano  horizontal i  quaeritur.  A.  IL 
IL  1778.  p.  162. 

464.  as.  De  motu  libero  plurîum  corporum  tilis  colligalorum  super 

piano  horizonUli.    A.  IV.  I.  1780.  p.  107. 

465.  ae/  Solutio  problemalis  meebanici.    N.  A.  /IL  1779.  p.  142. 

L'auteur  considère  deux  cylindres  parallèles  entre  eux, 
sur  un  plan  horizontal,  avec  un  lil  qui  les  enveloppe, 
en  passaut  au  dessous  de  l'un  et  au  dessus  de  l'autre: 
il  suppose  que  chacun  tle  ces  cylindres  soit  représente' 
par  la  section  circulaire  d'un  plan  qui  le  coupe,  et  que 
ces  deux  sections  avec  le  (il  soient  situées  dans  un 
même  plan  vertical.  On  demande  quelles  lois  suivra 
le  mouvement  de  ces  cylindres,  si  l'on  donne  un  choc 
à  l'un  d'eux,  ou  à  tous  les  deux  à  la  fois? 

466.  a7.  De  motu  globi  heterogenei  super  piano  horizontali,  una 

cum  dilucidalionibus  necessariis  super  motu  vacillatorio. 
N.  A.  L  1775.  p.  119.  .  ' 

467.  as.  Coiisitleratio  motus   p'ane  singularis,   qui  in  filo  pcifecte. 

flexili  locum  habere  polest.    N.  A.  IL  1775.  p.  103. 

468.  29.  Formulae  générales  pro  translatione  quacunque  corporum 

rigidorum.     N.  Comm.  XX.  1776.  p.  189. 

469.  so.  Xova  methodus  motum  corporum  rigidorum  determinandi. 

N.  Comm.  XX  1776.  p.  208.  '  ' 

470.  81.  De  motu  quodain  maxime  memorabili,  satis  quidem  siin- 

plici,  at  solutu  diftii  illimo.    N.  A.  V.  1779.  p.  149. 

471.  sa.  De  motu  corporum  in  superficiebus  mobilibus.    Op.  var. 

arg.  L  1746.  p.  1. 

Mouvement  des  projectiles. 

«3  —  41.  Voir  «««/mémoires  sur  les  trajectoires:  Géométrie  an>rijtique, 

h  l'article  Courbes  des  ordres  supérieurs.    (N.  587  —  SOIS) 

•  •    \  • 
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Pesanteur  et  descente  des  corps. 

472.  42.  De  motu  gravium  citissimo  super  curvis  specie  datis.  N. 

Comm.  XVII.  1773.  p.  488. 

473.  48.  Enodatio  maximi  paradoxi  in  problcmate  quodam  mechaniro 

occurrentis.    Mèm.  X.  1781.  p.  7. 

474.  44.  De  desrensu  baculi  super  hypomochlio  cylindrico  fixo  de- 

labentis.    À.  VI.  L  1775.  p.  117. 

475.  45.  Solutio  problematis  mechanici  non  parum  curiosi.  Mèm. 

VII.  1782.  p.  23. 

476.  4«.  Solutio  problematis  meebaniri.    N.  A.  XI U.  1782.  p.  64. 

Un  fil  de  longueur  indéterminée  est  passé  plusieurs 
fois  et  tout  entier  autour  d'un  disque  circulaire;  son 
extrémité  est  attachée  dans  un  point,  et  plus  bas,  à 
une  distance  égale  au  rayon  du  disque,  se  trouve  un 
plan  incliné  sur  lequel  ou  pose  le  disque  de  manière 
que  lorsqu'il  descend  en  vertu  de  sa  pesanteur,  il  dé- 
roule par  le  bas  le  fil  dont  il  est  enveloppé.  On  de- 
mande son  mouvement. 

Mouvement  de  rotation  des  corps. 

477.  47.  Du  mouvement  de  rotation  des  corps  solides  autour  d'un 

axe  variable.    Mèm.  de  Berlin.  XlV.  1758.  p.  154. 

478.  48.  Du  mouvement  d'un  corps  solide  quelconque,  lorsqu'il  tourne 

autour  d'un  axe  mobile.  Mèm.  de  Berl.  XV/.  1760.  p.  176. 

479.  49.  De  collisione  corporum  gyraulium.  N.  Comm.  XV IL  1773. 

p.  272. 

480.  60.  De  collisione  corporum  pendulorum,  tam  obliqua,  quam 

motu  gyratorio  pcrlurbala.  A.  Comm.  XFIL  1773.  p.  315. 

481.  61.  De  motu  globi  circa  axem  obliquum  quemeunque  gyrantis 

et  super  piano  borizontali  incedentis.  A.  VI.  II.  1775.  p.  107. 

Mouvement  d'oscillation. 

482.  6a.  De  minimis  oscillationibus  corporum  tam  rigidorum  quain  fle- 

xibilium,  me.tbodus  nova  ac  facilis.  Comm.  Vil.  1740. p.  99. 
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483.  65.  De  oscillationibus  fili  flexilis  quolcunque  pondusculis  onusli. 

Comm.  FUI.  1741.  p.  30. 

484.  64.  De  dovo  génère  oscillationum.    Comm.  XI.  1750.  p.  128. 

485.  66.  De  motu  osrillatorio  coq>orum  flexibilium.    Comm.  XIII. 

1751.  p.  124. 

486.  66.  De  motu  oscillatorio  duorum  corporuin  ex  fila  super  troch- 

leas  traducto  suspensorum.  A.  II.  II.  1778.  p.  137. 

487.  67.  De  motu  oscillatorio  talmlae  suspensae  et  a  vento  agitatae. 

N.  A.  IF.  1775.  p.  131. 

488.  68.  De  motu  oscillatorio  pcnduli  circa  axem  cylindricum  piano 

horizontali  incuiubentrm.    /V".  A.  FI.  1780.  p.  145. 

489.  69.  De  motu  tautoc  brono  pendulorum  comnosilorum.  N.  Comm. 

III.  1753.  p.  286. 

490.  60.  De  oscillationibus  minimis  pcnduli  quolcunque  pondusculîs 

onusti.    N.  Comm.  XIX.  1775.  p.  289. 

491.  61.  De  motu  oscillatorio  pcnduli  «  ujuscunque  dum  arcus  da- 

lac  ainplitudiuis  absolvit.    A,  I.  11.  1777.  n.  159. 

492.  aa.  De  motu  oscillatorio  mixlo  pluritim  pendulorum  ex  eodem 

corpore  mobili  suspcnsorum.    A.  III.  1.  1779.  p.  89. 

493.  68.  De  motu  osrillatorio  pendulorum  ex  tilo  tenso  depcnden- 

lium.    A.  III.  II.  1774.  p.  95. 

494.  64.  De  motu  pcnduli   riwa   axem  (ylindricum  fulcro  datae 

figurae  iucumbcntem  mobilis,  reinota  frictione.  Disserlalio 
prior.    A.  JF.  II.  1780.  p.  133. 

495.  66.  De  eodem  arguniento,  sed  babila  frirtionis  rationc,  disscr- 

talio  altcra.    A.  IF.  11.  1780.  p.  164. 
4%.  66.  De  motu  oscillatorio  binaruni  lanrium  ex  libra  suspensarum. 
N.  Comm.  XIX.  1775.  p.  302. 

497.  67.  Explicatio  motus  osrillatorii  mirabilis  in  libra  majori  ob- 

servati.    N.  Comm.  XIX.  1775.  p.  325. 

498.  68.  Delenninatio  motus  osrillatorii  in  disserlalione  Cel.  Dac 

Bernoulli  (N.  Comm.  XFIII.  p.  247)  perlraclali,  ei  wj- 
mis  mccbanicae  principiis  pelita.  N.  Comm.  XF III  tTZt. 
p.  268. 
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499.  e».  De  oseiUationibua  minimîs  funi8  libère  suspensi.  A.  F.  L 

1774.  p.  157. 

Mouvement  vibratoire     Théorie  du  ton.  Théorie 
mathématique  de  la  musique. 

500.  70.  Dissertatio  physira  de  sono.    Ouvrage  séparé.  Bdle. 

1727.  4. 

501.  71.  De  motu  aëris  in  tubis,  inaequaliter  amplis.    N.  Comm. 

XI  I.  1772.  p.  281. 

502.  7a.  Conjectura  physira  de  propagatione  soni  (et  luminis).  Op. 

var.  arg.  11.  1750.  p.  1. 

503.  73.  De  la  propagation  du  son.  Mém.  de  Berlin.  XF.  1759.  p.  185. 

504.  74.  Supplément  aux   reclu  relies  sur  la   propagalion  du  son. 

Mém.  de  Btrlin.  XF.  1759.  p.  210. 

505.  75.  Continuation  des  reeherehes  sur  la   propagation  du  son. 

Mém.  de  Berlin.  XF.  1759.  p.  241. 

506.  7«.  Eelaireissements  plus  détaillés  sur  la  génération  et  la  pro- 

pagation du  son  et  sur  la  formation  de  l'écho.  Mém.  de 
Berlin.  XXI.  1765.  p.  335. 

507.  77.  Lettre  à  M.  de  la  Grange  contenant  des  recherches  sur 

la  propagalion  des  ébranlements  dans  un  milieu  élastique. 
Mise.  Taur.  IL  1760.  1761.  p.  1. 

508.  78.  De  propagatione  pulsuum  per  médium  elasticum.  N.  Comm. 

I.  1750.  p.  67. 

509.  79.  De  chordis  vibrantibus  disquisilio.  N.  Comm.  XFIL  1773. 

p.  381. 

510.  so.  De  motu  turbinatorio  ehordarum  musicarum;  ubi  simul  uni- 

versa  theoria  tam  aequilibrii  quam  motus  corporum  flexi- 
bilrum  simulque  etiam  elastieorum  breviter  expliratur.  N. 
Comm.  XIX.  1775.  p.  340. 

511.  si.  Eclaircissements  sur  le  mouvement  des  cordes  vibrantes. 

Mise.  Taur.  111.  1762—  1765.  p.  1. 

512.  sa.  Delerminatio  omnium  motuum,  quos  ehorda  tensa  et  uni- 

formiter  rransa  recipere  potest    A.  111.  II.  177*.  p,  116. 
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51 3.  as.  Animadversiones  in   solutionem   BernoulliaDam   de  inota 

chordarum  ex  duabus  parlibus  diversae  rrassitiei  compo- 
silarum.  (Tom.  XVI.  iVov.  Comm.  p.  257).  iV.  Comm. 
XVII.  1773.  p.  410. 

514.  84.  De  moiu  vibratorio  chordarum  ex  partibus  quotcunque  di- 

versae  cras^itiei  compositarum.  N.  Comm.  XVII.  1773. 
p.  422. 

515.  86.  De  motu  vibratorio  chordarum  crassitie  utcunque  variabili 

praedilarum.    N.  Comm.  XV II.  1773.  p.  432. 

516.  86.  De  motu  vibratorio  chordarum  inacqualUer  rrassarum.  N. 

Comm.  IX.  1764.  p.  2V6. 

517.  87.  Recherches  sur  le  mouvement  des  cordes  inégalement  épais- 

ses.   Mise.  Taur.  flf.  1762  —  1765.  p.  27. 

518.  88.  Dilucidationes  de  motu  (  hordarum  inaequaliler  rrassarum. 

J.  IV.  IL  1780.  p.  99. 

519.  89.  Sur  le   mouvement  d'une  corde  qui,  au  commencement, 

n'a  été  ébranlée  que  dans  une  partie.  Mém.  de  Berlin. 
XXI.  1765.  p.  307. 

520.  ao.  Sur  les  vibrations  des  cordes.  Mcm.  de  Berl.  IV.  1748.  jj.  69. 

521.  9i.  Remarques  sur  les  mémoires  de  Dan.  Bernoulli  qui  rou- 

lent sur  la  courbe  que  fait  une  corde  tendue  mise  en  vi- 
bration, et  sur  les  difléreutes  espèces  de  vibra  lions  des 
cordes.    Mèm.  de  Berlin.  IX.  1753.  p.  196. 

522.  92.  De  perturbatione  motus  (  hordarum  ah  earum  pondère  oriunda. 

À.  V.  I.  1774.  p.  180.  •  , 

523.  9«.  De  motu  vibratorio  fil i  flexili»  corpnsculis  quotcunque  onusti. 

N.  Comm.  XI.  1764.  p.  215. 

524.  94.  De  motu  vibratorio  laminarum  elasticarum,  ubi  plures  no- 

vae vibralionum  speries  hactenus  non  pertrar^atae  evol- 
vuntur.    A.  Comm.  XVII.  1773.  p.  449. 

525.  96.  Investigalio  mot  nu  m  ,  quibus  laminae  et  virgae  elasticae 

eontremiscunt.    A.  III.  I.  1779.  p.  103. 
»e.  De  aequilibrio  et  motu  corporum  flexurâ  elaslicis  juncto- 
AT.  Comm,  XIII.  17«8.  p.  259.  (V.  461). 


« 
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526.  07.  Solutio  problematis  de  invenienda  cuira  quam  format  la- 

mina clastira  in  singulis  punctis,  a  potentiis  quibuscun- 
que  solicitata.    Comm.  III.  1728.  p.  70. 
08.  De  miris  proprietatibus  curvae  elasticae  sub  aequatione 

y=fy****4)  contcntac.  A.  VI.  L  1782.  p.  34.  (V.364). 

527.  oo.  De  motu  vibratorio  tympanorum.    N.  Comm.  X.  1766. 

p.  234. 

528.  100.  Tentamen  de  sono  campanarum.  N.  Comm.X.  1766.  p.  261. 

529.  loi.  Tentamen  novae  theoria  Musicae,  ex  certissimis  barmo- 

niae  prinripiis  dilucide  expositae.  Ouvrage  séparé. 
St-Pctersbourg.  1739.  4. 

530.  loa.  Conjectures  sur  la  raison  de  quelques  dissonances  géné- 

ralement reçues  dans  la  musique  moderne.  Mém.  de  Berl. 
XX.  176*.  p.  165. 

531.  ios.*Du  véritable  caractère  de  la  musique  moderne.  Mém.  de 

Berlin.  XX.  1761.  p.  175. 

532.  104.  De  harmoniae  veris  principes  per  spéculum  rausicum  re- 

praesentatis.    N.  Comm.  XFHI.  1774.  p.  330. 

Forces  motrice». 

« 

533.  106.  Réflexions  sur  quelques  lois  générales  de  la  nature  qui 

s'observent  dans  les  effets  de  forces  quelconques.  Mém, 
de  Berlin.  IV.  1748.  p.  189. 

534.  »o6.  Recbercbes  sur  les  plus  grands  et  les  plus  petits  qui  se 

trouvent  dans  les  actions  des  forces.  Mém.  de  Berlin, 
XV,  1748.  p.  149. 

535.  107.  Recbercbes  sur  l'origine  des  forces.  Mém,  de  Berlin.  FI. 

1750.  p.  419. 

Forces  centrales. 

■ 

536.  los.  De  attractione  corporum  sphaeroidico-ellîpticorum.  Comm. 

X.  1747.  p.  102. 

537.  îoo.  Problème:  Un  corps  étant  attiré  en   raison  réciproque 
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quarrée  des  distances  vers  deux  points  fixes  donnés,  trou- 
ver le  cas  où  la  courbe  décrite  par  ce  corps  sera  algé- 
brique.   Mém.  de  Berlin.  XVI.  1760.  p.  228. 

538.  i  to.  De  niotu  corporis  ad  duo  virium  centra  attrarii.  N.  Comm. 

X.  1766.  p.  207. 

539.  ni.  De  motu  corporis  ad  duo  centra  virium  fixa  attracti.  IV. 

Comm.  XI.  1767.  p.  152. 

540.  na.  Considérations  sur  le  problème  des  trois  corps.   Mém.  de 

Berlin.  XIX.  1763.  p.  194. 

541.  us.  De  motu  trium  corporura  se  muluo  attrahentium  super 

eadem  linea  reela.    N.  A.  HT.  1776.  p.  126. 

542.  U4.  De  motu  rectilineo  trium  corporum  se  inutno  altrabentium. 

N.  Comm.  Xl.  1767.  p.  144. 

543.  lis.  De  montent is  virium  respeetu  axis  cujuscunque  invenien- 

dis-,  ubi  plura  insignia  syniptomala  circa  binas  reclas,  non 
in  eodem  piano  silas,  explicantur.  A.  A.  VII.  1780. 
p.  191. 

544.  ne.  Methodus  faeilis  omnium  virium  momenta  respeetu  axis 

cujuscunque  determinandi.    N.  A.  VIL  1780.  p.  205. 
117.  De  viribus  centripetis  ad  curvas  non  in  codem  piano  sitas 
describendas  requisitis.  N.  A.  III.  1776.  p.  111.  (V.  400). 

•  *  » 

Pression  et  choc  des  corps. 

545.  lis.  De  pressione  ponderis  in  planum  cui  incumbit.  N.  Comm. 

XVIII.  1774.  p.  289. 

546.  119.  De  communicationc  motus  in  collisionc  corporum.  Comm, 

V.  1735.  p.  159. 

547.  îao.  De  communicatione  motus  in  collisione  corporum  sese  non 

directe  percutientium.    Comm.  IX.  1744.  p.  50. 

548.  m.  Sur  la  force  de  la  percussion  et  sa  véritable  mesure.  Mém. 

de  Berlin.  I.  1745.  p.  2t. 
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Friction   des  corps. 

549.  122.  Snr  le  frottement  des  corps  solides.    Mèm.  de  Berl.  IV. 

1748.  p.  122. 

550.  123.  Sur  la  diminution  de  la  résistance  du  frottement.  Mèm. 

de  Berlin.  IV.  1748.  p.  133. 

551.  124.  Remarques  sur  l'effet  du  frottement  dans  l'équilibre.  Mèm. 

d<  Berlin.  XVIII,  1762.  p.  265. 

552.  125.  Pedesrcnsu  corporum  super  piano  inclinato  aspero.  Comm. 

XIII.  1741  —  1743.  p.  197. 

553.  126.  De  motu  corporum  super  piano  horizontali  aspsro.  Comm. 

XIII.  1741  ~  1743.  p.  220. 

554.  127.  De  effeclu  friclionis  in  motu  volutorio.    A.  V.  II.  1775. 

p.  131. 

$55.  «28.  De  frictione  corporum  rotantium.    N.  Comm.  VI.  1756. 
1757.  p.  233. 
129.  180.  Voir  les  mémoires  488.  4i>9. 

»  Mécanique  pratique. 

556.  isi.  De  machinis  in  génère.    IV.  Comm.  III.  1753.  p.  254. 

557.  132.  De  machinarum  tam  sîmplirium  quam  compositarum  usu 

maxime  lucroso.    Comm.  X.  1747.  p.  67. 

558.  133.  Principia  theoriae  machinarum.    N.  Comm.  VII I.  1763. 

p.  230. 

559.  134.  Disquisitio  de  bilan  ibus.    Comm.  X.  1747.  p.  3. 

560.  135.  De  aptissima  figura  rotarum  dentibus  tribuenda.  N.  Comm. 

V.  1760.  p.  299. 

561.  186.  Suppleinentum  de  figura  denlium  rotarum.    N.  Comm. 

XI.  1767.  p.  207. 
187.  De  figura  curvae  elasticae  contra  objet  tiones  qoasdam  111. 
D  Alembert.  A.  HZ  II.  1779.  p.  188.  VV.  365). 
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HYDROSTATIQUE  ET  HYDRODYNAMIQUE. 

Equilibre  et  mouvement  des  fluides. 

562.  1.  Principes  généraux  de  l'ëtal  d'équilibre  des  fluides.  Mém. 

de  Berlin.  XI.  1753.  p.  207. 

563.  a.  De  slatu  aequilibrii  ac  motus  fluidorum.   N.  Comm.  XIII» 

1769.  p.  305. 

564.  s.  Principes  ge'néraux  du  mouvement  des  fluides.    Afém.  de 

Berlin.  XI.  1755.  p.  27i. 

565.  *.  Continuation  des  recherches  sur  la  théorie  du  mouvement 

des  fluides.    Mém.  de  Berlin.  XI.  1755.  p.  316. 

566.  5.  Prinripia  motus*  fluidorum.    N.  Comm.  VI.  1761.  p.  271. 

567.  6.  De  statu   aequilibrii  ac   motus   fluidorum.     (Y.  ci -dessus 

x\.  563).  Seetio  secunda:  De  principes  motus  fluidorum. 
N.  Comm.  X/r.  I.  1770.  p.  270. 

568.  7.  Kjusdcm  dissertationis  Sertio  terlia:  De  motu  fluidorum 

lineari,  potissimum  aquae.     N.  Comm.  XV.  1771.  p.  219. 

569.  8.  De  motu  fluidorum  a  di verso  caloris  gradu  oriunda.  N. 

Comm.  XI.  1767.  p.  232. 

570.  ».  De  figura   quam  ventus   fluido   stagnanti   indueere  valet. 

A.  I.  I.  1777.  p.  190. 

571.  10.  Recherches  sur  le  mouvement  des  rivières.  Mém.  de  Berl. 

XVI.  1760.  p.  101. 

572.  il.  De  vi  fluminis  ad  naves  sursum  trahendas  applicanda.  A. 

IV.  I.  1780.  p.  119. 

573.  îa.  De  motu  et  reactione  aquae  per  lubos  mobiles  transfluentis. 

Ar.  Comm.  VI.  1761.  p.  312. 

574.  is.  Sur  le  mouvement  de  l'eau  par  des  tuyaux  de  conduite. 

Mém.  de  Berlin.  Vf/I.  1752.  p.  111. 

«  ■ 

Résiste  nce  des  fluides. 

575.  14.  Tentamen  theoriae  de  frictione  fluidorum.   N.  Comm.  VI, 

1761.  p.  338.  '  ■ 

576.  is.  Dilueidatrones  de  resistentia  fluidorum.    N.  Comm.  VIII. 

1763.  p.  197.  \ 
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te.  De  vera  tautochrona  in  fluido.    TV.  Comm,  XP 'II.  1772. 

p.  333.    (V.  377). 
17.  De  tautochrona  in  medio  rarissimo ,  quod  rcsistit  in  ra- 

lione  multiplicata  quacunque  celeritaiis.    N.  Comm.  XVII 

1772.  p.  349.     V.  375). 

577.  is.  Kssai  d'une  théorie  de  la  résislence  qu'éprouve  la  proue 

d'un  vaisseau  dans  son  mouvement,  Mèm.  de  Paris.  1778. 
p.  597. 

• 

Machines   hydrauliques  et  pneumatiques. 

Moulins  à  vent. 

578.  19*.  Recherches  sur  l'effet  d'une  machine  hydraulique  de  J. -A. 

Segner.    Mèm.  île  Berlin.  VI.  1750.  p.  31 1. 

579.  ao.  Application  de  la  machine  hydraulique  de  M.  Segner  à 

Imites  sortes  d'ouvrages,  et  de  ses  avantages  sur  les  autres 
machines  hydrauliques  dont  on  se  sert  ordinairement  Mèm. 
de  Berlin.  Vil.  1751.  p.  271. 

580.  ai.  Théorie  plus  complète  des  machines  qui   sont  mises  en 

mouvement  par  la  réaction  de  l'eau.  Mèm.  de  Berlin.  X. 
175*.  p.  227. 

581.  22.  De  cochlea  Archimedis.    N.  Comm.  V.  1760.  p.  259. 

582.  2S.  Sur  l'action  des  scies.    Mèm.  de  Berlin.  XlJ.  1756.  p.  267. 

583.  2*.  Di^ussion  plus  particulière  de  diverses  manières  d'élever 

de  l'eau  par  le.  moyen  des  pompes  avec  le  plus  grand 
avantage.    Mèm.  de  Berlin,  VII  1752.  p.  149. 

584.  26.  Maximes  pour  arranger  le  plus  avantageusement  les  ma- 

chines destinées  à  élever  de  l'eau  par  le  moyen  de  pom- 
pes.   Mèm.  de  Berlin.  VII.  1752.  p.  185. 

585.  26.  Recherches  sur  une  nouvelle  manière  d'élever  de  l'eau, 

proposée  par  M.  Demour.  Mèm.  de  Berl.  VI.  1751.  p.  305. 
58o.  27.  Recherches  plus  exactes  sur  l'effet  des  moulins  à  vent. 

Mèm.  de  Berlin.  XII.  1756.  p.  165. 
587.  ap.  Pe  consM'uciionc  molaurm  alalarum.  JS.  Comm.  IV.  1758. 

p.  41. 
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À RCHITECTUR E  CIVILE  ET  HYDRAULIQUE. 

588.  i.  Sur  la  force  des  colonnes.    Mém.  de  Berlin.  XIII.  1757. 

p.  252. 

589.  a.  Determinatio  onerum  quae  columnae  gestare  valent.  A.  II. 

I.  1778.  p.  121. 

590.  8.  Examen   insignis  paradoxi  in  theoria  columnarum  occur- 

rentis.    A.  II.  I.  1778.  p.  146. 

591.  4.  De  altitudine  columnarum  sub  proprio  pondère  corruen- 

tium.  A.  II.  I.  1778.  p.  163. 

592.  6.  Cogilaliones  de  aggeribus  conslruendis.    N.  Comm.  IX. 

1764.  p.  352. 

593.  s.  Régula  farilis  pro  dijudiranda  firmitate  ]K)ntis  alhisve  cor- 

poris  similis,  ex  cognita  firmilate  moduli.  N.  Comm.  XX. 
1776.  p.  271. 

SCIENCE  NAVALE. 

594.  i.  Scientia  navalis,  seu  tractatus  de  construendis  ac  dirigen- 

dis  navibus.  Ouvrage  séparé.  St.-Pélersboiwg.  1749. 
2  lomes.  4. 

595.  a.  Théorie  complète  de  la  construction  et  de  la  manoeuvre 

des  vaisseaux.    Ouvrage  séparé.    St.-Pétersb.  1773.  8. 

s.  Essai  d'une  théorie  de  la  résistance  qu'éprouve  la  proue 
d'un  vaisseau  dans  son  mouvement.  Mém.  de  Paris.  1778. 
p.  597.    (V.  577). 

4.  De  vi  fluminis  ad  naves  sursum  trahendas  applicanda.  A. 
1F.  I  1780.  p.  119.   (V.  572). 

596.  6.  Examen  des  efforts  qu'ont  à  soutenir  toutes   les  parties 

d'un  vaisseau  dans  le  roulis  et  dans  le  langage.  Jiec.  d. 
p.  cour,  de  Paris.  FUI.  1759. 

597.  e.  Examen  arliticii ,  naves  a  principio    motus  interno  pro- 

pellcudi,  quod  quondam  ab  aeul.  Jac.  Bernoulli  est 
propositum.    JV.  Comm.  I.  1750.  p.  106. 

h 
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598.  ?.  De  prnmotione  navium  sine  vi  venti.    Bec.  d.  p.  cour. 

de  Paris.   VIII.  1753. 

599.  s*  De  motu  cymharum  remis  propulsarum  in  fluviis.  Comm. 

X.  1747.  p.  22. 

600.  a.  Mémoire  sur  la  force  des  rames.    Mèm.  de  Berlin.  III. 

1747.  p.  180. 

601.  |o.  Meditationes  super  problemale  nautico  de  implantation* 

malorum.    Bec.  d.  p.  cour,  de  Paris.  II.  1727. 

ARTILLERIE. 

602.  i.  9l«uc  ©nmbfâfce  ber  SlrttUfrif,  oué  bem  <Én$Uf(fcii  brt  $rn. 

9îobiné  ttbrrfcHt  unb  mit  Slnnurfungen  bcrcid)trt.  Ouvrage 
séparé.    Berlin.  1745.  8. 

603.  s.  De  irtu  glandium  contra  tabulam  explosarum.    N.  Comm. 

XV.  1770.  p.  414. 

ASTRONOMIE. 
Mouvement  des  corps  célestes. 

604.  t.  Theoria  motuum  planctarum  et  comelarum,  rontinens  me- 

thodum  facilcm  ex  aliquol  observât  ionibus  orbitas  mm  pla- 
netarum  tum  cometarum  delerminandi.  Ouvrage  séparé. 
*  't:n  Berlin.  1744.  4. 

605.  a.  Recherches  sur  le  mouvement  des  corps  rélestes  en  géné- 

ral.   Mèm.  de  Berlin.  Ul.  1747.  p.  93. 

606.  s.  Recherches  sur  le  mouvement  de  rotation  des  corps  célestes. 

Mèm.  de  Berlin.  XV.  1759.  p.  265. 

607.  4.  Considérât iones  de  motu  corpornm  coelestium.  N.  Comm. 

X.  1766.  p  544. 

608.  «.  De  motu  corporum  coelestium  a  viribus  cruibuscunque  per- 

turbato.    A.  Comm.  IV.  1758.  p.  161. 

609.  a,  Methodus  far ilis  motus  corporum  coelestium  utcunque  per- 

turbais ad   ralionem  calcul i  astrcnomici   revoeandi.  N. 
Comm.  XII.  1768.  p>  t29. 
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610.  7.  Ànnotatio  qnarundam  eàutelarum  in  investigations  inaeqna- 

lilalum,  quibiiâ  rorpora  coeleslia  in  motu  pcrlurbantur, 
ol)servandorum.    N.  Comm.  XIII.  176*1.  p.  159. 

611.  8.  Nouvelle  mélbode  tle  déterminer  les  dérangements  dans  le 

mouvement  des  corps  célestes,  causés  par  leur  action  mu- 
tuelle.   Aie  m.  de  Berlin.  XIX.  1763.  p.  141. 

612.  9.  .Nova  metliodus  motus  planetarum  principalium  ad  tabulas 

astronomiras  reducendi.    N.  Comrn.  Xt III.  1774.  p.  354. 

613.  lo.  >ova  mctbndus  molum  planclarum  determiuandi.    A.  II. 

II.  1778.  p.  277. 

614.  il.  De  motu  planetarum  et  orbitarum  determinatione.  Comm. 

ni.  1740.  p.  67. 

615.  12.  Cautioues  necessariae  in  determinatione  motus  planetarum 

observandae.    A.  III.  II.  1779.  p.  295. 

616.  13.  De  variis  motuum  generibus,  qui  in  satellilibus  planetarum 

locum  habere  possunt.    A.  IK  \.  1780.  p.  255. 

617.  14.  fnvestigatio  perturbationum  ,  quibus  planetarum  motus  ob 

aitionem  eorum  inuluam  afficiuntur.  Âec.  d.  p.  cour,  de 
Paris.  FUI.  1756. 

618.  la.  Remarques  générales  sur  le  mouvement  diurne  des  planètes. 

Aient,  de  Berlin.  XI f.  1758.  p.  194. 

619.  if.  De  perturbatione  motus  planetarum  a  figura  eorum  non 

spliaerica  oriunda.    Ar.  Comm.  III.  1753.  p  235. 

620.  17.  De  p  rturbatione  motus  planetarum  et  cometarum.    A.  V. 

L  1781.  p.  297. 

621.  ih.  De  relaxations  motus  planetarum.    Op.  var.  arg.  I.  1746. 

p.  2i5. 

Orbites  de»  planètes  et   des  comètes. 

I.  19.*  Part  of  a  ctter  ronccrnin<:  tbe  contrat  lion  of  tbe  orbits 
of  tbe  planets.  Tran.slaled  f'roni  tbe  Freucb  by  T.  S.  Phi- 
losoph.  Transact.  1750.  p.  356. 
t.  20.  De  rirculo  maximo  tixo  in  coclo  cniuslituendo,  ad  quem 
orbitae  planetarum  et  cometarum  relcranlui.  IV.  Comm. 
XX.  1776.  p.  509. 
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624.  ai.  Mémoire  sur  la  plus  grande  équation  des  planètes.  Menu 

de  Berlin,  17*6.  p.  225. 

625.  aa.  Solutio  prnhletnatutn  quorundam  astronomicorum.  Conun. 

Fil.  1740.  p.  97. 

1.  La  plus  grande  équation  d'une  planète  étant  donnée, 
trouver  l'excentricité  de  l'orbite.  2.  Problème  inverse. 
3.  L'excentririté  de  l'orbite  d'une  planète  étant  don- 
née, trouver  l'anomalie  moyenne,  à  laquelle  réponde  la 
plus  grande  équalion. 

Planètes  et  satellites. 

a)  Terre. 

626.  sa.  Enodatio  diflicullatis  super  figura  Terrae  a  vi  centrifuga 

oriunda.    A.  J.  II.  1775.  p.  121. 

627.  a*.  Tbeoria  parallaxeos  ad  figura  ni  Terrae  sphaeroidicam  ac- 

comodaUu    J.  III.  I.  1779.  p.  241. 

628.  as.*  Part  of  a  lelter,  concernjng  the  graduai  approach  of  the 

Earth  to  the  sun.    Philosoph.  Transact.  1749.  p.  203. 

629.  as.  Invesligatio  accuralior  pliaeiiomenorum,  quae  in  motu  Terrae 

diurno  a  viribus  coelestibus  produci  possunt.  N.  Conun. 
X III.  1769.  p.  202. 

630.  37.  Quantum  motus  Terrae  a  luna  perturbetur,  accuralius  in- 

quirilur.    N.  Cotum,  I.  1750.  p.  428. 

631.  as.  De  motibus  maxime  irregularibus,  qui  in  syslemale  mun- 

dano  locum  habere  possunt,  una  cum  mctbodo  hujusmodi 
motus  per  temporis  spalium  quantumvis  magnum  prose- 
quendi.    si.  IV.  I.  1780.  p.  280. 

632.  a».  De  perturbât ione  motus  Terrae  ab  actione  Veneris  oriunda. 

N.  Comm.  XVI.  1772.  p.  426. 

633.  so.  Réflexions  sur  les  inégalités  dans  le  mouvement  de  la  Terre, 

causées  par  l'action  de  Vénus,  avec  mie  table  des  correc- 
tions du  lieu  de  la  Terre.    A.  II.  \.  1778.  p.  297. 
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631.  si.  Investigatio  perturbationum,  quae  in  motu  Terrae  ab  ac- 
tione  Veneris  produritur,  cum  tabula  perturbationum  ista- 
rum.    A.  II.  L  1778.  p.  308. 

635.  «a.  Solutio  problematis  astronomie!:   Ex  datis  tribus  stellae 

fixae  altitudinibus  et  temporum  differenliis  invenire  eleva- 
tionem  poli  et  declinationem  stellae.  Comm.  IF.  1735./?.  98. 

636.  88.  Consideratio  super  probleniate  astronomico  praecedcnte  A. 

L  I.  1777.  p.  269. 

637.  84.  De  inventione  longitudinis  locorum  ex  observata  lunae  di- 

sUntia  a  quadam  Stella  fixa  rognita.  A.  IV.  II.  1780.  p  301. 

638.  ss.  Méthode  pour  déterminer  la  longitude  des  lieux  par  l'ob- 

servation d'orcullations  des  étoiles  fixes  par  la  lune.  Mêm. 
de  Berlin.  III.  17*7.  p.  178. 

b)  Lune. 

639.  se.  Theoria  motu u m  Lunae,  exhibens.  omnes  corporum  inae- 

qualitatesj  cum  additamento.  Ouvrage  séparé.  Berlin. 
1753.  *. 

6*0.  «7.  Theoria  motuum  Lunae,  nova  mctbodo  pertraclata,  una 
cum  tabulis  astronomicis,  unde  ad  quodvis  tempus  loca 
Lunae  expedile  romputare  licet.  Ouvrage  séparé.  St.- 
Pétersbourg.  1772.  *. 

6*1.  ss.  Théorie  de  la  Lune  et  spéc  ialement  sur  l'équation  séculaire. 
Bec.  d.  p.  cour,  de  Paris.  IX.  1770. 

6*2.  «9.  De  theoria  Lunae  ad  majorem  perfectionis  gradum  evehenda. 
A.  I.  IL  1777.  p.  281. 

6*3.  4o.  Considérations  de  theoria  motus  Lunae  perficienda  et  im- 
primis  de  ejus  variatione.    N.  Cotnm.  XIII.  1769.  p.  120. 

6**.  4i.  Réflexions  sur  les  diverses  manières  dont  on  peut  repré- 
senter le  mouvement  de  la  Lune.  Mêm.  de  Berlin.  XIX. 
1763.  p.  180. 

6*5.  4a.*  Letter  on  the  proposed  question  bj  the  academy  of  St.- 
Petersburgh  whether  the  theory  of  Isaac  Newton  is 


sufTîricnt  (o  explain  ail  thc  irrrgularities  whirh  arc  found 
in  llie  motion  ut  the  Moon?  Pliilosoph.  Transact.  1751. 
p.  263. 

646.  43.  {Nouvelles  recherches  sur  le  vrai  mouvement  de  la  Lune. 

Bec.  d.  p.  cour,  de  Paris.  IX.  1772. 

647.  44.  De  la  parallaxe  de  la  Lune,  tant  par  rapport  à  sa  hauteur 

qu'à  son  azimut,  dans  l'hypothèse  de  la  terre  sphéroïdiquc. 
Mèm.  de  Berlin.  F.  1749.  p.  326. 
6W.  45.  Sur  l'atmosphère  de  la  Lune ,  prouvée  par  la  dernière 
éclipse  annuilairc  du  soleil.    Mèm.  ile  Dr  Un.  IF.  174-8. 
p.  103. 

6 VU.  46.  Méthode  pour  trouver  le  vrai  lieu  ge'ocen trique  de  la  Lune 
par  l'observation  de  l'occultation  d'une  étoile  fixe.  Mèm. 
de  Berlin.  M.  17 W.  p.  IU.      ^  ^' 

650.  47.  Méllu ..de  pour  trouver  les  \rais  moments  tant  des  nouvelles 

(pie  des  pleines  Lunes.   Mèm.  de  lie»  lin.  III.  1747.  p.  154. 

651.  48.  Sur  l'aecoid  des  deux  dernières  éclipses  du  Soleil  et  de  la 

Lune  avec,  mes  tables,  pjur  trouver  les  vrais  moments  des 
pl  en  i  limes  et  des  no\ ilunes.  Mèm.  de  Berl.  IF.  1748.  p.  86. 

652.  49.  Sur  le  mouvement  des  noeuds  de  la  Lune  et  sur  la  varia- 

tion de  son  inclinaison  à  l'édiptique.  Mèm.  de  Berlin. 
I.  1745.  p.  40. 

653.  6o.  De  motu  nodorum  Lunae,  ejusque  inclinationis  ad  eelipti- 

cam  variatione.    N.  Comm.  I.  1750.  p.  387. 

654.  si.  .Nouvelle  manière  de  comparer  les  observations  de  la  Lune 

avec  la  théorie.    Mèm.  de  Berlin.  XIX.  1763.  p.  221. 

c)  Saturne  et  Jupiter. 

■ 

655.  sa.  Recherches  sur  la  question  des  inégalités  du  mouvement  de 

Saturne  et  de  Jupiter,  fiec.  d.  p.  cour,  de  Paris.  FI.  1748. 

656.  65.  Du  mouvement  des  apsides  des  satellites  de  Jupiter.  Mèm. 

de  Berlin.  XIX.  1763.  p.  311. 

657.  61.  Recherches  sur  les  irrégularités  du  mouvement  de  Jupiter 

et  de  Saturne.   liée.  d.  p.  cour,  de  Puris.  FIL  1752. 
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  CXI   

§18.  65.  De  figura  apparente  annuli  Saturai,  pro  ejus  loeo  quo» 
cunque  re*pectu  terrac.    A.  I.  I.  1777.  p.  276. 

659.  56.  De  apparitione  et  disparilione  annuli  Saturai.  A.  I.  L  1777. 

p.  288. 

Comètes. 

660.  67.  S?f<mtn>ortung  t>erf<f)iceciKr  §rûgcn  ûbcr  bit  $cfd)ûjf«tfxtt , 

rccguug  unb  SSivfung  bcr  Gomctm.  Ouvrage  séparé.  Berl. 
1744.  8. 

661.  68.  Sortfe(3ung  tucfcr  2>fûiitwortimg.  Ouvrage  séparé.  Berlin. 

1744.  8. 

662.  6».  Determinatio  farilis  orbitae  Cometae,  cujus  transitum  per 

ecliplicam  bis  observare  licuit.    A.  IF.  I.  1780.  p.  24-3. 

663.  eo.  Commontatio  hypothetica  de  periculo,  a  nimia  Cometae  ap- 

propinquationc  metuendo.    A.  Comm.  XIX.  1775.  p.  499. 

664.  61.  Recherches  physiques  sur  la  cause  de  la  queue  des  Comètes, 

(de.  la  lumière  boréale  et  de  la  lumière  zodiacale).  Menu 
de  Berlin.  IL  1746.  p.  117. 

665.  ea.  Determinatio  orbitae  Cometae  Anno  1742  observât i.  Mise. 

Berol.  FIL  1743.  p.  1. 

666.  63.  Recherches  et  calculs  sur  l'orïute  de  la  Comète  de  1769 

exécutés  sous  la  direction  de  M.  Eulcr,  par  M.  Lexell. 
Ouvrage  séparé.    St.  - Pétersbourg.  1770.  4  

Voir  aussi  les  articles  :  Mouvement  des  corps  célestes  et  Orbites 
des  planètes  et  des  comètes 

Soleil   et   étoiles  fixes. 

667.  64.  Determinatio  orbitae  solaris.    Comm.  FIL  1740.  p.  86. 

668.  66.  Metbodus  ex  observalo  transi  tu  Veneris  per  solem  inyeni- 

endi  parallaxin  Solis,  sive  Expositio  methodorum,  cum 
pro  determinarida  parallaxi  Solis  ex  obserValo  transitu  Ve- 
neris  per  Solem,  tum  pro  inveniendis  longitudinibus  loco- 
rum  super  terra  ex  observationibus  eclipsium  Solis,  una 
cum  calculis  et  conclusionibus  inde  deductis.  N.  Comm. 
XI F.  IL  1770.  p.  321. 
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669.  es.  De  eclipsibus  solaribus  in  superficie  terrae  per  projectîonem 

repraescntandis.    A.  IV.  II.  1780.  p.  308. 

670.  67.  Réflexions  sur  la  dernière  éclipse  du  Soleil  du  25  juillet  1748. 

Mèm.  de  Berlin.  IV.  1748.  p.  250. 
«s.  Sur  l'accord  des  deux  dernières  éclipses  du  Soleil  et  de  la 
lune  avec  mes  tables,  pour  trouver  les  vrais  moments  des 
plénilunes  et  des  novilunes.    Mèm.  de  Berlin.  IV.  17*8. 
p.  86.    V.  651). 

671.  6».  Methodus  computandi  aequationem  meridiei.  Comm.  VIII. 

17M.  p.  48. 

672.  70.  De  la  variation  de  la  latitude  des  étoiles  fixes  et  de  l'obli- 

quité de  l'écliptique.    Mèm.  de  Berlin.  X.  1754.  p.  2^6. 

673.  71.  Réflexions  sur  les  divers  degrés  de  lumière  du  Soleil  et 

des  autres  corps  célestes.  Mèm.  de  Berlin.  VI.  1750.  p.2HQ. 

674.  7a.  Sur  l'effet  de  la  réfraction  dans  les  observations  terrestres. 

A.  I.  II.  1777.  p.  129. 

675.  7*.  De  trajeetu  citissimo  stellae  per  duos  circulos  almucantarath 

datos,  pro  qualibet  elevalionc  poli.  N.  Comm.  XX.  1776. 
/>.  503. 

Aberration  de  la  lumière.  Précession  des  équinoxes. 
Nutation  de  l'axe  terrestre. 

676.  74.  Mémoire  sur  l'effet  de  la  propagation  successive  de  la  lu- 

mière dans  l'apparition  tant  des  planètes  que  des  comètes. 
Mèm.  de  Berlin.  IL  1746.  p.  141. 

677.  76.  Recherches  sur  la  précession  des  équinoxes  et  sur  la  nuta- 

tion de  l'axe  de  la  terre.  Mèm.  de  Berlin.  V.  1749.  p.  289. 

678.  76.  Avertissement  au  sujet  des  recherches  sur  la  précession  des 

équinoxes.    Mèm.  de  Berlin.  VI.  1750.  p.  412. 

Tables  astronomiques. 

679.  77.  Sur  de  nouvelles  Tables  astronomiques  pour  calculer  la  place 

du  soleil.    Mèm.  de  Berlin.  L  1745.  p.  36.  H. 

680.  78.  Kmendalio  Tabularum  astronomicarum  per  loca  planctarura 

geocentrica.    Comm.  XII.  1750.  p.  109. 
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681.  79.  Tabulae  astronomicae  solis  et  lunae.    Ouvrage  séparé. 
Berlin.  1746.  4. 

€82.  80.  Novae  Tabulae  astronomicae  motuum  solis  et  lunae.  Op. 
var.  arg.  I.  1746.  p.  137. 

683.  si.  Novae  et  correctae  Tabulae   ad  loca  lunae  computanda. 

Ouvrage  séparé.    Berlin.  1746.  4 

684.  sa.  Novae  Tabulae  lunares  singulari  metliodo  constructae,  qua- 

rum  ope  loca  lunae  ad  quodvis  lempus  expedite  rompu  tare 
liceL    Ouvrage  séparé.    St.-Pètersbourg.  1772.  8. 

OPTIQUE. 

683.    t.  Nova  theoria  lucis  et  colorum.  Op.  var.  arg.  1746.  /.  p.  169. 

686.  a.  Sur  la  lumière  et  les  couleurs.    Mém.  de  Berlin.  I.  1745. 

p.  17.  H. 

5.  Conjectura  physica  de  propagatione  (soni  et)  luminis.  Op. 
var.  arg.  Il  1750.  p.  i(V.  502). 

687.  4.  Explicatio  phaenomenorum,  quae  a  motu  lucis  successiro 

oriuntur.    Comm.  XI.  1750.  p.  150. 

688.  6.  Réflexions  sur  quelques   nouvelles   expériences  optiques, 

communiquées  à  l'Académie  par  M.  W  ils  on.  A.  I.  I. 
1777.  p.  71. 

689.  e.  Dioptrica.    Ouvrage  séparé.  St.-Pélersb.  1769  — 1771. 

3  tomes.  4. 

690.  7.  Précis  d'une  théorie  générale  de  Dioptrique.  Mém.  de  Paris. 

1765.  p.  555. 

691.  8.  De  la  réfraction  de  la  lumière  en  passant  pas  l'atmosphère, 

selon  les  divers  degrés  tant  de  la  chaleur  que  de  l'élasti- 
cité de  l'air.    Mém.  de  Berlin.  X.  1754.  p.  131. 
•.  Sur  l'effet  de  la  réfraction  dans  les  observations  terrestres. 
A.  I.  II.  1777.  p.  129.  (V-  67*)- 

692.  10.  Recherches  physiques  sur  la  diverse  réfrangibilité  des  ra- 

yons de  lumière.    Mém.  de  Berlin.  X.  1754.  p.  200. 
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693.  il.  Vera  theoria  refractionis  et  dispersionis  radiorum  lueis,  ra-» 

tionibus  et  experimentis  confirmais.   j4.  I.  f.  1777.  p.  174. 

694.  la.  Disquisitio  de  vera  lege  refractionis  radiorum  diversioolo- 

rum.    N.  Comm.  XII.  1768.  p.  166. 

695.  îs.  Examen  d'une  controverse  sur  la  loi  de  réfraction  des  ra- 

yons de  différentes  couleurs,  par  rapport  à  la  diversité  des 
milieux  transparents  par  lesquels  ils  sont  transmis.  Alétru 
de  Berlin.  IX.  1753.  p.  294. 

696.  14.  Réflexions  sur  la  manière  d'examiner  la  réfraction  du  verre 

par  le  moyen  des  prismes.  Mém.  de  Berlin.  XXII.  1766. 
p.  202. 

697.  16.  Expériences  pour  déterminer  la  réfraction  de  toutes  sortes  de 

.  liqueurs  transparentes.  Mém.  de  Berlin.  XII.  1756.  p.  235. 

698.  i«.  Essai  d'une  explication  physique  des  couleurs  engendrées 

sur  des  surfaces  extrêmement  minces.  Mém.  de  Berlin. 
FUI.  1752.  p.  262. 

699.  17.  De  motu  et  atlritu  lentium,  dura  super  catinis  poliunlur. 

JS\  Comm.  FUI.  1763.  p.  25 \. 

700.  ls.  Nouvelle  manière  de  perfectionner  les  verres  objectifs  des 

lunettes.    Mém.  de  Berlin.  XFII.  1761.  p.  181. 

701.  it.  Constructio  lentium  ohjeeti varum  ex  duplici  vitro.  Ou- 

vrage séparé.    St.- Pétersbourg.  1762.  4. 

702.  ao.  Recherches  sur  la  confusion  des  verres  dioptriques  causée 

par  leur  ouverture.  Mém.  de  Berlin.  XFII.  1761.  p.  107. 

703.  ai.  Recherches  sur  les  moyens  de  diminuer  ou  de  réduire 

même  à  rien  la  confusion  causée  par  l'ouverture  des  verres. 
Mém.  de  Berlin.  XFII.  1761.  p.  147. 

704.  aa.  Considérations  sur  les  difficultés  qu'on  rencontre  dans  l'exé- 

cution des  verres  objectifs  délivrés  de  toute  confusion. 
Mém.  de  Berlin.  Xf  III.  1762.  p.  117. 

705.  15.  Sur  la  confusion  que  cause,  dans  les  instruments  dioptriques, 

la  diverse  réfrangibililé  des  rayons.  Mém.  de  Berl.  XF III. 
1762.  p.  195. 
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706.  24.  Recherches  sur  les  lunettes  a  trois  verres  qui  représentent 

les  objets  renverses.   Mèm.  de  Berlin.  XIII.  1757.  p.  323. 

707.  25.  Sur  la  perfection  des  lunettes  astronomiques  qui  représentent 

les  objets  renversés.  Mèm.  de  Berlin.  XVII.  1761.  p.  212. 

708.  26.  Des  lunettes  à  trois  verres  qui  représentent  les  objets  de- 

bout.   Mèm.  de  Berlin.  XX.  176*.  p.  200. 

709.  27.  Considérations  sur  les  nouvelles  lunettes  d'Angleterre  de 

M.  Dollond,  et  sur  le  principe  qui  en  est  le  fondement. 
Mèm.  de  Berlin.  XVIII.  1762.  p.  226. 

710.  2S.  Recherches  sur  les  nouvelles  lunettes  de  cinq  et  six  verres 

et  snr  leur  perfection  ultérieure.  Mise.  Taurin.  III.  1762  — 
1765.  p.  92. 

711.  2».  De  phaenomenis  coeli  per  segmenta  sphaerica  diaphana  spec- 

tati.    If.  Comm.  XI.  1767.  p.  185. 

712.  3o.  Annotalio  in  dissertatiouem  Cel.  Kratzeusteinii  de  tubî 

iconanlidiptici  sive  diiplîcantis  emendalione.  A.  III.  I. 
p.  201. 

713.  81.*  Lettre  sur  la  perfection  des  lunettes.   Mèm.  de  Paris.  1756. 

p.  214.    Ed.  in  8.  p.  338. 

714.  «2.  Sur  la  perfection  des  verres  objectifs  des  lunettes.  Mèm. 

de  Berlin.  III.  1717.  p.  274.  " 

715.  88.  Sur  les  avantages  des  verres  objectifs  composés  de  deux 

verres  simples.    Mèm.  de  Berlin.  XVIII.  1762.  p.  249. 

716.  84.  Construction  des  objectifs  composés   de  deux  différentes 

sortes  de  verre  qui  ne  produisent  aucune  confusion,  ni  par 
leur  ouverture,  ni  par  la  diflérenle  réfrangibilité  des  rayons, 
avec  la  manière  la  plus  avantageuse  d'en  faire  des  lunettes. 
Mèm.  de  Berlin.  XXII.  1766.  p.  119.  '  : 

717.  86.  Construction  des  objectifs  composés,  propres  à  détruire 

toute  la  confusion  dans  les  lunettes.  Mèm.  de  Berlin. 
XXII  1766.  p .171. 

718.  86.  Méthode  pour  porter  les  verres  objectifs  des  lunettes  à  un 

plus  haut  degré  de  perfection.  Mèm.  de  Berlin.  XXIII. 
1767.  p.  131.* 
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719.  87.  Disquisitio  de  lentibus  objectivis  triplicatis,  quae  vel  nul- 

lam  confusionem  pariant,  vel  etiam  datam  confusionem  a 
reliquis  lentibus  orlain  destruere  valeant.  N.  Cotnm.  XVIIÏ 
1774.  p.  377. 

720.  «8.  Règles  générales  pour  la  construction  tant  des  télescopes 

que  des  microscopes.   Mèm.  de  Berl.  XV IL  1761.  p.  201. 

721.  s».  De  telescopiis  quatuor  pluribusve  (6.  7)  lentibus  inslrurtis 

eoru nique  perfectione.    N.  Comm.  XII.  1768.  p.  224>. 

722.  4o.  Règles  générales  pour  la  construction  des  télescopes  et  des 

microscopes,  de  quelque  nombre  de  verres  qu'ils  soient 
composés.    Mèm.  de  Berlin.  XIII.  1757.  p.  283. 

723.  41.  De  applicalione  lentium  objectivarum  ad  omnis  generis  le- 

lescopia,  ubi  agitur  de  perfectione  telescopiorum  1.  primi 
generis,  nullam  imaginem  realem  continentium;  2.  secundi 
generis,  seu  astronomicorum,  unicam  imaginem  realem  con- 
tinentium;  3.  tertii  generis,  duas  imagines  reaies  continen- 
tium.    N.  Comm.  XVIII.  1774.  p.  415. 

724.  4a.  Détermination  du  champ  apparent  que  découvrent  tant  les 

télescopes  que  les  microscopes.  Mèm.  de  Berlin  XV II. 
1761.  p.  191. 

725  .  48.  Recherches  sur  les  microscopes  simples  et  sur  les  moyens 
de  les  perfectionner.   Mèm.  de  Berlin.  XX.  1764.  p.  105. 

726.  44.  Recherches  sur  les  microscopes  à  trois  verres,  et  les  mo- 

yens de  les  perfectionner.  Mèm.  de  Berlin.  XX.  1764. 
p.  117. 

727.  46.  Emendatio  laternae  magicae  ac  microscopii  solaris.  N.  Comm. 

III.  1753.  p.  363. 

728.  4e.  De  novo  microscopiorum  génère  ex  sex  lentibus  composite. 

N.  Comm.  XII  1768.  p.  195. 

729.  47.  Instruction  détaillée  pour  porter  les  lunettes  au  plus  haut 

degré  de  perfection,  calculée  sous  la  direction  de  M.  Eu- 
ler  par  M.  N.  Fuss.  Ouvrage  séparé.  St.-Pèlersb. 
1774.  4. 
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730.  48.  Recherches  sur  les  télescopes   à  réflexion  et  les  moyens 

de  les  perfectionner.  Mém.  de  Berlin.  XVIll.  1762. 
p.  143. 

731.  40.  Recherches  sur  une  autre  conslruclion  des  télescopes  à  ré-. 

flexion.    Mém.  de  Berlin.  XVIII.  1762.  p.  185. 

PHYSIQUE. 

732.  t.  Tnquisitio  physica  in  causant  fluxus  et  refluxus  maris.  Bec- 

d.  p.  cour,  de  Paris.  IF.  1740. 

733.  a.  De  statu  aequilibrii  maris  a  viribus  solis  et  lunae  sollici- 

ta ti.    A.  IV.  L  1780.  p.  132. 

734.  5.  Tentamen  explicalionis  phaenomenorum  aëris.    Comm.  II. 

1729.  p.  347. 

735.  4.  Conjectura  circa  naluram  aëris,  pro  explicandis  phaenome- 

nis  in  atmosphaera  observatis.    A.  III.  I.  1770.  p.  162. 
s.  Recherches  physiques  sur  la  cause  de  la  queue  des  co- 
mètes, de  la  lumière  boréale  es  de  la  lumière  zodiacale. 
Mém.  de  Berlin.  IL  1746.  p.  117.  (V.  66V). 

736.  e.  Determinatio  caloris  et  frigoris  graduum  pro  singulis  ter- 

rae  locis  ac  temporibus.    Comm.  XI.  1750.  p.  82. 

737.  7.  Dissertatio  de  igne ,   in  qua  ejus  natura  et  proprietates 

explicantur.    Bée.  d.  p.  cour,  de  Paris.  IV.  1738. 

738.  s.  Dissertatio  de  magnete.     Op.  var.  arg.  III.  1751.  p.  1. 

Bec.  d.  p.  cour,  de  Paris.  V.  1744. 

739.  o.  De  observalione  incli nation is  magneticae  dissertatio.  Bée. 

d.  p.  cour,  de  Paris.  V.  1743. 

740.  io.  Recherches  sur  la  déclinaison  de  l'aiguille  aimantée.  Mém. 

de  Berlin.  XIII.  1757.  p.  175. 

741.  il.  Corrections  nécessaires  pour  la  théorie  de  la  déclinaison 

magnétique  proposée  dans  le  mémoire  précédent.  Mém. 
de  Berlin.  XXII.  1766.  p.  213. 
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I 

PHILOSOPHIE. 

•  •  • 

742.    1.  ©ebmiftn  t>on  ben  ÇUmcnten  brr  &6rpcr.    Ouvrage  séparé. 
Berlin.  1746.  4. 

74-3.    a.  Recherches  physiques  sur  la  nature  des  moindres  parties 
de  la  matière.    Op.  var.  a/g.  ï.  17  V6.  ».  287. 

744.  s.  Sur  la  nature  des  moindres  particules  de  la  matière.  Mêm. 

de  Berlin,  I.  1745.  p.  28.  H. 

745.  4.  Enodatio  quaestionis  :  Ulrum  materiae   facilitas  cogitandi 

trihui  possrt  nec  ne?  ex  principes  mechanicis  petila.  Op. 
var.  arg.  I.  1746.  p.  277. 

746.  5.  Réflexions  sur  l'espace  et  le  temps.    Mêm.  de  Berlin.  FF. 

1748.  p.  324. 

747.  a.  Rlttimfl  ber  Dfffnfcirang  gegra  bi e CÉinrourfe  ber  Srtpgfiftcr.  Ou- 

vrage séparé.    Berlin.  1747.  8. 

»  ■  » 

AGRONOMIE. 

748.  i.  Sîac^ricfjt  toon  cittent  ncitfii  îtftttcl  jur  SJcrmffmmg  beé  (Hetrcibré. 

Slb&.  ber  ©t.  ^etereb.  6f on.  (Scfcllfd).  FI.  1767.  p.  109. 

OUVRAGES  QUI  TRAITENT  DE  DIFFÉRENTES 

MATIÈRES. 

.t  .*\  .1*71  A\\  .>.^t>    Ui  •  ■t\' -    .  »i»  r»»<r.n**«i(J  .#  .KC'C 

1.  Opuscula  varii  argument!.     Ouvrage  séparé,  Berlin. 

H*       1746  —  1751.    3  voll.  4. 

a.  Opuscula  analvlica.    Ouvrage  séparé.  St.-Pétcrsbourg. 

...  ,     1783-1785.  2  voll.  4. 

Les  mémoires  renferme*  dans  ics  deux  ouvrages,  ainsi 

es  * 

que  ceux  qui  forment  le  4  volume  de  la  2  édition  des_ 
.  ,         InstUutioncs  Cale,  integr,  sont  enregistres  dans  les  calé- 
go.ies  ci-dessus,  chacun  à  sa  place  respective,  avec 
voi  à  ces  ouvrages. 
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74-9.  8.  Lettres  à  une  princesse  d'Allemagne  sur  quelques  sujets  de 
physique  et  de  philosophie.  Ouvrage  séparé.  St.-Pé- 
tersbourg.  1768  —  1772.  3  voll.  8. 

750.  4.*  XCIV  Lettres  à  Chr.  Goldbarh  sur  différents  sujets  des 
mathématiques  pures  et  applique'**  jivec  les  réponses  de 
Goldbach).  Forment  le  1  volume  de  <  ette  Correspon- 
dance matlicmatique  et  yliyslque. 


B)    PIÈGES  INÉDITES. 

a)   Marque'es  dans  Y  Eloge  parmi  les  manuscrits. 

751.  î.  Solutio  problematis  difficillimi  ex  methodo  tangenlium  in- 

versa. (1774  mai  12). 

752.  a.  De  molu  sanguinis  per  arterias.  (1775  décembre  21.  Le 

commencement  de  ce  mémoire,  écrit  de  la  main  de  Fuss, 
manque).  i       .  i 

753.  S.  Constructio  manometri ,  densitatem  aëris  quovis  tempore 

accurate  moristrantis.    1781  mars  22). 

754.  4.  Recherches  sur  deux  problèmes  de  l'analyse  de  Diophante. 

(1781  mars  \\ 

755.  6.  Supplément  au  problème  de  quatre  nombres,  dont  la  somme 

de  deux  fasse  toujours  un  nombre  carré.  (1781  avril  23), 

b)    Non  contenue  dans  l'Eloge, 

756.  i.*  Astronomia  mechanica.  Manuscrit  in-4to  avec  quatre  plan- 

ches, d'une  écriture  très  serrée  de  la  propre  main  d'Euler,- 
91  feuillets  de  texte. 

Contenu: 

Cap.    I.     De  viribus,  quihus  corporn  cooloslia  sollicttantur.  $§1—60. 
feuillet  1. 

Cap.  II.    De  motu  duorum  corporum  sphaericoruin  se  nmluo  attra- 

hentium.  g  61  —  109.  f.  17. 
Cap.  III.  Aliae  invrsnpaiiones  molu.s  duorum  corporum  sphaericoruni. 

8  110-  127.  f.  30. 
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Cap.  IV.  De  motu  duorum  corporum ,  quorum  alterum  tantum  est 
sphaericura.  §§  128  -  149.  f.  36. 

Cap.  V.  Detprmiuatio  motus  corporis,  quaudo  inler  vires,  qui  bus 
sollicitatur,  una,  ad  punctum  fixum  tendens ,  quadrato  di- 
stanliae  ab  eo  est  reciproce  proportionalis,  reliquae  vero 
vires  prae  illa  sunt  valde  parvae.  $§  180  —  179.  f.  44. 

Cap.  VI.  De  motu  tri  uni  corporum  sphaericorum  se  rautuo  attra- 
hentium  in  génère.  §§  180  —  197.  f.  61. 

Cap.  VII.  De  perturbatione  motus  momentanca  a  vi  quacunque  sol- 
licitante oriunda.  $§  198  —  219.  f.  72. 
Digressio,  qua  effectua  cometac  A.  1789  expeclati  in  motu  terrae 
perturbando  investigatur.  f.  80. 


C)  PIÈCES, 

marquées  dans  la  liste  des  manuscrits  de  VEloge,  mais  qui  ne 
se  sont  trouvées  ni  aux  archives  de  l'Académie,  ni  daus 
aucun  Recueil  publié  après  la  mort  d'Euler. 

i.  a.  1775.*)  Metbodus  motum  corporum  tam  perfecte  flexibilium 
quant  utcunque  '  elasticorum  non  m  codem  piano  sitorum 
determinandi.  (Deux  mémoires.  Les  protocoles  de  1775 
ne  fonl  aucune  mention  de  ces  mémoires). 

s.    1776.  De  quadratis  magie  is.  (Octobre  21). 

4.  1777.  Evolulio  formulae  analylicae,  cui  theoria  astronomiae  po- 
tissimum  innilitur.   (Septembre  4). 

6.  1778.  Enodalio  insignis  paradoxi  in  determinatione  perturba- 
tionum  motus  planetarum  occurrentis.  (Les  protocoles  de 
1778  ne  font  point  mention  de  ce  mémoire). 

6.    1778.  Additamenlum  ad  dissertât ionem  Tom.  XI.  Nov.  Coram. 

inserlam.  (>e  se  trouve  par  sous  ce  titre  dans  les  pro- 
tocoles de  1778). 

Ce  mémoire  se  trouve  cité  dans  une  notice  écrite  de  la  main 
de  Nicolas  Fuss  et  intitulée:  Indication  du  contenu  de  quel- 


*)  Les  dates  sont  déduites  de  l'endroit  qu'occupent  ces  titres  dans  la  liste 
«le  V Eloge,  dans  la  confection  de  laquelle  on  s'est  évidemment  conformé  a 
l'ordre  chronologique. 
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qu*s  mémoires  d' Euler  dont  le  titre  est  trop  général,  (anjctac 
Uê  3n&alt«  «inifler  Çuter'faer  Ht>t>anblunfl«n,  bcren  îitul  ju  atlfleimin 
flnb).  Il  y  est  dit  que  ce  mémoire  contient  des  remarques  sur  les 
dernières  parties  des  diviseurs  des  nombres  contenus  dans  la 
forme  mx^-^-njr11.  Ceci  pourrait  faire  supposer  que  ce  mémoire 
est  identique  avec  celui  qui  porte  le  titre:  De  divisoribus  nume- 
rorum  in  forma  mxt-\-nyx  contentarum.  (Mémoires  T.  V.  p.  3) 
et  qui  manque  dans  la  liste  de  V Eloge,  si  seulement,  dans  cette 
pièce,  il  y  avait  le  moindre  renvoi  au  tome  XI  des  Novi  Com- 
mentant, ou  si  ce  dernier  volume  renfermait  un  mémoire  quel- 
conque dont  celui-ci  pourrait  passer  pour  supplément.  Or  le 
tome  XIV  des  Cowmcntarii  contient  effectivement  une  pièce 
inscrite:  ThcoremaU  circa  divisorcs  numerorum  in  hoc  forma 
jtax±qb%  contentortun  et  &  laquelle  pourrait  bien  se  rapporter 
le  mémoire  De  divisoribus  etc.  cité  ci -dessus.  Aussi  ces  deux 
mémoires  se  suivent -ils  dans  notre  liste;  ils  portent  les  numéros 
13  et  14. 

1.  1779.  Methodus  facilis  inveniendi  radium  osculi  pro  curvis  non 
in  eodem  piano  sîtîs.  (Janvier  11.  Fait  peut-être  partie  des 
deux  mémoires  intitules:  Methodus  facilis  omnia  sympto- 
mata  curvarum  non  in  eodem  piano  silarum  investigandi 
N.  A.  VI.  I.  p.  19.  37.  (V.  cette  liste  NN.  401.  402> 
Ces  deux  mémoires,  comme  on  le  voit  par  l'astérisque, 
manquent  dans  la  liste  de  Y  Eloge). 

s.  1780.  De  momentis  virium  respectu  axis  cujuscunque  invenien- 
dis;  ubi  plura  insignia  symptomata  circa  binas  rectas  non 
in  eodem  piano  sitas  explicantur.  (Août  H). 

».  1780.  Methodus  facilis  omnium  virium  momenta  respectu  a\is 
cujuscunque  determinandi.  (Août  H). 


Le  nombre  des  pièces  imprimées,  mais  qui  ne  se  trouvent  pas  dans  la 
liste  de  V Eloge  s'élève  à  81. 
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ET 

CIIR.  GOLDBACH. 

1T39  - 1763. 
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LETTRE  I. 

ES  OLE  H    à  GOLDBACH 


Sommaire.     Interpolation  de»  »«jrie»  à  loi  variable.  Premier»-  appliratinn  d«-«  calciih 
différentiel  et  intégral  a  U  doctrine  de»  séries. 


Vir  Geleberrime.  Petropo|;  ,  |f  0ctobr  A  m9 

Clum  nuper  in  nonnulla  incidis&cm,  quae  ad  interpolandas 
séries,  legem,  uti  appellare  soles,  variabilem  habentes,  facere 
visa  sunt,  ea  accuratius  rontemplatus  sum,  et  multa,  quae 
hue  attinent,  detexi.  Quae,  quia  Tibi,  Vir  Geleberrime, 
placitura  esse  milii  signihVavit  Clarissimus  Bernoulli ,  Tibi 
scribere ,  Tuoque  submittere  judirio  statut.  Hujus  seriei 
1,  2,  6,  2\,  120,  etc.,  quam  a  Te  multum  tractatam  esse  vidi, 
hune  inveni  terininum  «reneralem 

•  Vf 

t  1 m    H  —m  3 /n    3 1  —  r" .  \  m  kx~m.bm 
i-\-m        2-f-m  3-f-m  4 -|- m 

ex  infinito  faetorum  numéro  eonstantem ,  qui  terminum 
ordine  mmum  exprimit.  ïs  quidem  in  nullo  casu  abrumpîtur, 

et  aeque  si  m  est  numerus  integer,  tantum  ad  verum  magis 

*■ 
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magisque  accedit,  ac  si  m  fuerit  fractus.  Sed  tamen  per  eum 
admodum  prope  quemque  tcrminum  invenire  liret,  idque  eo 
farilins,  quo  minus  assumattir  m.  Si  autrui  aliquot  solum,  uti 
visum  sit ,  fartorihus ,  termino  generali  commodior  induri 
potcst  forma:  ut  si  duohus  prioribus  factoribus  eontenti  esse 

velimus,  hahchitur     ,  \  *  ,  3"'  pro  termino  ordine  m.  Sîn 

autem  generaliter  n  factores  capiantur,  sequentibus  reliquis 

1  1  3  n 

neglcctis,  erit  terminus  generalis  —  '   '   '-——t  -, — \  (n  + 

qui,  quo  major  aeeipitur  numerus  n,  eo  propifis  ad  verum 
accedet.  Gommunieavi  liaec  eum  Clar.  Bernoulli,  qui  pecu- 
liari  modo  eundein  fere  postremum  eruit  tcrminum,  in  hor 
a  meo  diversum,  quod  aliam  potestatem  loeo  (n  -f  \)m  ad- 
hibeat,  in  qua  determinanda  fortasse  fartorum  ncgiectorum 
rationem  babuit.  Credo  ipsum  Tibi  nuper  inde  deductum 
numerum  termino  seriei,  cujus  index  est  1{,  proximum  mi- 
sisse.  Potest  hie  terminus  generalis  praeterea  al  in  m  babere 
usum  in  inveniendis  factis  ex  infinito  factorum  numéro  con- 
stantibus,  quae  sint  aequalia  numéro  finito:  ut  posito  m  =  2, 

habebitur  factum  y  -  ^  •  j|  •  ^  .  ^  etc.  quod  aequale  est  2. 

Similiter  posito  m  3,  erit Y'^'^'TT^ ttn'  =  Terminum 
bunc  generalem  ex  eo  inveni  fundamento,  quod  baec  séries 
1,  2,  6,  2V,  etc.  in  infiniturn  continuata  tandem  evadit  geo- 
metrica.  Et  bujusmodi  terminus  générales  etiam  pro  aliis 
scriehus,  quae  in  infiniturn  eum  gcomctriris  confunduntur, 
exhibere  in  promtu  est.  Sed  cum  hoc  modo  termini  inter- 
medii  non  nisi  veris  proximi  inveniantur,  omissa  hac  serie- 
rum  tractandarum  ratione,  aliter  in  hac  re  versari  coepi, 
in  id  intentas,  ut  terminos  intermcdios  non  tantum  veris 
proximos,  sed  ipso»  veros,  si  fieri  posset,  invenirem.  Ad  id 
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vero  inveniendum,  cum  seriei  terminum  generalem  haberi 

oportere  visum  sit,  quem  vero  peculiarem  et  ab  adhuc  usi- 

tatis  longe  diversam  habiturum  formam  praevidi.  Obtulit  se 

igitur  nova  quaedam  terminorum  gcneralium  forma,  quae 

quideni    ad   omnes  prorsus  séries   potest  aeeomodari  jam 

rognitas,  sed  longe  ea  latins  patet,  quippe  intinitarum  série- 

rum  legem   variabilem   habentium,  quarumquc  adhuc  me- 

thodis  consuetis  nulli  terinini  générales  inveniri  potuerunt, 

determinare  possum  tcrminos  générales.  Ili  autem  sunt  ejus- 

modi,  ut  termini  qui  vis,  sive  eoruin  exponentes  sint  numeri 

întegri  sive  fracti,  inde   exacte  inveniri  queant,  qiiatenus 

scuicet  rei  natura  permittit.  Evenire  enim  solet,  ut  inventio 

terminorum  intermedioruni  a  quadratura  cireuli  pendeat,  vel 

a  Jogarithmis,  vel  alius  cujuspiain  curvae  quadratura.  Neque 

vero  terinini  générales,  qui  adhuc  in  usu  fuerunt,  hisce  de 

quibus  loquor,  pracstant,   verum   utriusque  generis  aeque 

i    a    s     4  « 

facilis  est  usus.  Fro  hac  quideni  série  1  .  2  .  6  .  2  V  .  120  etc. 
terminum  generalem  nondiim  inveni,  sed  pro  innumerabilibus 
aliis  similibus;   unde  id  tamen  assecutus  sum,   ut  terminos 

inlermedios,  quorum  exponentes  sunt  y,  1^,  2~  etc.  rcipsa 
possim  determinare.  Terminus  autem  exponentis  ~  aequalis 
iuvciitus  est  buic         V  —  t  .  / —  1),  seu  quod  huic  aequale 

e*t,  lateri  quadrati  aequalis  circulo,  cujus  diameter  =:  1.  Ex 
quo  perspiciiiun  est,  naturam  rei  non  pcrmittcrc,  ut  is  nu- 
meri» evprimatur.  Sed  ex  ralionc  radii  ad  periphcriam  quasi 

data,  terminum,  cujus  exponens  est  ^  >  inveni  hune  0,8862269. 

Qui  si  imittipliretur  per  fJ  >  hahehitur  terminus  cujus  exponens 

hir  1,3293103.  Porro  hie  dm  tus  in  *  dabit  terminum  cujus 


exponens  est  y  et  ita  porro.  Possum  etiam  dare  eos 
nos,  quorum  exponentes  sunt  i ,        y,  J  etc.    Tum  ex 

1        3  5 

bis,  quorum  exponentes  sunt      ,  — ,  y  etc.  Sed  horum  de- 

terminatio  ab  altioribus  pendet  quadraturis.  Ex  régula  prin 

cipio  data  quaesivi  quoque  terminum  exponentis  y,  et  su- 

mendis  15  factoribus  eum  inveni  0,8932,  qui  aliquanto  major 
est  vero.  Serierum  jam,  quarum  habeo  terminos  générales, 
quasdam  bic  apponam,  quo  judicare  possis,  Vir  Geleberrime, 
quam   late  pateat  mea  metbodus.    Primum  hujus  seriei: 

113  4 

2    2.4     2.4.6     2.4.6.8  ,  , 

7'  3T5'  etc-   Inv™tu™  h"beo  terminum  gé- 

néraient, ex  quo  terminos  exponentium  y ,  ty,  2-^  etc.  in- 
veni utique  sequuntur.  Signifient  p  :  d  rationem  peripheriae 

ad  diametrum,  quo  po.ito  erit  ±±£.  ,  ±±±L  ele 

Aliae  séries ,   quarum  terminos  générales  reperi ,  sunt 

T'  375  *  4~T  ÏÔ'  ôTâ.n.n'  6 Î17l6~  21726  TJ  374'  4~5.6' 

1.2  3.4  ,3      11     50     274     H64         „  , 

5-«-7^etc-  nec  non  *T*  T*  24'  m'  Wetc'  Harumduae 
priores  quam  teneatit  legem,  ex  inspectione  intelligetur,  tertia 
vero,  cujus  lex  minus  clare  apparet,  est  summatoria  pro- 

gressionis  harmonicae  1,  y,  y,  y  etc.  Ex  ejus,  quem  ha- 
beo, termino  generali,  inveni  terminum  cujus  index  est  — 

bunc  —  2/2.  Terminus  vero  cujus  exponens  ->  est  2—  2/2. 

1  1 

Is  cujus  exponens  1-,  est  2  -|-  —  —  2/2,  tum  ille  cujus  cx- 

122 
ponens  2y,  est  2-f  y-f-  y  —  2/2,  et  ita  porro.  Significet 
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vero  /  2  logarithmum  hyperbolicum  binarii  qui  est  — 
0,6931  V718056.  Quae  cum  ita  se  habeant,  ut  termini 
générales  tôt  quadratures  comprehendere  debeant,  intelligitur 
eorum  inventionem  a  calculo  infinitesimali  peti  oportere.  Id 
ergo  hac  in  re  praestiti,  ut  calculum  difierentialem  et  inte- 
gralem  seriebus  tractandis  accomodaverim.  Quem  usum  no- 
vum,  etsi  ob  temporis  brevitatem  nondum  magis  excolere 
potui,  spero  adhuc  ampliorem  fore.  Tu  igitur,  Vir  Celeber- 
rime,  qui  hanc  de  seriebus  doctrinam  jam  tôt  tantisque 
inventis  auxisti,  judiotibis,  qitfd  a  liavt>  hoc  circa  séries  ver- 
sandi  modo  ampli  u»  expectandum  sit.  Maxima  vero  certe 
utilita»  atque  perfectio  acquiretur,  si  Ipse,  quomodo  quam 
commodissime  calculo  differentiali  hac  in  re  uti  conveniat, 
inquirere  dignaberis.  Hoc  enim  adbuc  mea  methodus  laborat 
incommodo,  quod  id  non  invenire  possim,  quod  volo,  sed 
id  vèlle  debeam,  quod  invenio. 
Vale  et  fave  Tui  observantissimo 

Eulero. 
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LETTRE  II. 


GoLDBACH    à  EuLER. 


Ct  que  c'est  que  le*  logarithme»  hyperboliques?  Théorème  de  Fermât. 


Vir  Clarissillie,  Moicuae  1  Decemhr.  1739. 

Ad  epistolam  Tuam,  quae  mihi  gratissima  fuit,  generatim 
respondeo  me  in  terminis  mediis  serierum  inveniendis  satis 
babuisse,  si  quos  in  numéros  rationales  cogère  non  possem, 
cosdem  per  séries  infinitas  numerorum  rationalium  utcunque 
exprimerem,  quodsi  deinde  ostendi  possit  seriem  hujusmodi, 
qua  valor  termini  medii  quaesiti  continetur,  vel  ad  numéros 
irrationales  vel  ad  logaritbmos,  vel  denique  ad  curvarum 
quadraturas  nondum  inventas  pertinere,  id  minime  contem- 
nendum  puto,  nam  si  alii  operam  dederunt  ut  incognitam 
rationem  diametri  ad  circulum  per  seriem  infinitam  deter- 
minarent,  e  contrario  summam  seriei  nondum  cognitam  per 
quadraturam  circuli  explicare  licebit,  bac  tamen  notabili  dif- 
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ferentia,  quod  numéros  irrationales  ad  rationales  redigi  non 
posse  facile  demonstretur,  qu  ad  ratura  m  vero  rirculi  numeris 
rationalibus  definiri  non  posse  nemo,  quod  sriam,  evicerit 

Terminum  gênerai  em  seriei  1  +  2  6  2*-+  etc  ,  quem 
pro  exponente  quocunque  m  facis 

1  -f/n       ]  +  3  -f  m  4 

sic  demonstro:  Sit  x  evponens  factoris  cujuscunque,  erit  for- 
mula generalis  factorum  ~  x  +  m  9  et  Pro^uctum  om" 
nium  factorum  a  primo  usque  ad  ultimum  cujus  exponens 
est  x,  inclusive,  (x+i)m:  (^>.^/^3)...(J^>>  Ex. 
gratia  si  m  =  2,  fiet  productum  factorum  ad  datum  quem- 
cunque  factorem  (cujus  exponens  est  x)  ^x^mi^x  j-2)= 

adeoque  productum  omnium  in  infinitum  =2.  Si  m  =  3, 
erit    simile    productum   ad   datum   quemcunque  factorem 

6  (x  +  1)*  :  ^— -—  )  (-~)  (~ 3-)  adeoque  productum  omnium 

in  infinitum  —  6,  et  sic  porro.  Sed  observasti  sine  dubio 
séries  algebraicas  omnes,  quarum  termini  consueto  more  per 
signum  -\-  conjungi  soient,  etiam  in  hujusmodi  factores  con- 
verti posse,  erunt  enim  bic  producta  factorum,  quae  illic 
sunt  aggregata  terminorum. 

Fateor  me  non  satis  perspectam  habere  naturam  loga- 
rithmorum  byperbolicorum ,  quîn  et  Cl.  Wolfius,  ubi  de 
logaritbmis  agit,  hyperbolicorum  mentionem  nullam  facit. 

In  reliquarum  serierum,  quas  commémoras,  terminis  ge- 
neralibus,  Tuo  more  per  factores  exprimendis  non  magnam 
video  difficultatcm ,  nam  seriei 

I        iJk    .    3.6  9        4.8.12.16  ■ 

T     -T5         io     5.9.13. n     e  c* 


t 


Digitized  by  Google 


fiât  =  x,  quod  si  nusquam  continuât,  erunt  factoret  nu- 
méro   infiniti;   sic    terminus    respondens   exponenti  -j-  fit 

12     3  4 

—  •  —  •  —  •  — •  •  etc. 
3     4     5  6 

c    .  .  2    .1.4  j    2.4.6       2.4.6.8  . 

Senei  - + —  +-        4-  +  etc.  terminus  generalis  est 

2(2/t-f  3)  4(2n-f  S)   6(2n4-l)  8(2n-+-9) 
3(2*+2)  "  6(2»+4)  *  T(2n-f  6)  '  9(2*+8>  *  elC' 

^pidY^3^+^+54ri+etc'  terminuf  generalisert 

1  ,3(4/»  +  2)   3(4«+6)   4(4/>-f-l0)   5(4»+14)  v 

2  \6(n  +  l)  *  10(n  f2)  '  14(«  +  3)  '  18(n+4)  *  V 

neque  adeo  difficile  est  assumerc  numéros  quadraturam  cir- 
culi  exprimentes,  aliunde  jam  cognitos  et  pro  iisdem  séries 
concinnare,  quarum  terminus  médius  hi  numeri  constituant, 
cujus  artificii  mihi  probe  gnarus  videris. 

Caeterum  egregias  plane  judico  methodos,  quarum  speci- 
mina  mecum  cummunicasti,  neque  dubito  quin  iisdem  vesti- 
giis  progrediens  multa  nova  et  praeclara  in  bôc  génère 
reperturus  sis  ;  misi  ego  quoque  nuper  ad  CI.  Bernoullium 
nostrum  theorema ,  quo  methodum  summandi  séries  ad  cal- 
rulum  quem  vorant  integralem  arcomodavi.  Vale. 

Goldbach. 

P.  S.  Notane  Tibi  est  Fermât»  observatio  omnes  numéro» 

2*— 1 

hujus  formulât-  2  -H  1 ,  nempe  3,5,17,  etc.  ea»e 
primo* ,  qiiam  tamen  ipse  fatebatur  se  demonstrare  non 
possc,  et  poat  eum  nemo,  quod  sciam,  demonstravit. 

m«  1  .„.i 
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LETTRE  III. 

EULBH     ft  GOLDBACH. 


Sommaire  UmJIC  du  calcul  intégral  dm*  la  recherche  des  termes  généram  des 
Miiles.  Digression  sur  U  théorie  des  logarithmes  et  les  logarithmes  bjrper* 
boliques.  Sur  le  théorème  de  Fermât  de  la  lettre  précédente. 


Vir  Gcleberrime,  Petropoi;  d  8  Januar  17so 

Quae  nuper  de  mt;tbodo  mea  progressionum  terminos  me 
dios  ex  quadraturis  inveniendi  scripsi,  ea  non  ope  seriertim 
intinitarum  termines  illos  exprimentium  perficio,  maxime 
enim  arduum  esse  arbitror  de  quaque  «crie  infïnita,  ad  quam 
pertincat  quadraturam,  pronunciare;  quanquam  non  negem, 
me  primo  ex  série  terminum  generalcm  progressionis 
1  -f-  2  +  6  +  24  +  etc.  exhibente,  quam  Tibi,  Vir  Celeber- 

rime,  perst  ripsi ,  conrlusisse  terminum  ordine  —  a  quadratura 

rirruli  pendere.  Deinde  autem  eodem  modo  circa  alias  pro- 
gressiones  versari  diffidt  ns  id  meditatus  sum,  quomodo  alia 
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via  eodem  pervenire  possem,  quae  non  seriebus  dignoscendit 
contineatur.  In  aliam  igitur  atque  novam  incidi  rationem 
progressionum  terminis  generalibus  denotandarum.  Ea  in  hoc 
consistât,  ut  formulas  intégrale»  in  terminos  générales  reci- 
piam.  Ad  hoc  autem  adductus  sum  considerans  ad  ea,  quae 
a  communi  algebra  perfici  non  possent,  analysin  infinitorum 
plerumque  facilem  praebere  aditum.  Sed  termini  hujusmodi 
générales  toties  consuetam  induunt  formam,  quoties  for- 
mulae  illae  intégrales  algebraice  exprimi  possunt,  quibus  in 
casibus  progressions  omnes  termini,  sive  exponentes  sint 
numeri  fracti,  sive  integri,  algebraice  exhibentur.  Quando 
vero  illae  formulae  integrationem  universaliter  non  admit- 
tunt,  omnes  termini  algebraice  exponi  nequeunt,  sed  qui- 
dam a  quadraturis  curvarum  pendebunt,  quae  inde  cognos- 
cuntur.  Cum  igitur  in  nonnullis  seriebus  observassem  ter- 
minos quosdam  medios  a  quadratura  circuli  pendere,  in 
earum  termini»  generalibus  necessario  formulae  intégrale! 
inesse  debere  visae  sunt  Sequcnti  autem  modo  hujusmodi 
formulis  intégral ibus  utor.  Quando  dico  seriei  cujuspiam 
terminum  gênerai  cm  esse  fPdx,  intclligi  oportet  ex  eo  ter- 
minum  quemeunque  indicis  n  inveniri  posse.  Indicat  vero 
hic  P  functionem  quandam  ex  x  et  constantibus  quantitati- 
bus  una  cum  n  indice  compositam;  refero  scilicet  n  ad  con- 
stantes, ut  unica  variabilis  x  adsit.  Jam  fPdx  hoc  modo 
dat  terminum  nmnm.  Integretur  fPdx  vcl  reipsa ,  si  tieri 
pot  est  f  vel  ad  quadraturam  curvae  convenientis  referatur; 
tanta  autem  constans  adjiciatur,  ut  lot  uni  evanescat  posito 
x  ~  0.  Deinde  ponatur  x  —  constant i  cuiriam  quantitati  (  in 
sequentibus  seinper  pono  x—\),  habebitur  funetio  quacdain 
quantitatum  constantium  et  indicis  n,  quae  erit  ipse  termi 
nu»  nu,u».    Fieri  mine  potest,  praeeipue  si  n  in  exponentes 
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ingrediatur,  ut  positis  loro  n  certis  numcris,  formula  inte 
grari  posait,  «mus  vcro  si  alii  substituantur.  Quo  fit,  ut  alii 
tcrmiui  algebraiee  seu   in  numeris  cxprimi  queunt,  alii  a 
quadraturis  pcndeant.    Ut  Uni  li  nu  m  generalem  reperi  liunc 

Qui  quomodo  rongruat,  ut  appareat,  sit  azz2,  habcbitur 
—  Jdx  (  I  —  x)%  yx  —  yr         x*-\-  xJ  ;   ponatur  .t  —  1 , 

orictur  terminus  secundus  zz   ^?  4-  t  zz  — «    Idem  hic 

terminus  generalis  omnes  terminus  medios  suppeditat,  ut  sit 
n  =  —  t  ent  2fdxV{x  -  xx)  terminus  quaesitus.  Sed 
2/dxVr(x  —  xx)  exhibet  segmentum  eirculi,  cujus  sagitta 
est  x,  radio  existent*  —f  seu  diametro  1.   Ponatur  x  zz  t , 

erit  terminus  ordine  ^aequalis  areae  cireuli,  cujus  diameter  zl  1. 

Similitcr  alii  termini  medii  determinantur.  Hujusmodi  ter- 
mino»  générales  omnium  earum  progressionum,  quarum  men- 
tionem  feei,  aliarumque  infinitarum  similium  dare  possum. 
Quousque  autem  hacc  metbodus  pateat  ut  posais  cognoscerc, 
Vir  Celeberrime,  generaliora  hic  adjungo.  Fundamenti  loco 
mihi  fere  fuit  haec  progressio  t  i  .2  4-  1-2.3  -(-etc.,  cu- 
jus terminus  generalis  mihi  inventus  est  Jdx(—  Ixf.  Ni- 
niirum  sumto  integrali  positoque  x  zz  1  ,  prodit  terminus 

cujus  index  est  y«  Dénotât  autem  Ix  logarithmum  hyperbo- 

licum  ipsius  x.  Antequam  vero  ostendam ,  quomodo  haec 
formula  progressioni  satisfariat,  explicabo ,  quod  Te  non  satis 
perspicere  innuis,  quo  différant  logarithmi  hyperbolici  ab 
urdinariis.   Si  constituatur  progressio  geometrica 
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A  .  .  1 ,      a,       a*,        a*.        a\        a*,  ete 
l'If  JIIO  subseribatur  arithmetica 

B.  .b,  A-fc.  £  +  2e,  6  -f-  3c,  b-\-\c,  6  + 5e,  etc. 

hahcbit  quilibct  terminus  progression is  A  sive  eorum  qui  ad- 
sunt ,  sive  inlerpolatorum  respondentem  in  progressione  B. 
Ili  terinini  progressions  B  respondentium  terminorum  in 
progressione  A  vocantur  logarithmi.  Jam  cum  innumerabilcs 
progressions*  arithmeticae  subs(  ribi  possint,  perspiruum  est 
innumerabilia  dari  systemata  logarithmorum.  In  vulgari  sy- 
stemate,  quorum  tabulae  a  Briggio  et  Vlacquio  eomputatae 
habentur,  loeo  seriei  geometricae  A  posuerunt  1. 10, 100,  1000 
etc.  et  loeo  arithmetieae  sumserunt  hane  0 ,  1  ,  2 ,  3 ,  K  etc. 
ita  ut  logaritlimus  unitatis  sit  0,  denarii  1  etc.  Ex  hoc  in- 
telligitur,  ad  systema  quodpiam  logarithmorum  eondendum, 
duorum  quorundam  numerorum  logarithmos  pro  lubitu  ac- 
l ipi  posse,  e  quibus  deinde  omnium  numerorum  logarithmi 
determinantur.  Ita  in  systemate  logarithmorum  hyperbolicorum 
etiam  pro  logarithmo  unitatis  ponitur  0,  et  pro  numéro  qui 
îmilatem  quantitate  infinité  parva  superat,  ut  i-\-dz  assu- 
mitur  logarithmus  hoc  ipsum  dz,  Vel  séries  A  est 

1,  M -Ml),  (l+</«)\  A+dz?  etc. 
et  séries  B  logarithmos  rontinens  est 

0,     dz,        2dz,        Zdz  etr. 

Logarithmi  ex  bac  positione  deducti  sunt  ii  qui  voeantur 
hyperboliei ,  eo  quod  iidem  sint,  ae  illi  qui  ex  quadratura 
hypcrbolae  eruuntur.  In  hoe  systemate  est  logarithmus  binarii 
0.693H7180559M5  et  logarithmus  denarii  est 
2,30258509299V0fc5  ut  ipse  calculo  aliquoties  repetito  invcni. 
Sin  autcm  accident,  ut  logarithmis  hyperboliri»  uti  oporteat. 
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non quidem  necesse  eat  tabulam  eorum  ad  manu»  babere. 
*ed  Vlacquiani  in  usum  vocari  possimt  dummodo  singuli 
logarithmi  per  2,302585  etc.  multiplu  entur.  Scraper  autem, 
quando  in  calculo  infinitesimali  de  logaritbmis  sermo  est, 
hyperbolici  intellîguntur.  Et  hanc  ob  rem  in  termino  gene- 
rali  lx)°y  l  désignât  logarithmum  byperbolicum.  Ut 

nunc  appareat,  quomodo  haec  formula  qucmvis  termtnum 
praebeat,  sit  n  22  3,  habebitur  fdx  (  —  /a?)*  zz — x  (lx)* 
-\-  3a;  (lx)%  —  §xlx  -j-  6a? ;  constantis  additione  opiis  non 
est  Ponatur  ergo  x  rr  1  :  proveniet  terminus  tertius  zz  6. 
Omnes  enim  termini  in  quibus  est  Ix  evanescent,  quia  /lzzO. 
Simili  modo  omnes  termini  numéros  integros  babentes  uruun- 
tur.  Sed  qui  valor  sit  eorum,  quorum  indices  sunt  numeri 
fracti,  id    difficilius  eruitur.    Deducit  enim  ad  quadraturas 

ourvarum  transcendentium ,  ut  terminus  ordine  \  determina- 

tur  s  quadrature  eurvae,  ad  quam  est  y  y  -f,  fa  0,  cum 
Uroen  eundcm  «ntc  a  quadrature  circuli  pondère  depreben- 
derim,  Verwn  tamen  alia  mibi  insuper  est  methodus  eosdem 
terminas  ad  ciurvarum  algebraioarum  quadraturas  reduccndi, 
quae  boc  tbeoremate  continetur:  Terminus,  eujus  index  est 
p  '■  q ,  arquai is  est 

^(|.2.3...p)[(af+l)(^+i)(^+t)-..(^+l)]. 

[_(fix{x-xxfi)(fdx{xx  r-  «,)î)-.(/(fe(a^-I-a^)^)] 

p_ 

quae  çxpressio  aequi valet  k«ic  fdx{~  lx)f .  Ponatur  ex.  gr. 

p=1  et  <yzz2  ut  terminus  ordine y  inveniatur,  abibit  for- 
ma gejierali»  in  Yi  ,2fdxV(x  —  xx)-,   sed  jam  ostensum 
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est  2fdxV(x  —  xx)  dare  aream  circuli  diametri  1,  quare 
in  série  1  +  1.9+  t  .2. 3  +  1 .2.3.*  -+-  etc.  terminus  cujus 

index  est  -î-  aequalis  est  radici  quadratae  ex  circulo  cujus 

diameter  est  1.  Gum  igitur  fdx(—  lx)n  sit  terminus  generalis, 
seu  terminus  ordine  n  hujus  seriei,  habeo fdx( — lx)n  —  1.2.3...n, 
quod  in  serierum  hanc  includentium  terminis  generalibus 
inveniendis  magni  est  momenti.  Nec  minus  hoc 

m. m  +  l.m  +  2...  m  +  *  =  ^*|Z/*)"»tr  Maxime  univer- 
sale  et  latissime  patens  est  hoc  theorema 


v+»)(/+%)t/+*)...(/+M)=^+l^#w 

unde  facile  fluit  hoc: 

(A  4-  *)  (*  +  3*)-  .  •  -(h+nk)       *"+»(/+(«+lW^  Ux  (1  -  xf 

Ex  hoc  theoremate  facile  est  invenire  omnium  hujusmodi  se- 
rierum, quarum  termini  sunt  farta,  in  quae  ingrediuntur 
quantitates  in  arithmetica  progressione  progredientes,  termi- 
nos  générales.  Ut  proposita  sit  haec  progression  de  qua  nuper 

ei  .  3.6.9 

mentionem  feci,  —  V  —  +  — —  +  etc. 

Hujus  terminus  ordine  n  est 

n .  1  n .  3  n . .  .  n  n 


(n  -4- 1  )  (  1  n  + 1  )  (3  n  + 1  ) . . .  (n  n  -f  1  ) 

Hune  comparo  cum 

if+g)  <J+  *g)  (/+  3g) .  ■  .  (/+  ng) 
(A  +  *)  (A  +  2k)  (A  +  3*)  .  .  .  (A  +  n  A) 

quae  formula  ut  in  illam  transmutetur,  oportet  sit/=0, 
g=zn  et  hz=.i,  k=.n.   His  valoribus  substitutis  prodit 

n.ln.Sn  nn   (i  +  n+nn\fx"dx  (i  —  x)n 

(«4-l)(2n4-lK3»+l)....(nn4-l)—       (««+«)<//*(!- ri" 
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«i  quod  crt  lerminu.  gênerai»  prognwion»  propoùtae.  Ert 

tem  Jx  (1  —  a:)"  integrabile,  intégrale  enim  est  C—  

Constans  C  débet  esse  —  — — ,  ut  poaitg.  x  ZZ  0,  totum  eva- 
ncscat,  Ponatur  nqnc  vzzi,  ut  principio  monui,  prodibit  C 
teo  — rr>  e*t  igttur  (nn-|-  n)fdx(\  — œ)n  =n,  et  îdeo  ter- 
minus  gênerai. s  seriei  propositae  hanc  habct  formam 

Sit  n  =  3,  ut  terminus  tertius  r4jg  prodeat  ;  habehitui* 

13  /    l    ,     /4  .  .        13    i       39    {    .    39    «  0  V 

y  fx*  dx(i  -  x)*  —  —  x* —  —x J  -\-  —  x*  — x% 

„     ,    .  13        39    ,    39  162 

ponatur  x  =  i  ,  ha  hehitur  —  -A  1  =:  —  ~  ter 

r  '  4        i    1    10  280 

mino  tertio.  Quaero  terminum  ordine  ^  ;  fiât  ergo  n  zz  y* 
habebitur 

Ergo  C  est  =:  y  —  T  +  *'  Ponatur  *  =  * >  restabit  solum  C, 
«u  y  —  y  +  1  —  — •  Algebraice  ergo  hic  terminus  ordine 

ydari  potest,  nec  non  ii,  quorum  indices  sunt  y,  y>  y  etc- 

omnes  numeris  exprimi  possunt;  qui  autem  quanti  sint,  alio 
modo  vix  fortasse  inveniri  posset.   Hic  autem  observo  hune 

terminum  ordine  y  aequalem  esse  termino  ordine  2,  et 
generaliter  terminus  ordine  —  aequalis  est  termino  ordine  n. 

Haec  fere  constituant  unum  genus  progressionum,  ad  quod 
mea  methodus  deduxit;  multa  quoque  ejus  ope  in  seriebus 
•ommandis  detexi,  et  praecipue  terminis  summatoriis  inve- 

Corr  math,  et  pkys  T.  I.  g 
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niendis  omnium  earum  progressionum ,  in  quarum  terminis 
generalibut  exponens  vel  index  in  denominatorem  ingreditur, 
ut  in  progressione  harmonica.  Sed  de  hU  alio  tempore,  *i 
ptacuerit,  scripturus  sum. 

Nihil  prorsus  invenire  potui,  quod  ad  Fermatianam  ob- 
teryationem  spettaret.  Sed  nondum  prorsus  persuasus  sum, 
quomodo  sola  inductione  id  inferre  légitime  potuerit,  cum 

certus  sim  ipsum  numeris  in  formula  2*  loco  x  subttituen- 
dis  nec  ad  scnarium  quidem  pervenisse.  —  Haec  igitur  bé- 
névole accipias  enixe  rogo  et  favcre  pergas,  Vir  Geleberrime, 
Tibi  obstrictissimo 

Eulero. 
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LETTRE  IV. 


GoLDBACH     à  EULER. 

Sou  ma  inc.    Sur    la  méthode  d'Eu  1er  pour  trouver  les 
».  Sur  le  théorème  de  Fermât. 


Moscuae  22  Mail  1730. 

Egregia  Teque  auctore  cligna  judico  quae  secundis  litteris 
meciun  de  termini*  generalibus  scrierum  commun irasti  ;  hoc 
tantum  in  methodo  Tua  cavendum  mihi  videtur,  ne  as»  imita 
integralis  fPdx  utrovis  modo,  hoc  est,  tam  posita  a?— 0, 
cjuam  posita  x  —  1 ,  in  nihilum  aheat.  Deinde  «ponte  moneo, 

1         2  4         3.6  9 

tenninum  generalem  seriei  —  -\-  —  -f-  4  7  |Q  +  etc.,  quem 

pro  exponentibus  non  integris  dederam,  non  quadrare,  faten- 
dum  tamen  est  terminum  generalem  ejusmodi 

ut  intelligibilis  fiât  in  seriem  infinitam  consueto  more  resolvi 
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dcbere,  cujus  singuli  termini  integrati  tandem  exhibebunt 
terminum  generalem  indefinitum ,  quem  etiam  sine  usu  arith- 
meticae  differentialis  infinitis  modis  produci  posse  constat 
Quod  ad  Fermatiï  observationem  attinct,  Tecum  sentio, 
non  credibile  videri,  eum  ad  sex  terminos  illius  suae  seriei 
exprimendos  progressum  fuisse,  neque  tanto  labore  opus  est 
ad  verisimilitudinem  illius  observation  i»;  facile  enim  experi- 
mur,  divisore  quocunque  accepto,  residua  ex  termini»  ordine, 
•quo  sequuntur,  divisis  in  circulum  redire;  sic  v.  gr.  terminus 

2**-j-l,  ubi  x—2,  divisas  per  7  relinquit  3,  ergo  termi- 
nus sequens  relinquit  idem  residuum ,  quod  relinquitur  ex 
divisione  numeri  (3  -  t  )*-+-!  per  7,  nempe  residuum  5; 
terminus  hune  sequens  idem  residuum  dabit,  quod  relinqui- 
tur ex  divisione  numeri  (5  —  l)*-f-i  per  7  divisi,  nempe 
3;  ergo  omnia  residua  possibilia  omnium  terminorum  seriei 
divisorum  per  7  (ubi  scil.  quotiens  sit  >  0)  sunt  vel  3  vel  5. 
Simili  rationc  facile  apparet  nu  11  um  terminum  seriei  Ferma- 
tianae  dividi  posse  per  numerum  <  100;  sed  quidquid  sit 
de  Fermatii  observatione,  hoc  certum  est,  omnem  numerum 
2r  1 ,  ubi  p  non  sit  ~  alicui  numéro  2"  (in  quo  n  est 
numerus  integer  affirmativus),  esse  non  primum,  cujus  qui- 
dem  divisores  facillime  inveniuntur.  Sic  numeri  284  -f-  1  di- 
visor  est  17,  numeri  2,,M-|-  1  divisor  est  257  etc.  Vale. 

* 

Goldbach. 
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LETTRE  V. 

'5  »  Il 

= 

&ULER     à  GOLDBUH. 

S°""A,,lt  Perches  ultérieure,  sur  le  théorème  de  Pcrm.t.  Pormule  qui  ex- 
prime U  nombre  de,  divûeti»  d'un  nombre  donné.  Chaque  nombre  et  la 
•onune  de  quatre  quarré..  Formule  pour  I.  quadrature  du  eerrle  de  Gré- 
foire  a  St.-Vincent 

»    '     *\         "»>  amit  +  (  %  +  ■»>  —      +  %  Wn 

Petropoli  die  «  Junii  1750. 

Po.tquam  ultima.  ad  Te  mitiittm  Httera.,  de  theoremate 
rermahano  diligentiu.  cogitare  coepi,  idque  non  tan,  leVi 
mxum  f.mdnm.nto ,  quam  primum  putaverara,  per.pexi. 
Quot.o»  enim  in  2"+  |  non  et  n  num.ru.  ex  progrewion. 
geometrua  t,  2,  4,  8,  etc.,  diviwre.  .emper,  ut  ip.e,  Vir 
Uleberr.me,  in  po.tremi.  litteri.  monui.ti,  «..ignari  po.,„„t. 
Nam  »■  n  e.t  numerii.  impar,  binomium  2"+  I,  vel  etiam 
generaliu.  a"  +  b"  poterit  dividi  per  a  +  b.  Si  praeter,,, 
l'ient  „  «Utiplum  quodpiam  numeri  impari.,  uti  «i  n=.ki, 
dénotante  i  numerum  quemeunque  imparera,  diviwr  cril 
o  +b.  Qiiao.obrcm,  cum  .olae  binarii  potentiae  han,  ba- 
bcant  proprietatem,  ,.t  per  nullum  numerum  impar,  ,,,  dividi 
powint,  praeter  unitatem,  .equitur  tum  solum  binomii  a"  +  o" 


ex  hoc  fonte  divisorem  assignari  non  posse,  quando  n  est 
potentia  quaedam  binarii.  Hoc  quidem  multum  ad  evinecn- 
dam  theorematis  veritatem,  scd  tamen  non  est  prorsus  suf- 
ficiens.  Quanquam  enim  pro  n  assumitur  dignitas  quaedam 
binarii,  tamen  ex  eo  inferre  non  licet  an-\-bn  nul I os  habere 
divisores;  ut  si  a  sit  =  fc.  et  bzz.%,  etiamsi  ponatur  nz:2, 
potcst  16  4"  9  dividi  per  5.  Conducit  ergo  investigare  casus, 
quibus  nihilominus  divisores  locum  babent  Perspicuum  est 
primum,  si  a  et  b  fuerint  numeri  inter  se  compositi,  ut  cf 
et  df,  bi  no  mi  uni  cnf  "  -\-  d"f  "  habere  divisorem  Dcindc 
si  a  et  b  utrumque  fuerit  numerus  impar,  dividi  semper 
poterit  per  2.  Denique  ut  hos  casus  universalius  evolvamus, 
sit  a  —  me     a,  et  b  =  me  -|-  0,  erit 

û«  -  «»  +  nan-lmc  +  -(^— )  a"-*m»c*  +  etc., 

et  ^r^+nr^c  +  ^r^V-f  etc., 
ergo  Q*  +  bm  =  (an  +  tl")  +  nmc(an  ~l  + pn~l) + 

n(npVm*c%(a—%+fln  a)  +  etc. 

Ex  hoc  apparet  singulos  progression is  terminos  praeter  pri- 
mum dividi  posse  per  me.  Quoties  igitur  an-\-$n  et  me 
communem  habent  divisorem,  per  eundem  et  a" -\-  b"  dividi 
poterit.  In  his  igitur  aliisque,  si  qui  forte  hic  non  continen- 
tur,  casibus,  quibus  a"  -\-  b"  non  fit  numerus  primus,  si 
non  comprehenditur  casus  Fermatii,  quo  a  — 2  et  bzz.  t, 
tuto  concludi  potest  2n  -|-  1  semper  esse  numerum  primum. 
Sed  forte  et  alia  hujusmodi  theoremata  invenire  licet,  ut 
3"  -j-  2",  si  n  fuerit  dignitas  binarii,  semper  numéros  primos 
mihi  dare  videtur.  Gaeterum  theorema  hoc  non  tam  saepe, 
si  unquam  fallit,  mihi  fallere  videtur,  quam  quae  de  diffe- 
rentiis  potentiarum  enunciant,  cujusmodi  est  hoc:  2"  —  l 
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Nam  si  ponatur  nzzll,  2U — 1,  vel  20  V7,  habet  divisorem  23, 
iimiliter  V7  metitur  2**—  1,  et  223  hoc  2*7  —  1.  Occurrit 
mihi  hic  terminus  generalis,  quem  aliquando  inveni,  vel 
functio  quaedam  ipsius  x,  quae  hanc  habet  proprietatem , 
ut  quicunque  numerus  loco  x  ponatur,  ea  det  numerum 
divisorum  ejusdem  numeri  ;  in  divisoribus  vero  habeo  et 
unitatem  et  numerum  ipsum,  ita  ut  numeri  primi  duos  tan- 
tum  habeant  divisores.  Est  itaque  haec  mea  formula  termi- 
nus generalis  hujus  seriei 

1,  2,  2,  3,  2,  k,  2,  kt  3,    \,   2,  6, 
1,  2,  3,  k,  5,  6,  7,  8,  9,  10,  11,  12, 
cujus  quilibet  terminus  indicat,  quot  index  subscriptus  ha- 
beat  divisores,  ut  6  habet  quatuor  i  ,  2,  3,  6.  Significct 
nunc  ar  numerum  quemcunque,  erit  numerus  divisorum 
ipsius  x  hic 

3-K- 0*-r         ')'+*  +  (- '),f4<fH)r4-<+(-On4-to. 

_ 

Désignant  vero  A  terminum  generalem  seriei  1 ,  1 ,  h ,  7 , 
13,  22,  etc.,  rujus  qui  vis  terminus  summa  est  duorum  pra«* 
redentium  et  2;  B  terminum  generalem  seriei  !,  1,  1,  6, 
11,  21,  M,  etc.,  cujus  quilibet  terminus  est  summa  trium 
praecedentium  -j-  3  ;  C  terminum  generalem  seriei  1,  1,  1,  1, 
8,  15,  29,  57,  etc.,  cujus  qui  vis  terminus  est  summa  qua- 
tuor praecedentium  -\-  h.  Similis  ratio  est  reliquarum  litte- 
rarum  D,  E,  etc.  Quaeratur  hinc  numerus  divisorum  se- 
narii,  erit  x  =  6,  A  —  22,  B  =  21 ,  C  =:  15,  D  zz  10, 

  •  ■ 

Ezzî,  Fr=:i,  et  reliquae  omnes  erunt  1.  His  positis  erit 
numerus  divisorum  senarii  zz 

2 


—  av  — 

quia  autant  ~~  I  efevatum  ad  numerum  parem  dat  +  1  et 
au  numerum  imparcm  —  1 ,  ont  numerus  aivisorum 
 a^l+l  +  l  +  1^14-i-i  +  l-f-<  +  l-~l-r-l~l.,^ 

qui  sunt  1,  2,  3,  6.  Si  îgitur  quig  potuerit,  formula  il  la 
posita  —  2,  eruere  quid  ait  x,  haberetur  terminus  generalis 
pro  série  numerorum  primorum;  sed  isthuc  pertingere  non 
spero.  Incidi  nuper,  opéra  Fermatii  lcgens,  in  aliud  quoddam 
non  inelegans  theorema:  Numerum  quemcunque  esse  summum 
quatuor  quadratorum,  seu  semper  inveniri  posse  quatuor 
numéros  quadratos,  quorum  summa  aequalis  sit  numéro 
dato ,  ut  7=1  +  1  +  1  +  Sed  tria  quadrata  nunquam 
invenientur,  quorum  summa  sit  7.  Ad  hoc  theorema  de- 
monstrandum  requiritur,  ut  gencrabter  quatuor  quadrata 
inveniantur  z1,  y*,  x1,  v%  quorum  summa  aequalis  sit  sum- 
mac  quinque  datorum  1  +  a*  +  6*  +  c*  +  d\  Alia  ibi  ha- 
bentur  theoremata  de  resolutione  cujusvis  numeri  in  trigo- 
nales,  pcntagonales,  cubos  etc.,  quorum  demonstratio  mag- 
num afferret  incrementum  analysi.  Ut  pagina  haec  impleatur 
transnibam  quadraturam  quandam  circuli,  quam  ex  propo 
sitione  aliqua  Gregorii  a  St.  Viacentio  elieui,  cujus  falsitateiu 
nemo  adhuc  ostendit.    Ea  haec  est:  Si  peripberia  sit  p  et 

diameter  à.  erit  $  =  eU  vero  A  = 

ubi  /il  :  5  dénotât  logarithmum  fraction»  ~  et  1.203  ;  53 

loi  22 
logaritbmum  hujus  — •  Haec  expressio  prope  ad  —  accedit, 

et  si  vera  esset,  magnum  sane  esset  inventum. 

Vaie  et  favere  perge,  Vir  Celeb.,  Tui  observantissimo 

Eulero. 
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LETTRE  VI. 


GOLDBACU     à  EtILER. 

SommAirB.   Réflexions  ultérieures   sur   le  théorème  de  Fermât  et  réponse  k  la 
lettre  précédente. 


Moscuae  d   |£  Junii  1730 

ii  vera  non  esset  Fermatii  propositio,  tamen  laude 
digna  mihi  videtur  propterea  quod,  cum  cjus  démonstration 
nem  investigamu* ,  in  alia  incidimus  theo  remata  quorum 
veritas  solidis  argumentis  evinci  potest,  qualc  est  illud  quod 
de  numéro  à"  -\-  b*  divisibili  per  a-\-b,  si  n  fuerit  numerus 
impar,  observasti. 

Praeterea  1)  si  a,  b,  n  sint  numeri  mtegri,  et  t±.  signi- 
ûcet  aequationem  impossibilem,  posito  ^"t"  zc  b,  sequitur 
a'-f-  *         numerum  primum  \  id  quod  démon  strari  potest 
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Sufficit  autem  pro  n  seligere  numéros  qui  n%  -\-  i  faciunt 
primo» ,  vidclicet  2,  6,  10,  U,  etc.  (sunt  enim  2* +  1, 
*.*-)_  I,  6*+i,  etc.  numeri  primi),  sic  verbi  gratia  quo- 

niam  illico  patet  numéros     =    et     =    non  esse  intègres, 

sequitur  numerum  20*  +  tzzW)t  esse  primum. 

2)  Verisimile  est  divisorem  minimum  (unitatem  et  nu- 
merum ipsum  hic  pro  divisoribus  non  habeo)  cujuscunque 
numeri  a%*-\-  1  esse  hujus  formae  n*X-|-  1 ,  sed  hoc  quia 
nondum  satis  examina vi,  affirmare  non  possum,  nisi  de  unira 
casu,  ubi  xzzl,  qui  facile  dcmonstratur.  Gaeterum  si  ve- 
rum  esset  quod  vcrisimile  dixi,  ex  co  dcmonstrarctur  theo- 
rcma  Fermatianum,  nam  v.  gr.  posito  a  zz2,  n  non  posset 
sumi  zz  1  (quoniam  n%  -\~  1  fieret  numerus  par,  atque  adco 
dividere  non  possct  numerum  imparem),  neque  ri  —  2  (quo- 
niam  divisor  n*  -f  I  fieret  zz  ipsi  dividcndo),  ergo  21  -f  1 
non  haberet  ullum  divisorem. 

Utrum  numeri  (3"  2")  (ubi  n  significat  dignitatem 
aliquam  binarii)  primi  sint,  non  dixerim;  si  conjectare  libet 
fortasse  etiam  (2 .  3)1  "  +  t  sunt  numeri  primi,  furtassc  et  ' 

x 

(2p)%   -h  1,  si  p  est  primus;  sed  quis  unquam  affirma  vit 
numéros  (2n  —  1)  esse  primo»,  si  n  sit  primus? 

Quae  de  termino  gcnerali  numerorum  primorum  invc- 
niendo  ex  formula,  numerum  divisorum  dati  cujusvis  nu- 
meri exprimcnte,  disscris,  ingeniose  m  édita  ta  agnosco,  eUi 
in  tisum  deduci,  ut  ipse  animadvertis,  vix  possint. 

Fermatii  et  Gregorii  a  S.  Vincentio  opéra  me  non  legiww' 
doleo.  Quod  ex  Fermatio  refers  thcorema:  Numerum  quem- 
cunque  esse  summam  quatuor  quadratorum,  demonstratum 
videre  ctipio,  facile  illinc  infertur  Numerum  quemcurufue  esse 
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summam  tôt  quadralorum  (3n  -|-  *)  mimer  us  pro  arbitrio 
sumtus  n  continet  imitâtes.  Sunt  mihi  complu ra  ejusmodi 
theorcmata  in  promtu ,  quorum  démonstrations  neque 
eiercitatissimus  Mathematicus,  nisi  forte  fortuna,  inveniat, 
etsi  sua  natura  facillimae  sint;  v.  gr.  nullum  numerum 
triangularem  si  ei  addatur  k ,  habcre  radiccm  rationalcm 
(H-tavae  vel  decimae  potestatis,  seu  quod  idem  est,  positis 

a  et  n  numens  integris  fore  1     1     zn  a  -*  • 

De  quadratura  circuli  per  logarithmos  numerorum,  quos 
in  litteris  Tuis  commémoras,  cxpressa,  vehementer  duhito, 
etsi  ad  verum  prope  accédât.  Sunt  etiam  numeri  surdi  sim- 
plices  qui  parum  a  vero  aberrant,  ut  si  data  diametro  —  1, 

peripheriam  dicamus  3  +  — >  hic  numerus  ne  quidem  i(m(jz 

a  vero  déficit;  ita  ut  non  putem  ullam  methodum  excogita- 
tam  esse  quae  rationem  diametri  ad  peripheriam  terminis 
tara  prope  veris  geometrice  definiat  quam  haec  ipsa;  quid 
enim  facilius  est  quam  diagonalem  quadrati  circumscripti 
dividere  in  partes  decem  et  unam  dccimam  addcre  ad  triplum 
diametri?    Vale  et  fave  Tuo 

Goidbach. 
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LETTRE  VII. 


ËULEtl     à  GoLDBACH. 


Pciru^U  die  96  Jubii  17SO. 

Thcorcmatis  Fcrmatiani  veritas  quotidie  mihi  magis  elucere 
videtur,  scd  tamen  dcmonstrationem  ejus  nondum  sum 
nac  tu».  Sunt  mihi  autem  nonnullae  ejus  invcntae  proprie- 
tates,  quae  fartasse  ad  démonstration  cm  conficiendam  uti- 
les esse  possent.   Fiat  séries  cujus  terminus  generalis  est 

2*  -|-  1  sequens  3,  5,  17,  257,  etc.,  cujus  singuli  ter- 
mini  secundum  Fermatium  sunt  numeri  primi.  Demonstrare 
autem  possum  nullum  terminum  per  quemquam  praeceden- 
tium  dividi  posse,  et  praeterea  si  quis  terminus  haberet  di- 
visorem,  sequentium  nullum  per  eundem  dividi  posse,  sed 
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lemper  résidu  um  fore  2.  Certum  igitur  ex  hoc  est, 

ejus  progressionis  terminos  înter  se  esse  primo»,  vel  duos 

reperiri  non  pusse ,  qui  communem  ha  béant  divisorem. 

Quod  o  o  +  1  sit  numerus  primus ,  quoties  in 

nullus  numerus  inveniri  potest,  qui  pro  n  substitutus  fractio- 
nem  mutet  in  numerum  integrum,  demonstrare  etiam  pos- 
ram  hoc  modo:  Tnvestigo  casus,  quibus  aa-\-b  (pono  autem 
fc<2o-f  1)  fit  numerus  primus.  Fiet  hoc  si  nullos  habct 
divisores;  si  haberet  autem  divisores,  il  esse  hujus  formae 
o  -f  m  et  a  —  n,  quia  igitur  aa  -\-  b  -=.  (a  -f  m)  (a  —  n),  erit 

n  =  ma~b  =  m  —  m*^b  —  Q  —  a*~b,  Quoties  erco  nullus 
numerus  inveniri  potest,  qui  loco  m  substitutus,  vel™^^  i 
«lï^t*.  vel  aJt±t,  faciet  numerum  integrum,  totie.  c.  +  é 

a  4- m  a  j-  m  v  1 

non  habet  divisores,  et  propterea  est  numerus  primus. 

Dicis  deinde,  Vir  Gelcberrime,  divisorem  minimum  ip- 
fiui  ûo+  1,  si  quos  habet  divisores,  esse  hujus  formae 
un +1.  Sed  puto  unitatem  pro  divisore  minimo  habere  op- 
portere;  nam  hoc  nisi  esset,  theorema  verum  non  esset.  Si 
enim  est  a  =  3fc,  erit  aa  4- i  =  1157,  cujus  minimus  divi- 
ser est  13.  Si  a  r=  76,  erit  oo -f-l  =5777,  cujus  minimus 
divisor  est  53.  Quanquam  autem  hi  divisores  minimi  non 
quidem  unitate  excédant  quadratum ,  tamen  sunt  fortasse 
omnes  su  m  ma  e  duorum  quadratorum. 

An  6*   -|-  1  sit  numerus  primus,  neque  affirmare  neque 

x 

negare  possum.  De  generali  formula  vero  (2p)*  -|-  I  ncg°> 
etiamsi  p  fuerit  numerus  primus  Nam  si  p  rz  5,  x  2, 
habebitur  10001,  qui  non  est  primus,  sed  divisorem  habet 
73.  Neque  etiam,  quod  suspicatus  eram,  3*  +2*  est  nu- 
merus primus;  si  enim  x  =  3,  dividi  potest  3 8  -\-  2*  per  17. 


Digitized  by  Google 


—    30  — 


Fateor  me  nullum  librum  nominare  poste,  in  quo  in- 

primus.  Tamen  bene  memini,  in  inveniendis  numeris  per- 
fectit  hoc  theorema  vulgo  in  usum  vocari.   Requiritur  enim 
ad  eot  inveniendos,  ut  omnes  habcantur  catus,  quibus  2" — 1 
est  numerus  primut. 

Theorema,  quod  quicunque  numerus  sit  summa  quatuor 
quadratorum,  demonttrare  non  possum,  neque  ipse  Fermatiut 
demonstrare  se  potse  affirmât.  Tamen  rem  ad  hanc  quaettio- 
nem  reduxi,  ut  xx  4-  7  in  quatuor  quadrata  resoivatur. 

Quadraturam  rirculi  Gregorii  a  St.  Vincentio  examinavi 
eamque  ex  falso  lemmati  deductam  este  deprehendi.  Utique 
si  vera  non  est,  etiamsi  adhuc  centies  propius  ad  veram 
accederet,  tamen  prorsus  nihili  est  aestimanda.  Sed  si  vera 
esset,  cgrcgium  sine  dubio  esset  inventum.  Approximationem 
Tuam,  Vir  Celeb.,  ad  rationcm  peripheriae  ad  diametrum, 
utilissimam  esse  in  praxi  exittimo. 

De  thcorematc  Tuo,  quod  nullus  numerus  triangularit 
pario  aurtug  habeat  radirem  rationalem  8vac  vel  10"*'  digni- 
tatis,  cogitans,  seriem  numerorum  triangularium  investigavi, 
qui  quaternario  aucti  faciant  quadrata,  atque  inveni  radiées 
numerorum  eorum  trigonalium  sequentem  constituere  pro- 
gressionrm:  —  7,  0,  9,  56,  329  etc.,  quae  hanc  habet  pro- 
prietatem,  ut  quivis  terminus  puta  nn'"*  aequalit  tit  6  (n — l)m0 
—  (n  —  2)mo  -\-  2.  Similem  legem  habet  séries  numerorum, 
quorum  quadrata  sunt  numeri  trigonales,  quae  haec  ett: 
0,  1,  6,  35,  20V,  etc.,  cujus  quivis  terminus  est  septuplura 
praecedentis ,  dernta  summa  duorum  praecedentium.  His  ve- 
stigiis  insistens,  universaliter  seriem  numerorum  integrorum 
dare  possum,  qui  loco  x  tubttituti  faciunt  ax%  +  fix  f 
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quadratum,  notus  autem  esse  débet  un  us  casus,  quo  id  fit 
quadratum. 

Gum  mihi  nuper  theorema  Fermatianum,  quod  nullus  nu- 
merus  trigonalis  sit  biquadratum  praeter  t,  occurreret,  inqui- 

rere  coepi  an  *  prorsus  non  possit  esse  biquadratum,  nisi 
lit  x—  i  vel  0.  Posui  primo  -**x  ~  p'fic*,  eritque  x  =  ïpjï-'î 
et  VXX^X  =  ipp-  t  ^*  autem  ~~2  ^at  biquadratum,  de- 
bebit  V^±±f 

dcnuo  esse  quadratum.  Quadratum  crgo  esse 

débet  2p*  —  p.  Ponatur  p  zz.  q -\-  i  ,  babebitur  2q*  -\-  6  qq 

-\-5q-\-i.  Radix  hujus  sumatur  1  +  y  q  erit  2q*  -h  &qq 
25  19  32 

~  —  q*.  Ergo  qzz—9  p  —  —  et  ce  —  —  •  Quamobrem  nu 

32 

merus  trigonalis,  cujus  radix  est—,  erit  biquadratum  radicis 
y  Ex  boc  oasu  jam  cognito  infiniti  alii  inveniri  possunt. 

Hoc  autem  veritatem  tbeorematis  non  infirmât,  cum  Fer- 
matius  id  tantum  de  numeris  integris  intelligi  velit.  — 
Rogatus  sum  Tibi  nomine  Cl.  Rernoullii    salutem  diccre. 
Vale  et  fave,  Vir  Celeb.,  Tui  observantissimo 

Leonh.  Eulero. 
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Vi    LETTRE  VIII. 

GOLDBACH  à  EULKH 
Sommaire    Rlpunse  sur  les  luêmcs  sujet*. 


Moseuae       Julii  Jîjo 

tla m  diu  animadverti  nunitTiim  2l*^/'-|- 1,  ubi  x  et  p  tint 

numeri  intcgri,  divisum  pcr  2*   -[-I,  relinquere  2,  prop- 

terca  quod  (21*  + 1)  (21"*—  I)  dt  =:  2t*+1-lJ  rursus 

(2^+1-  I)  (2**+1+  1)  =  2^-i,  et  lie  porro,  donec 

perveniatur  ad  2*       —  1 ,  qui  numerus  binario  minor  est 

quam  2*  ~*~P-\-  1  ;  ex  eo  quidem  certe  sequitur  omnet  nu- 
méros seriei  Fermatianae  esse  inter  se  primos,  ut  dicis;  at 
quantulum  hoc  est  ad  demonstrandum  omnes  illos  numéros 
esse  absolute  primos? 
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Quod  affirma  veram,  divisorem  minimum  numeri  a*-f- 1  eue 
hujus  formae  î,  nullo  fundamento  niti  agnosco,  quando- 
quidem  exemplo  numeri  a— 3*  refelli  potest.  Haee  erronca  hy- 
pothesis  aliam  nihilo  meliorem  peperit  :  numerum  a%  -\-  i  esse 

primum,  si         non  posait  fieri  integer,  quae  cum  facto  a=i3V, 

satis  refutetur,  non  digna  erat  nova,  qua  eandem  ornasti,  de 
monstratione.  Ob  hoc  ipsum  exemplum  a  Te  allât  um,  magis 
quam  antea  dubito  de  veritatc  thcorematis  Fermatiani;  fieri 

enim  potest  ut  minimus  divisor  alicujus  numeri  2*  -f-  1  sit 
rentum,  vel  centies  mille  notarum,  quem  usque  ad  finem 
mundi  nemo  inveniat. 

Haud  satis  intelligo,  cur  Fermatius  affirmavit  numerum 
quemcunque  esse  summam  quatuor  quadratorum ,  nisî  me- 
thodum  aliquam  tenuit  datum  numerum  in  quatuor  quadra- 
tos  dividende,  quae  methodus  si  proba  fuit,  ad  demonstra- 
tionem  theorematis  satis  fuit. 

ïn  superioribus  litteris  meis  pro  |00000  scribendum  erat 

1 


Ywfâ>  quod  veiim  corrigas.    Caetcrum  de  fallacia  lemmatis 

Gregoriani  a  Te  deprehensa  Tîbi  gratulor:  haud  dubie  is  est 
fons  erroris  quem  et  Cartesium  vix  triduo  immoratum  Gre- 
goriano  volumini  notasse  scribit  Lipstorpius  in  Specim.  Philos. 
Cartes,  par.  1  —  2,  p.  87.  Sane  si  facilitatem  legis,  qua  pro- 
greditur  approximatio ,  spectes,  nibil  puto  de  quadratura 
circuli  excogitatum  esse  quam  Leibnitii  seriem:  sin  modum 
quam  citissime  approximandi  requiramus,  eum  quem  secutus 
est  D.  Lagnius  (in  Comment.  Aead.  Paris.  A.  1719)  reliquis 
praestantiorem  ex  admirabili  quod  protulis  specimine  judieare 
lieet  ;  oceultavit  ille  quidem  tum  temporis  artitieitim  quo 
usus  est,   neque  seio   an  deinde  explieaverit ;  posteriorum 

Corresp  math,  rt  phys  T.  t.  3 
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emm  an  no  mm  commentarios  non   memmi  me  vidisse.  01 
quid  Tibi  de  ejus  méthode-  constat,  rogo  ut  ad  me  perscribas. 
Demonxtrationem  meam  theorematis:  nullum  numernm 

trigonalnn,  praeter  1.  esse  quadrato- quadratum  communi- 
ravi  cum  CI.  Bernoullio  nostro  littcris  Moscua  datis,  quas, 
si  ad  inanum  sunt,  Tibi  facile  concedet;  ex  ea  demonstratione 
perspicies  non  soluni  nnllurn  numernm  n*f,~*~*,  scd  ne  qui- 
dem  ullum  n*  (praeter  1  et  36)  repcriri  in  trigonalium  or- 
dine,  tantum  abest  ut  omnes  quadrati  radicum  0,  i,  6,  35, 
204-,  etc.,  quarum  progressionem  in  littcris  descripsisti,  sint 
trigonales. 

Incidi  aliquando  in  solutionem  hujus  problematis:  Nu- 
méro cuicunque  integro  quantumvis  magno  a,  cujus  tantum 
duae  postremae  notae  dantur,  addere  alium  numerum  in- 
tegrum  b  hac  lege,  ut  aggregatum  non  habeat  radicem  ra- 
tionalem  ullius  potestatis.  Sit  v.  gr.  numerus  513661,  cujus 
tantum  duas  ultimas  notas  nempe  6fe  mihi  cognitas  fingo, 
reliquis  5*36  (vel  quibuscunque  aliis)  occultatis,  huic  si 
addatur  2,  ita  ut  fiât  5V36G6,  is  numerus  nullam  habet 
radicem  rationalcm.  Vereor  ne  totum  problcma  simplicitate 
sua  vilescat,  si  methodum  solvendi  et  demonstrationcm  simul 
addam,  quapropter  easdem  in  futuram  epistolam  differo. 

Vale  et  fave 

Goldbach. 


r.  i  i  i  :   .  >  »  i  '   J  / 

iH'.\    :  |  1 

*       ,  1  .  4  .  Btèm 
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LETTRE  IX. 


EULEB     à  GoLDBACH. 

Sommaire.   Théorème  de   U   résolubilite'   de   chaque  nombre   entier  en  quatre 
quarrés.  Série  de  Mayer,  très  convergente,  pour  U  valeur  de  jt   Série  dea 
nombres  dont  le*  quarrés  sont  des  nombres  trigonaux.    Problème  de  Pell. 
Sur  le  problème  proposé  par  G.   dans  U  lettre  précédente.    Problème  des 
lunules  quarrables. 


Petropoli  die  10  Aogusti  1*80 

Quantum  mihi  constat  de  theoremate  Fermatiano,  omnem 
numerum  eue  summam  quatuor  quadratorum,  ipse  Ferma- 
tius  neque  demonstrationem  ejus  habuisse  videtur,  neque 
modum  generalem  numeri  cujusque  in  quatuor  quadrata 
distribuendi ,  sed  id  potius  videtur  tantum  observasse  et 
propterea  enunciasse,  quia  nullum  exemplum  contrarium  ab 
eo  fuit  deprebensum.  Etiamsi  autem  baec  propositio  vera 
ait,  tamen  difficillima  mihi  esse  videtur  demonstrationis  in- 
ventio,  nullam  enim  legem  observare  potui  in  divisione  dif- 
ficilhrnoriim  numerorum  bujus  fornrrae  nn-|-7,  atque  reso 
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lutio  in  quatuor  quadrata  semper  fortuna  tantum  succéder  e 
videtur,  neque  ulla  prorsus  régula  contineri.  Commentarii 
Academiae  Parisinae  ad  A.  1719  et  sequentes  non  adsunt 
hic  in  Bibliotheca  et  hanc  ob  rem  de  methodo  D.  Lagnii 
nihil  commemorare  possum.  Quod  autem  ad  aptam  et  faci- 
lem  approximationem  ad  arcam  circuli  attinct,  memini  Maye- 
rum  nostrum  b.  d.  habuisse  seriem  vehementer  convergen- 
tem,  cujus  très  vel  quatuor  termini  tantum  sumti  darent 
maximos  Ludolphi  a  Geulen  numéros.  Séries,  quam  nuper 
Tecum  communicavi  0,  1,  6,  35,  etc.,  hanc  habet  pro- 
prietatem,  ut  cujusvis  termini  quadratum  sit  numerus  tri- 
gonalis, neque  haec  proprietas  ad  0,  1  et  6  tantum  pertinet. 
Nam  v.  g.  quadratum  termini  35  est  1225,  qui  est  numerus 
trigonalis  radicis  M).  Universaliter  vero,  cum  illius  progres- 

sionis  terminus  generalis  sit  v -j   9  ~ 

jus  quadratum  est  numerus  trigonalis  radicis 

(3  +  2)  2)"-1-|-(3-2/2)w-1-2 _ 
"  4 

Ex  ea  igitur  série  quam  dedi  inveniuntur  innumerabiles 
numeri  integri  qui  simul  sunt  quadrati  et  trigonales.  Fun- 
daraentum  ejus  sequenti  gênera li  theorematc  nititur:  Si  for- 
mula az%  -\-bz-\-c  fit  quadratum  casu,  quo  ponitur  z—p, 
fiât  ea  quoque  quadratum  casu,  quo 


+pV(i  +  aX>)  +  X  V (op*  +  bp  +  c). 


oportet  autem  pro  X  numcrum  accipere  qui  1  -\-aXX  faciat 
quadratum.  Si  igitur  unicus  innotescit  casus,  quo  az*-\-bz-\-c 
fit  quadratum,  ex  hac  forma  statim  invenientur  innumera- 
biles, idquc  in  integris  numeris,  siquidem  X  ita  accipiatur 

ut  1    ,  bat  numerus  integer.  Omnes  autem  nu- 
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mtri  hoc  modo  inventi  constituunt  sericm  ex  duamis  geo- 
metricU  conflatam.  Agitata  sunt  liujusmodi  problemata  de 
numeris  integris  invcniendis  intcr  Wallisium  et  Fermatium. 
Exemplum  maxime  difficile  erat:  invenire  numéros  integros, 
qui  loco  x  positi  officiant  formulam  lO^xx-f-t  quadratum. 
Pro  bujusmodi  quaestionibus  sol vendis  excogitavit  D.  l'ell 
Anglus  pcruliarem  methodum  in  VVallisii  operibus  expositam. 
Eaque  ad  meum  institiitum  opus  babeo,  ut  \  -\- al\  fiât 
quadratum.  Ea  vero  metbodus  faiitum  ad  evempla  promis 
numerira  patet,  neq  uc  cjus  est  usus  in  foriuulis  arbitrarios 
coèfficientcs  babentibus  rcsolvcndis,  (iijiisinodi  est  meus  casns 
(11*4-  bz  \  c.  Conatus  sum  similem  metbodiim  pro  fornudis, 
in  quibus  indetermînata  très  habet  dimensioncs,  invenire. 
Idem  vero  non  aeque  ac  in  quadraticis  praestare  potui;  sed 
lamen  ea  sufficit  ad  omnes  numéros  integros  inveniendos, 
legem  vero,  qua  ii  progrediuntur ,  non  praebet.  Exempla  ad 
hoc  illustrandum  sint  baec:  Invenire  numéros  pyramidales 
trigonales  integros,  qui  sint  quadrati,  vel  qui  sint  trian- 
gulares  plani. 

Solutionem  Tuam,  Vir  Geleb.,  problematis  quod  per- 
«cripsisti,  ad  propositum  numerum  alium  addere,  ita  ut 
summa  non  habcat  radieem  rationalem  ullius  potestatis,  ex 
hoc  principio  ductam  esse  statim  animadverti,  quod  nullus 
mumerus  ullius  dignitatis  per  solum  binarium  dividi  possit, 
vel  quod  nulla  potentia  sit  numerus  impariter  par.  Ex  dua- 
hus  autem  postremis  notis  cujusque  numeri  cognoscitur, 
utrum  per  h  dividi  possit  an  secus.  Quamobrcm  si  talis  nu- 
merus adjiciatur,  qui  efficiat  summa  m  per  2  sed  non  per 
divisibilem,  babetur  quod  desideratur.  Idem  adhuc  pluribus 
modis  potest  effici,  vel  faciendo  ut  ultima  nota  sit  0,  penul- 
tima  non;  vel  ut  duae  postremae  notae  sint  05,  15,  35,  k5, 


r 
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55,  65,  85,  95;  hujusmodi  enim  terminationes  nullae  habent 
dignitates.  Similiter  apparet,  qualis  numerus  ad  propositum 
quantum  vis  magnum,  cujus  notarum  summa  tantum  datur, 
addi  debeat,  ut  quad  prodit  nulla  sit  potentia.  Nimirum 
talis  débet  addi,  qui  ad  summam  notarum  additus  reddat 
eam  per  3,  sed  non  per  9  divisibilem. 

Methodum  Tuam  lunulas  quadrabiles  inveniendi  vidi, 
eaque  mihi  magnopere  placuit  propter  summam  ejus  et  fa- 
cilitatem  et  brevitatem.  Persecutus  sum  idem  problema  jam 
diu,  prorsus  analytice,  sequenti  modo:  Sit  (Fig.  1.)  semilunula 
quaecunque  A  BD,  et  ex  D  in  A  B  productam  demittatur  per- 
pendiculum  DC,  arcuum  AD,  BD  sinus.  Sit  DCzz.y%  ra- 
dius arcus  ADz=.a,  radius  arcus  BD~b\  erit  integratione 
per  logarithmos  absoluta  area  ACDzz 

a*V  —  i  i  y  -|-  V(yy  —  y  V(*«  —JX) 

2        1         aV-l  2  9 

et  area  BCD  — 

bbV -i  ,y+V(yy-bb)       y  Vjbb-yy) 
2       4        bV-t  2 

Ex  bis  erit  semilunulae  area  ADBzz 

a*ï  ~i  fy  +  Vjyy-aa)  _  bbV-  1  ,y+V{yy-bh) 
2  «y-l  2  bY-i 

yY'ja*-  y  y)  +yV<J>b-  y  y) 
2 

Ergo  perspicuum  est  quoties  in  hac  expressione  quantitates 
logarithmicae  evanescunt,  toties  lunulam  esse  quadrabilem, 

erit  enim  A DB  =  ^(**         -r  *  ("«  -  jr),  Quamobrem 

ad  lunulas  quadrabiles  inveniendas  oportet  ut  sit 

aaV-i  ,y-\-^(yy-ia)  _  bbV  -  t  j  y  +  V(yy-bb) 


\ 
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vel  sumtis  numeris 

\       «V-l       )      —V  ) 

El  bac  aequationc,  data  relationc  intcr  a  et  b,  determinabitur 
y,  seu  semuhorda  lunulam  quadrabilem  subtcndcns.  Quan- 
quam  in  aequatione  inventa  insunt  quantitate»  imaginariae, 
tamen  in  reductione  eae  ex  calculo  abeunt,  proditurque  pro 
y  valor  realis.  Solutio  baec  cum  Tua,  Vir  Gelcb. ,  eongruit, 
utraque  enim  omnes  dat  rasus,  qui  existunt.  Vale  et  fave 
Vir  Geleb.,  Tibi  obtervantiMimo 

Leonh.  Eulero 


-    kO  — 


LETTRE  X. 


GoLDBACH     à  El'LER. 
S  '  t m  m  \  1 1'  l     IW|«>nw:  a  la  lettre  précédente     Problème  de  çconiftric 


Moscuae  d.  »  Oct  1730 

Numéro»,  qui  dividi  possunt  in  tôt  quadrata  quot  a  continet 
imitâtes,  animadverti  posse  etiam  dividi  in  quotcunque  plura 
(juam  a,  hoc  est  in  quadrata  a  -\-  n,  ubi  n  denotet  numerum 
integrum  affirmativum  quemeunque.  Si  igitur  verum  est 
numerum  quemeunque  dividi  posse  in  quadratos  quatuor, 
theorema  generalius  enuneiari  poterit:  Numerum  quemeunque 
rationalem  dividi  posse  in  quadratos  quotcunque  plures  quam  3. 
Omnis  vero  numerus  qui  neque  duorum  neque  trium  qua- 
dratorum  summa  sit,  semper  dividi  posse  videtur  non  solum 
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in  quatuor  quadratos,  sed  etiam  in  1  et  très  quadratos, 
sic  v.  gr. 

7=1  +  1  +  1+*?  23=l  +  *  +  9+9;  39  =  1  + 1+ 1+36; 
15=1  +  1+*+$;  28=1+9  +  9+9;  47  =  1  +  1+9+36; 

etc. 

neque  ulluni  exemplum  contra  adferre  poteris;  sed  bujus- 
naodi  theoremata  non  facile  demonstrari  cum  Fermatio  fateor. 

Séries  illa  Mayeri,  quae  tribus  quatuorve  terminis  nu- 
méros Ludolpbinos  exbibuit,  magni  momenti  videtur,  si  isti 
très  quatuorve  termini  breviore  tempore  et  describi  et  in 
ftummam  colligi  possunt,  quam  quo  tempore  opus  est  ad 
eosdem  numéros  methodo  Ludolpbi  detenninandos,  nisi  enim 
id  demonstratur,  nibil  in  ejusmodi  série  magnopere  admi- 
randum  est,  cum  vel  ipsa  séries  Leibnitiana  pro  lubitu  in 
magis  convergentem  transmutari  possit,  si  v.  gr.  millenos 
quosque  terminos  ejusdem  pro  singulis  terminis  alterius 
seriei  sumamus,  sed  hujusmodi  compendio,  ut  dixi,  nibil 
proficimus,  quoniam  ad  duos  terminos  seriei  magis  conver- 
gents describendos  et  addendos  tantum  temporis  requiritur 
quantum  ad  colligendam  summam  bis  mille  terminorum 
seriei  minus  convergents. 

In  numéro»  esse  quadratos  trigonales  satis  ostendisti  et 
hanc  ob  causam  multo  magis  memorabile  est  Fermatii  effa- 
tum:  nullum  numerum  trigonalem,  praeter  1,  esse  qua- 
drato  -  quadratum. 

Numerum  qui,  divisus  per  9,  relinquit  3  vel  6  non 
babere  radicem  rationalem,  quemadmodum  observasti,  jam 
ante  plus  quam  12  annos  ad  amicum  scripseram.  Locus  ex 
cpistola  excerptus  in  Supplem.  Actor.  Lips.  legitur. 

Quod  mea  solutio  problematis  de  quadrandis  lunulis  Tibi 
probetur  pergratum  est ,    quamquam   mihi  ipsi  displicere 
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coepit,  postquam  non  novam,  scd  a  Gl.  Dan.  Bcrnoullio  in 
ExercitaL  Mathemat.  multo  ante  expositam  vidi.  Tua  tolutio 
milii  imprimis  arridet,  quod  arquationem  ad  expressiones 
definitas  reducis,  quae  sane  plu»  liabent  clegantiae  quam 
séries  indefinitac.  Caeterum  quaecunque  bujus  problematis 
solutionna  excogitentnr,  totum  negotium  in  eo  e*t,  ut  ab 
cxprcssione,  quae  déterminât  aream  lunulae,  rcmoveantur 
quantitates  a  eirculi  quadratura  pendentif:  i^itur  jam  ante 
7  annos ,  rum  primum  hujus  problematis  mentionem  in 
litteris  faceret  Nieol.  Bernoullius  p.  m  liane  ei  solutionem 
misi : 

Sint  (r'ig.  2.  duo  eireuli  sese  intersecantca  in  A  et  C; 
cireulus  AQQ-=za\  AHC~fl\  pars  eirculi  ADCE  ss  —  ; 

a 

ABCFz^.^;   triang.  AEC  —  b;    ACF—c\  erit  segm. 

A  D  C  —  ^~  —  b\   A  B  C  m  ~  —  c:    adeoque  lunula 

P  1  n 

A  B  G  G  =  a  —  y  +  b  —  —  -{-  c  ;  et  ponendo  a  —  y  — 

y  =z  0  (ut  scilicet  destruantur  quantitates  quadraturam  eir- 
culi involventes)  erit  eadem  lunula  ABCG  ~  b  -|-  c. 

Occasione  problematis  Kep  1er ia ni  de  semicirculo  C  H  D 
(Fig.  3.)  ex  dato  puncto  E  ita  dividendo,  ut  trilineum  CHE 
sit  ad  aream  semicirculi  in  ratione  data,  in  alius  proble- 
matis solution* -m  incidi: 

1.  dato  radio  A  C     f  , 

2.  ratione  diametri  ad  peripheriam  :  lad/», 

3.  an  us  dati  ad  sinum  rectum  :  -  -ad  p.  , 

n 

\.  areae  trilinei  CHE  ad  aream  semicireuli  CHD.i  ad  a. 
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determinare  distantiam  punctî  E  a  centro  A  seu  lineam 
AE—C  infinitis  modis,  ita  ut  sinus  HI  exprimatur  per 
quantitates  p,  n,  c;  postulatur  autem  solutio,  quae  deter- 
minet  lineas  AE  et  HI  non  per  séries,  sed  per  expressiones 
définitif. 

Solutio.  Sit  m  mimer  u»  arbitrarius,  AE~c  = 

 _  _1p{\  -m)V  -i  

»[(✓(! +  «  V  -i)m -(Vit  _«»)_«✓  -i)]m' 

erit  ff/s:*1—*. 

ne 


■ 
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LETTRE  XI. 


R  11  L  E  H     à     G  O  L  D  B  4  C  II. 


Sommaire.    Théorèmes  de  la  théorie  des  nombres    Formule*  |iour  la  valeur  de  ît. 
Intégration  de  formules  irrationelles. 


Petrofioli  die  17  Oclobr.  17ÔO. 

Quod  omnis  numerua,  qui  in  tôt  quadrata,  quot  a  continet 
unitates,  dividi  poteat,  etiam  in  plura  posait  dividi,  ex  eo 
facile  intelligitur,  quod  quadratua  numerua  quicunque  in 
duoa  plureave  quadratoa  posait  diatribui.  Hoc  ergo  modo 
numerua  quadratorum ,  qui  junctim  aumti  numerum  datum 
efficiunt,  quouaque  libucrit  poteat  augeri,  non  vero  diminui. 
Obaervavi  atque  demonatrarc  poaaum  nullum  numerum  bac 
forma  contentum  mm  (bx  -\-  3)  in  duo  dividi  poaae  qua- 
cira  ta;  ncque  ullum  hujua  formae  mm  (Sx  -\-  7)  esse  aum- 
mam  trium  quadratorum.  An  vero  omnea  reliqui  in  tria 
pauciorave  dividi  posaint ,   non  dixerim;  neque  an  omnes 
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numeri  in  ea  formula  contenti  in  quatuor  quadrata  possint 
dividi.  Saltem  nullum  exemplum  deprehendere  potui.  Atta- 
men  si  verum  est  aliud  theorema  ejusdem  Fermatii,  omnem 
numerum  esse  summam  trium  numerorum  trigonalium ,  et 
hoc  indc  sequitur  omnem  numerum  m  m  (8  x -f-  7)  esse  sum- 
mam quatuor  quadratorum.  Vi  enim  illius  theorematis  om- 

nes  numeri  romprehenduntur  in  ista  formula  "h 
~~  Propterea  hujus  oetuplum  Kaa  +  ka-\-kbb  +-  kb  + 
kcc-\-kc  complectitur  omnia  multipla  octonarii,  seu  omnes 
numéros  hujus  formae  8  x.  Consequenter  haec  formula 
(2a-\-  i)*-f(2£+i)a-f-(2c-|-l)*  continet  omnes  numé- 
ros hujus  formae  8x-|-3.  Quocirra  omnes  numeri  8 x  -|-3 
sunt  summae  trium  quadratorum.  Hanc  ob  rem  omnes  numeri 
formae  8x-{-k  vel  hujus  8x-\-7  sunt  in  quatuor  quadrata 
resolubiles.  Porroque  et  hi  mm(Sx-\-h)  atque  mm  (8a?-|-7). 
Formula  mm  (Sx  -f  l)  aequi valet  huic  mm  (2x  -|-  1).  Ex 
hac  formula  excluduntur  omnes  numeri  impariter  pares, 
iique  soli;  i.  e.  numeri  formae  istius  kx  j-  2.  Etiamsi  ergo 
verum  esset  Fermatii  theorema  de  numeris  trigonalibus, 
tamen  ad  veritatein  nostri  ostendendam  necesse  insuper  est 
demonstrare  omnes  numéros  bx-\-2  in  quatuor  quadrata 
esse  resolubiles.  Quod  attinet  ad  observationem,  omnem  nu- 
merum in  quatuor  saltem  quadrata  divisibilem  dividi  posse 
in  unitatem  et  tria  quadrata,  sive  quod  eodem  redit,  si  a 
tali  numéro  unitas  auferatur,  residuum  semper  in  tria  qua- 
drata distribui  posset.  Haec  proprietas  utique  in  omnibus 
numeris  centenario  minoribus  locum  habet,  sed  numerorum 
majorum  innumerabilia  exempla  in  contrarium  afferre  pos- 
sum,  cujusmodi  est  112,  qui  numerus  quanquam  in  pau- 
ciora  quam  k  quadrata  dividi  ncquit,  tamen  effici  non  potest, 
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nt  unitat  in  il  lit  quatuor  quadratis  reperiatur.  Nam  Ut 
nunquam  in  tria  quadrata  dividetur.  Ëandem  proprietatem 
habent  omnes  numeri  hac  forma  contenti  1 6  n  »  (8  x  -4-  7), 
neque  enim  hi  neque  unitate  mulctati  in  tria  vel  pauciora 
quadrata  poaaunt  dividi.  Numéris  autem  i6nn(8a3  4-7)  in 
quatuor  quadrata  dividendes,  non  aolum  effici  non  poteat, 

ut  imitas  sed  neque  ut  hujus  formae  (2ro-f- 1)*  ^  quadra- 

tum  locum  in  illîs  quatuor  quadratis  expleat  Dénotât  hic  d 
oumerum  dividentem  n.  —  De  altéra  quaeatione,  quomodo 
quam  facillime  maximi  numeri  Ludolphi  a  Geulen  quadra- 
turam  circuli  dantea  inveniri  queant,  scribam  quae  ipse  me- 
ditatus  «ma,  cum  manuacripta  Mayeri  ampliua  inapicere  non 
Uceat  Sit  diameter  circuli  b,  chorda  quaecunque  =  x  et 
arcua  reapondena  =z  S,  erit 

û  —  X^1.3. 6»  +  2.4.54*  +  2.4. 6.1- +  etc- 

Haec  séries  eo  magia  convergit  quo  minor  accipitur  x»  Sed 
ut  ratio  peripheriae  ad  radium  inde  posait  inveniri,  oportet 
ut  S  cum  tota  peripheria  ex  x  cum  diamètre  ait  conunen- 
aurabilia.  Ad  hoc  minor  chorda  rationalia  non  adhuc  est  in- 
venta ,  quam  ea  arcua  60  graduum ,  quae  est  —~b.  Cum 

autem  hoc  caau  séries  nequaquam  aatia  convergat ,  in  id 
cogitandum   eat ,    quomodo   expressio  finita   inveniatur  ei 

quam  proxime  aequali..  Prope  accedit  haec  *  =  ^£^. 
prop.u.  et.am  haec  S  =  *  +  —jy—j—-—,  „ec  non 

S  zz;  x  +  ^-rr  (zKTrrt — m — TU*  Sed  hae  omnes,  niai  x  mi- 
nor  quam  ~6  accipi  poteat,  non  vehementer  admodum  ad 
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verum  accedunt;  propterea  maxime  consultum  erit  minorum 

peripheriae  partium  chordas,  etsi  irrationales  assumere.  Ha- 

beo  praeterea  aliam  formulam,  qua  pcripheriam  circuïi  de- 

terminare  possum.  Si  diameter  ponatur  =  1,  erit  peripheria 

  16. 36. 64. 100...  4nn       8n  +  2 

—  9725.49. 81...  (In  -i)*'  1nn  +  n' 

vel  accuratius 

...  .   ,a    x      \     4.16.36. .  Ann  ,/2n-4-2 

peripheria  =*(»+")  raB.t9.. .{m+^V ïï+s' 
quae  posterior  expressio  semper  est  justo  major;  hic  quo 
major  accipitur  n,  eo  vero  propior  prodibit  peripheria.  — 
Vidi  Glarissimum  Bemoullium  nostrum  in  litteris  ad  Te, 
Vir  Cclebcrrime,  datis  mentionem  fecisse  theorematis  cujus- 

dam  mei ,  hanc  formulam  m  adx  semper  posse  in  ratio- 

Y(b  +  cxm) 

nalem  transmutari  et  propterea  integrari.  Significavit  is  mihi 
Te  eam  formulam  multis  modis  uni  versai iorem  reddidisse. 
Celeberrimus  Bcruoullius  Pater  quoque  simile  effecit;  non 

solum  enim  eam,  sed  hanc   —          ad  rationalitatem 

reduxit.  Haec  videns  cogitare  coepi,  an  non  omnes  plane 
formulae  hoc  modo  integrari  possint,  admissis  saltem  loga- 

dx 

rithmis.  Nam  quia  —  in  xmdx  continetur,  quae  beneficio 

logarithmorum  integrari  possunt,  ea  pro  absolute  integrabi- 
libus   haberi   debent.    Nullo   autem   modo   hanc  formam 

V  a"— *x*)'  ^uae  exPr*m*t  elementum  curvae  elasticae  rectan- 
gulae,  integrare  potui  neque  ellipsin  rectificare,  etiamsi  lo- 
garithmi  admittantur.  Nescio  autem,  an  in  nulla  Tuarum 
formularum  et  hac  comprehendantur.  Vale  et  fave,  Vir 
Geleb.,  Tibi  obstrictUftimo 

Eule^o. 
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GOLDBACH     à  EULEB. 


So  M  M  A  I  n  E.  Réponse  à  h  dernière  partie  de  la  lellre  précèdent,  sur  l' in legi~»bili te- 
lles formules  irralionelles. 


Mosouae  8  Nov.  17SO. 

In  ultima  cpistola  Tua  miror  diligentiam,  quam  ad  inda- 
ganda  numerorum  mysteria  adhibcs.  Rcvidi  quae  ad  Celeb. 
Bernoullium  de  formula  diflfercntiali  cujus  mentioncm  facis 
scripseram,  atque  illico  animadverti  casus  illoft  rationales 

multo  brevius  quam  putaram  expediri  posse.  Praemonendum 

dx 

autcm  duco  formulam  A...  j   nihilo  generaliorem 

esse  formula  B...  dv    t  >  cum  per  aolam  substitutionem 

m 

x~vm~"  ex  A  producatur  B,   quod  etiam  agnovit  Clar. 
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Daniel  Bernoullius.    Gonsiderabo  jam  differentialem  hujus 

formae  C . . .  (1  -|-  x»)pdx  (ubi  p  ait  mimeras  rationalis  non 
integer),  quam  dico  rationalem  fieri  si  n  sil  mimeras  integer 
quicunque;  ponatur  enim  x  =  (z — 1)",  mutabitur  C  in 
D...n(z  —  i)n~izpdz,  quam  apparet  6eri  rationalem  si  n  sit 
numerus  quicunque  integer.  Si  vero  ponatur  z=v(v~  1)~ 
migrabit  D  in  E...  —  n(v — î)~~n~p~ivpdv,  quae  ad  ter- 
minos  rationales  redigi  potest,  si  —  n  —  p  sit  numerus  in- 
teger quicunque.  Memorabilis  haec  est  convenientia  casuum 
integrabilium  et  rationabilium  (ut  sic  loquar),  illi  enim  nu- 
merum  n  vel  — n  —  p  integrum  affirmativum,  bi  saltem  in 
tegrum  postulant.  Vale. 

Goldbacb. 


dx 

Note   marginale  d'Euler:    m  fit  ralionale,    si  ponatur 

ax»)  ^ 

i  dx 

(H- axn-m)m^zi  — n   psi  inlegrabile,  si  p  -  1  dividi  polest 

per  n. 


Corresp  math  rt  phi/i.  T  l. 


Digitized  by  Google 


50  — 


LETTRE  XIII. 


EllLKH   à  GOLDRACH. 

Su  MM  *  IRE.    Réduction    des    formules   différentielles  irrationelle»  a  la  rationalité 
Tliéorèroe  général  pour  l'intégration  de»  formule*  rationalles. 


Petropoli  die  9  THovembm  A.  17SO. 

Omnis  formula  diflerentialis  rationalis  hanc  habet  proprie- 
tatem,  ut  ejus  integratio  reduci  posait  ad  integrationem  hujus 
xmdx.  Quam  ob  rem  «  x"ldx  pro  absolute  integrabili  ba- 
bemus,  enunciare  possumus,  omnes  formula»  rationales  esse 
integrabiles.  Gum  autem,  si  m=z  — 1,  intégrale  ipsius  x~idx 
sit  Ixj  cujusmodi  expressiones  in  algebraicis  non  babemus; 
si  eas  tantum  formulas  integrabiles  esse  censeamus,  quae 
dant  integralia  algebraica,  oportet  superiorem  propositionem 
quodammodo  restringi,  hocque  modo  enunciari,  ut  omnes 
formulât  differentiales,  quae  in  rationales  transmutari  pos- 
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saut,  integrabiles  esse  dicantur,  iis  exceptis,  quae  a  logarith- 
mis pendent  Atque  en  hoc  ortum  suum  habet  magna  ea 
convenicntia  casuum  integrabilium  et  rationalium,  quant  in 
postremis  litteris  annotasti.  Nescio  autem,  cur  eas  formulas, 
quae  a  logarithmis  pendent,  non  pro  integrabilibus  habere 
Yelimus.  Haec  ratio  sane  non  sufficit,  quod  aeque  difficile 
stt  dicere  quod  ait  Ix  atque  d»:x.  Similis  mihi  vfdetur 
differcntia,  quae  est  inter  f2xdx  et  se\  Deinde  demonstra- 
tum  est  quantitatibus  logarithmicis  aequales  algebraicas  dari 
non  posse;  et  propterea  ad  quasque  quantitates  exprimendas 
logarithmi  aeque  sunt  necessarii  ac  algebraicae  quantitates, 
et  si  formulam  integrando  ad  logaritbmos  perduxerimus  aeque 
coAtentf  e«se  dobemu* ,  ac  si  ad  algebraicas  esset  redocta. 
Admissis  igitur  logarithmis  tanquam  quantitatibus  in  fxm  dm 
contonti»,  omnes  (orraulae  dtfferentialet  ratio nalcs  sunt  in- 
tegrabiles,  omncsque  irrationa.es,  quae  in  rationales  trans- 
mutari  possunt.  Maximam  ergo  habet  utilitatem  cura  et  stu 
dium,  quod  ponitur  in  reducendis  formulis  irrationalibus 
ad  rationales.  Ex  eo  autem,  quod  omnes  formulac  rationales 
ad  xmdx  possunt  reduci,  forte  suspicari  licet,  omnes  pror- 
sus  formulas  differentiales  eo  reduci  posse,  vel  omnes  pror- 
sus  formulas  irrationales  in  rationales  transmutari  posse. 
Magnam  bujus  desiderati  inveniendi  haberem  spem,  si  quis 

hanc  tantum  expre,«o„em  yfc^  ad  rationalitatem  redu- 

1 

cere  doceret.  Formula  Tua,  V.  G.,  (1  -hx  )pdx,  quae  ra- 
tionalis  redditur,  si  Tel  n  vel  n-f-p  fuerit  numerus  kiteger, 
latissime  patet;  deprehendi  enim  complures  formulas,  quas 


non  putassem,  ut    „,  d*  et  m — — —          in  ea  compre- 

V^l  +  x™)     V{xn  +  xm+n) 

hendi.   Aequivaletque  Tuum  hoc  theorema  sequenti  meo  » 


quanquam  universalius  vidcatur:  — — —        ad  rationalitatem 

reduci  potest  quoties  vel    P~m    vel     q~m    est  numéro* 

rationalis.  Ad  integrandas  a  ut  cm  quascunque  formula»  ratio- 
nalc»  theorcma  »equen»  inveni: 

/dx(a  —  x)(b  —  x)  (c  -  x)  etc.          («4-  à)  («+6)  (a~f  0  etc-  /  *  +  «  , 
(a-j-x)(/3+x)(7+x)  etc.  (0- a)  (7  -  a)  (8  -  a)  etc.       ~i  » 

C^«)(/i+W+c)^  /  f>H   i   (7+«)(7+&)(7+c)etc.  f  f±7   .  M 
(«-0(7-.0(«-0rtc.       0     -1-(a_7)(p_7)(*_7)etc.4    7  -TeiC- 

Horum  po»teriorum  terminorum  algebraicorum  nullu»  adest, 
si  (posito  numéro  factorum  numeratoris  a  —  x,  b —  x, 
c  —  x  etc.  m ,  et  numéro  factorum  denominatoris  n)  nzzzm 
vel  m  <  n.  Primu»  tantum  4x  locum  habet,  si  mrz:  n  -f- 

Duo  vero  j4o:  et  — —  »unt  adjiciendi  »i  m=:n-4-2;  tre», 

si  m     n  -f  3,  et  ita  porro.  Signorum  ambiguorum  »umentur 
superiora,  si  n  est  numerus  par,  at  inferiora,  si  n  est  nu- 
merus  impar.    Litterae  vero  majusculae ,   quae  valent  si 
m>n,  sequentes  habent  valorcs:  A  signifie  at  summam  om- 
nium factorum  quaefcconstant  ex  tôt  litteris  litterarum  a,  0, 
y,  d,  etc.  et  a,  b,  c,  d,  etc.  quot  m —  n  continet  unitates; 
B  significat  summam  omnium  factorum  tôt  habentium  facto- 
res  ex  iis  litteris  desumtos,  quot  m  —  n  —  1  continet  uni- 
tates; C  summam  omnium  factorum,  quae  habent  m  —  n — 2 
factores  etc.   Excluduntur  autem  omnia  ea  facta  in  quibus 
quaepiam  latina  littera  plurcs  quam  unam  habet  dimensio- 
nes.    Complectitur  autem  haec  generalis  formula  integrata 
omnes  formulas  differentiales  rationales.  Numerus  enim  far- 
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torum,  quam  in  numeratore  tam  in  denominatore,  est  arbi- 
trait us.  Quod  autem  in  omnibus  factoribus  x  uni  us  tantum 
sit  dimensionis,  id  universalitati  non  nocet,  omnes  enim 
formulae  algebraieae,  in  quibus  x  plures  habet  dimensiones, 
sunt  divisibiles  in  bujusmodi  factores  «imp  lices.  Denique 
facile  perspicitur  id  universalitati  non  obesse,  quod  x  alios 
coëfficientes  nisi  +1  et  —  1  non  habeat  Vale,  V.  G.,  et 
fave  Tui  observantissimo 


Eulero. 
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GOLPBAÇH  à  ElLtR. 
Son  M  A  inc.   Mêmes  >uj«u.  Réponse  a  U  lettre 


Jam  in  litteris  Gai.  Jun.  1730  ad  Cl.  Bernoullium 

monueram  formulas 

.            dx          D         ubdu        ~  dv 
A"»  t>   d***  1>  O»*»  • 

(*a+i)*         («*e-Mr  (''+»/>* 
pro  iisdem  haberi  posse,  et  propterea  me  uti  velle  formula 

A,  in  qua  duae  tantum  exponentes  arbitrariae  insunt,  cum 

in  binis  reliquit  formulis  très  exponentes  reperiantur. 

ïn  formula  Tua,  quam  pro  f  d  x  j  (ff-f  *)  etc  ac^"gna*» 
non  video  quid  fiât  denominatore  :=  0  in  expressione 

(a -fa)  (a  -fi)  etc.      .  a  . 

)a        x  : --  >  si  ti  —  a,  vel  y  =  o  etc. 

(/S  —  a)  (7  —  a)  etc.         '  ' 

Quod  attinet  ad  /(t  — x^)pdx  non  facile  puto  inventum 
n  i  intégraient  praeter  casus,  quos  jam  in  praecedente  epistola 
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cxpressi,  si  scilicet  per  casus  integrabiles  eos  tantum 
intelligemus,  qui  vulgo  diri  soient,  quodsi  vero  magis  ad 
naturam  rei  quam  ad  usum,  qui  inter  Matbematicos  obtinuit, 
respiciamus,  apparebit  sane  eodem  jure,  quo  bujus  differen- 

tialis  (1  — x)*dx  integralis  genuina  statuitur  —  ~  (1  — ac)*, 

i 

posse  etiam  (1 — xn)pdx  quovis  alio  casu  integrari;  nara 

1 

eum  y(I  — x")pax,  ut  notum  est,  resuivi  possit  in 
vel  in 


veJ  in 

t,  pn     ?±î   ,  p.p  —  i.n   5=fc*      p.p  —  i.p  —  î.n  !»±? 

ad  inveniendam  integralem  nihil  aliud  requiritur,  quam  ul 
determinetur  formula  generalis  summarum  hujus  seriei 

— —  xn    1 -\  r-—.Ax*  +  etc. 

per  expressionem  quae  finita  maneat,  posito  pro  n  numéro 
quocunque  non  integro:  qu*  r;itione  autem  hujusmodi  for- 
mula dcsignari  possit,  in  dissertatione  mea  dixi,  sola  diffe- 
rentia,  quae  inter  intégrales  has  no  vas  et  alias  jam  cognitas 

irrationales  (v.  gr.  (1  —  •)*)  intercedit,  haec  est  quod  illae 

a  Mathematicis  nondum  receptae,  hae  longo  usu  jam  con- 
firmatae  sunt. 

Caeterum  acquatio  (1  — x^)pdx=dy  facile  reducitur 
ad  hanc  dz  —  [p-\-  t  )  zdv  -|-  n  (i  —  z)  v~ 1  dv,  in  qua 
exponentes  prioris  n  et  p  coëfficientium  locum  tenent  Vale 
mihique  fave. 

Goldback. 


• 
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LETTRE  XV. 


EULER     à     G  O  L  D  B  A  C  H. 

i  •  •  • 

Sommaire.  Développement  ultérieur  du  théorème  précédent.  Substitution  pour  I» 
résolution  de  l'équation  Ricc.ati.  Cas  où  2n—  1  est  un  nombre  composé, 
quand  même  n  serait  premier. 


Petropolï  die  26  Novembri*  A.  1751. 

In  integrali  hujus  formulae  dx  ^-"-^  ^  utique 

difficulté!*  apparet,  quid  fiât,  si  litterarum  a,  fi,  y,  etc.  ali- 
quot  fuerint  aequales.  Dcnominatores  in  aliquot  integrali» 
mei  terminis  tum  evanescunt,  et  propterea  ipsum  intégrale 
infinitum  fieri  videtur.  Verum  si  ad  signa  terminorum  isto- 
rum  attendimus,  videbuntur  ii  se  potius  destruere,  atque  in 
nihilum  abire.  Horum  autem  neutrum  recte  se  habet;  nam 
termini  illi  in  infinitum  crescentes  junctim  sumti  dabunt 
valorem  determinatum  finitum  quem  sequenti  modo  inve- 
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stigo.  Sit  0=a,  erit  difficuhas  in  duobus  integralis  ter- 
mini*  istis 

(q-j-q)(«  +  &)(«+c)etc.  .  x+a      Q3+a)  (fi+b)  Q3-|-c)  etc.  + 
G*-<0(7-«)(*-«)  etc.      a     "''(a-p)(7-^)(*-^)etc.  /J 

posita.  Ad  eorum  verum  valorem  inveniendum  pono  (i  zz. 
a-\-da,  da  vero  dénotât  quantitatem  infinité  parvam,  tantum- 
dem  ergo  est  ac  si  posuissem  ftzza.  Brevhatis  gratia  scribo 

P  loco  ^^^^j^)etf  ~*  Sumo  deinde  hujus  fraction is 
differentiale,  posito  tantum  a  variabili,  sit  illud  Qda.  Manife- 
stum  est  fore  ^^^^  =  P+Qda.  Est  vero  etiam 
(i  —  az=zda  et  a  —  (!  =  —  da  et  lt±l  =  — 
=  **tf     His  substitutis,  duo  illi  termini  abibunt 

a  a(a-|-x) 

»  *  |î±î     *  /£±î  +    *ï_  _  Q/Î±f  +  «»*  Horum 

da       a  da       a       1   o(a-|-x)  a       '  a(a-J-x) 

duo  priores  termini  sese  tollunt,  et  postremua  prae  reliquis  eva- 
nescit,  ita  ut  pro  valore  duorum  terminorum  quaesito  habeamus 

a(a+x) —  ^  ~~a~9  ^  m  mtegra^  eorum  loco  substîtui  débet 

r>  *  •    n       Cn+a)  (a-X-b)(a-l-c)etc.  .  .. 

Est  vero,  ut  posui,  P  zz.        -  -  ^  —     '    >  atque  ex  hoc  ent 

■  (7  — a)  («  — a)  etc.  » 

Q__  (a  +  a)("+6)(«+c)etc.  f   *       1    J  .  *  1  1 
—       (7-a)(*-a)etc.       \a  +  a   '   a+fc"1"  a+c  "T"  CM" 

1   7— a       o  —  a   1  / 

Notandum  hic  est  in  casu  ftzza  non  totam  quantitatem  esse 
transcendentalem,  sed  partem  ejus  esse  algebraicam,  cum 
tamen  universaliter  ambo  termini  sint  transcendentes.  Si  jam 
ulterius  fuerit  y  — a,  eodem  modo  terminorum  infinitorum 
valor  ponendo  yzz.a-\-  da  determinabitur. 

De  formula  f(i  — x^)pdx  non  dubito  quin  omnes  inte- 
grabiiitatis  casus  a  Te,  V.  G.,  sint  eruti.  Sed  de  reductione 
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aequation»  (I  —  =3  dj  ad  hanc  dz=:(p  +  \  )*dr 

-\-  n  (i — z)û?v:v  dubium  habeo,  cum  posterior  aequatio 
nunquam  sit  absolute  integrabilis,  siquidem  adjectionem  con- 
stantis  non  negligamus.  Sumamus  casum  simplicissimum,  quo 

pz=:i  et  n  z:  1 ,  erit  dz  —  2zdv-\-^  zz— •  Multiplicetur 

haec  per  eiv~~tv,  seu  quod  idem  est,  per  e~ *vv  (e  dénotât  Lie 
numerum,  cujus  logarithmus  hyperbolicus  est  =  t),  prodibît 
e~tvvdz —  2e-lvzvdv-\-e-ivzdv  —  e~%vdv,  quae  integrata 

dat  e~tvvz  =s  Const.  e~%v  seu  2vz  -f-  1  —  ae%v,  quae 

algebraica  non  est,  nisi  sit  a  ==.  0,  et  propterea  ea  ad  banc 
i 

—  xx  "zz  y  -f-  b  substitutionibus  algebraicis  reduci  non 


potest.  Similis  est  ratio  fonnulae  generalis,  haec  enim  nullo 
casu  est  integrabilis  ad  aequatio nem  algebraicam,  nisi  con- 
stans  addenda  ponatur  rr  0. 

Gasus  nuper  formulae  Riecatianae  separabiles  considerans, 
sequentem  univer&aiem  aetexi  suostitutionem,  qua  aequatio 

adq-r=.qÈdp  —dp  ad  hanc  formam  ady=y*dx  —  x~**+ïdx 
reduci  potest.  Ponatur  p  —  (2n-\-  t)»1*"*1  atque 


etc.  etc.  etc. 
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Haec  tantum  valet  substitut*  si  n  est  numerus  affirmativua 
integer,  peculiarem  haheo  si  est  negativus.  Quoties  in  hac  a 
est  nnmsn»  integer  afHrmativua,  toties  haer.  fraction  un  série» 
abrumpitur,  et  qukl  pro  q  substitut  débet,  facile  determinatur. 

Ueciproce  etiam  aequationem  ady=z y*dx  —  x**+l  dx  in  hanc 
adq-^tfdp  —  dp  transformo  hac  substitutione  a;  —  (^7) 
et  y  (,>:2n jj  


(2w-3)a  |  ^ 


(2a-5)a 


etc.  etc.  etc. 

7+« 


7+r 

Facile  bic  cognoscitur,  si  valores  harum  continuarum  fractio- 
num  inveniri  possent  si  n  dénotât  numéros  fractos,  tum 
formulam  ady—j*dx —  x'n  dx  universaliter  posse  construi. 
Interpolatio  vero  ista  nititur  inventione  termini  generalis  pro 
série  bujus  proprietatis ,  si  terminus  a^,u•  fuerit  A,  ejus  se- 
quens  B  débet  terminus  (x  +  2)mu'  esse  =  (2  m  1)  B  -f  A, 
vel  in  numeris  hujus  seriei:  1,  1,  k,  21,  151,  1380,  etc. 

Perpendi   ulterius  etiam  formulam  2"  —  t,  quae  non 
potest  esse  numerus  primus  nisi  sit  n  numerus  primus,  et 
eos  investigavi  casus,  quibus  2"  —  1  non  est  numerus  pri 
mus,  quamvis  fuerit  n  talis.  Exceptiones  istae  sunt  nrll, 
n  —  23,  n  =  83,  reliqui  numeri  primi  omnes  centenario 
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minores,  loco  n  positi,  reddunt  2"  —  1  primum*).  Potest 
vero  2"  —  1  dividi  per  23,  2M  —  1  per  W,  et  2M  —  I 
per  167.  Ratio  hujus  fundata  est  hoc  theoremate  non  inele- 
ganti:  2n  —  1  semper  potest  dividi  per  n  -\-  i,  siquidera 
n+i  fuerit  numerus  primus.  Sic  2" — 1  dividi  potest  per 

n  n 

23.  Saepe  etiam  21  —  1,  nec  non  2*  —  1  etc.  per  n  +  1 
dividi  possunt,  et  ex  hoc  investigatio  casuum,  quibus  2n —  1 
est  numerus  primus,  non  est  difficilis.  Vale  atque  fave 
Tibi  obstrictissimo 

Leonh.  Eulero. 


*)  Eu  1er  oublie  le  nombre  31;  dans  la  lettre  5*«"- ,  page  23,  U  fait  ob- 
server lui-même  que  2"  - 1  est  divisible  par  223. 
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LETTRE  XVI. 

GOLDBACH  à  ElJLER. 
Sommaire    Rectification  d'une  formule  de  la  lettre  14^me. 


Motcuae  d.  ^  Dec.  1731. 

Antc  omnia  mihi  emendanda  est  aequatio  in  superioribus 
litteris  meis  maie  descripta,  scribendum  enim  erat,  in  quo- 
cunque  casu  numerorum  p  et  n  aequatio  (A)  (1 — vjvdz  — 
(n  H"  P  +  *)  z^dv  -\-  n  (1  —  z)  dv  est  integrabilis,  eodem  casu 

aequationem  (B)  (1 — x^)pdx  —  dy  esse  integrabilem,  id 
quod  instituto  examine  deprehendes. 

^  4  O  

Altéra  aequatio  (C)  ac^1"4"1  û?x  —  y*dxzz.dy  simili 
modo  transmutatur  in  (D)  dz  —  v*c?z  ±  2nvz~ xdz  zz, c^v. 
Quomodo  vero  separatio  variabilium  in  aequatione  (C)  vel 
(D)  pendeat  a  termino  generali  seriei,  cujus  lex  progressio- 
ns est  A  -f-  (2  m  -f-  i  )  B  —  C,  non  video.  De  reliquis  in 
posterum.  Vale. 

Goldbach. 
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LETTRE  XVII. 


ElJLER  à  GoLDBAr.ll. 


Sommaire-   Recherche*  ultérieures  sur  U  séparation  et  l'intégration  de  l'équation 
R  iccati. 


Dorai  d.  •  Jtnuar  |7«2 

Omnis  acquatio  ex  tribus  constans  terminis  facile  reduritur 
ad  hanc  formant  x'"dx  +  ayndx  -(-  bdy  r=  0,  quae  ista 
subatitutione 

I  n  —  l  m-hl  —  t  

x  —  v  z  et  y —  y  z 

transformatur  in  sequentem  ordinis  secundi  aequationcm 
z*dv-\-  (n  —  i)vzdz-\-avzdv  -\-a(n — i)v%di-\- b(m  -f  \)zdv 
—  bvdz  —  0.  Si  fucrit  n-=z2,  habetur  forma  Kiccatii 

x"'dx  +  ay%dx  +  bdyz=LO, 
eux  ista  acquatio  ordinis  secundi  respondet 
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z*dv  4-  vzdz  -f-  avzdv  -\-  av%dt  +  b(m+  i)zdv— bvdzzzi  0, 
pro  qua  mihi  difficilior  vidctur  casuum  separabilium  inve- 
stigation quam  pro  ipta  xmdx-\-ay%dx^~  bdyz^Q.  Sit  nzz.1, 
erit  aequatio  in  quam  haec  x'"dx  -|-  aydx  -\~  bdy~Q  trans- 
formatur,  ista  z*dv  +  avzdv  -\-b(m  -\-  i)  zdv  —  bvdz~0, 
in  qua  littera  z  unicam  dimensionem  habere  censenda  est. 

Quod  acquationis  adyzz.y%dx~~  œ*n^'idx  ad  hanc 
adq  =  q*dp  —  dp  reductio  universalis,  n  dénotante  nume- 
rum  qucmcunque,  pcndeat  ab  inventione  termini  generalis 

m    m4-i  ro-f-S 

hujus  seriei  A,  B,  (2  m  -(-  *)  B  -+-  A,  sic  ostcndo:  Reductio 

illa  perficitur  hac  substitutione  x  zz.  (j~pï  ) 
f_P_\Xn   _J  

+  <2«-3), 


etc.  usque  ad 
i 


la  . 

Formula  ista  continuant.*  fractionum  dat,  si  nr  1,  hune 


valorem — î —  vel  — positons— •    Si  n  =  2,  prodit 


...      „         ,  r*  Si  n     3,  ht 

3r       J_  3r»+3r?+l 

I   1   3r»  +  3r?-f  1 

5r+  — !   "~5M  —  Mri+15r»y  +  Sr  +  / 

^  3r-f-__l_  ^  3r*  +  3r9-f  1 

Ponatur,  brevitatis  gratia,  r  +  qzzs,  seu  qzzs  —  r  et  va- 
lores  inventi  formulae  datae  respondentes  litterae  n  collo- 
rrntur  in  seriem,  prodibil 
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n  =  i  2  3  4 

1  .s  _         3rs  +  i  I5r»5  f  Sr+s 

T9  377+ï'  15r»5+5r+«'  105r«5-f35r*-hi0r*-f  1* 
in  qua  série  apparet  cujusvis  fractionis  numeratorem 
praecedentis  denominatorem.    Atque  si  terminus  ordine  m 

ait  ^,  fore  sequentem  indicis  ro  +  1  ZZ  ^rn+^B-fj'  Ex  hi* 
rrgo  manifestum  est,  quod  in  praecedentibus  litteris  com- 
memoravi,  ex  termino  generali  hujus  seriei 

m  m-ft  m -f-1 

eognito  haberi  formulae  Riccatianae  separationem  et  integra- 
tionem  universalem.  In  illa  autem  série,  ut  sit  determinata, 
oportet  esse  terminum  primum  —  1  et  secundum  ~  s.  Gog- 
nitis  igitur  ex  termino  generali  A  et  B  factoque  n  =  m,  erit 

a:  =  (^)        etKïifT)  =5' 

—  «m 


qua  substitutione  aequatio  ady—y^dx —  x%'"'*~ldx  reduci- 
tur  ad  hane  adqzn  q%dp  —  dp ,  ideoque  integrabitur  ope 
logarithmorum  uni  versa  liter.  Aequatio  vero 


-4m 


ady=y*dx  —  X%m+idx  modo  initio  tradito  reducitur  ad 
banc 

z2dv-\-  vzdz — vzdv — v7,dz-\-a  (  2m^t  )  zdv — avdz  —  0. 
Haec  ergo  reducetur  ad  istam  adqz=.q*dp  —  dp,  substitu- 

tione  ^^Tïï^ct  *=(T^rV  Va,e  ei  fave-  V  C'  Tui 
observantissimo 

E  u  1  **  r  o. 
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LETTRE  XVIII. 


GOLDRACH    à  EULER. 

Sommaire.   Remarque  sur  le»  wmm»  des  teYies  et  le*  intégrales.   Solution  d'une 
équation  du  5'"me  degré. 


Motcuae  ||  Jmuar.  1783. 

In  superioribus  litteris  Tuis  non  animadverteram  Te  in 
formula  A,  B,  (2m  -\-  i)  B  -f-  A  sumere  m  pro  exponente 
terminorum  qui  comperit  termino  A,  quod  ex  postremis 
Tuis  nuper  ad  me  datis  nunc  satis  intelligo  videoque  simili 


modo  f{\  — f^)pdy  pondère  a  formula  generali  summarum 

seriei,  cujus  lex  progression!»  est  ((p  +  n -|- x) H-(n ±x)j A~B, 

ubi  per  x  intelligo  exponentem  qui  termino  A  respondet, 
per  -7  vero  signum  divisionis  ambiguae,  ita  ut  sumto  ex 
signis  ±  superiore,  n -\- x  tit  denominator,  sumto  inferiore, 
n  —  x  fiât  numerator;  vel  eandem  integralem  pendere  a 

Corretp.  math,  et  pkys.  T.  i.  5 
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termino  generali  «ummarum  seriei,  cuju*  lex  progressions 
e«t  —  (n+ J-1)0?  —  j:+  1)^-z-  fl.  se(j  rdro  admodum  contins 

x  {n  .r) 

gcrc  arbitror,  ut  ad  terminum  hujusmodi  generalem  cxpc- 
ditior  quam  ad  ipsam  integralem  quaesitam  via  sit. 

Casu  aliquo  nuper  observavi  ex  aequationibus  quintae 

■ 

potestatis,  quae  hanc  formam  habcat 

tV(<t  ±     -  ■»'»*-  (=?  ±     -  m'tf  +  M) 

quicunque  numeri  dentur  pro  m  et  p,  radieem  a!  gc  braira  m 
erui  posse,  quod  non  contemnendum  puto,  quotiescunque 

S  tu 

numeru»  p  in  aequatione  data  x*  -\-  ~  x~n,  per  m  et  n 
facile  determinari  potest.  Vale. 

Goldbach. 
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LETTRE  XIX. 

ElJLEIl    à   GoLDRA  C.  FI 

Sommaire.    Solution   des  équatîon*    par   approximation     Méthode-,  de   I)   Bf r- 
noulli  et  de  Taylor. 


Petrnpotï  d.  SI  Jartbar.  1782 

Orrasîone  aequationis  ordinis  quinti  x*  -\~~  xzz.^*  cujus 
radicem  Te  assignarc  posse  scribis,  quoties  est 

n  =  Vt(|  ±  ✓(*-*•))*_(_£  ±  ✓(«_„•))*+*„], 

in  qua  vero  determinatio  litterac  ^  etiam  ab  inventione  ra- 
dicis  ex  aequatione  ordinis  quinti  pendet,  non  inrongruum 
arbitror  communicare,  quac  de  radicibus  aequationum  proxi 
me  inveniendis  observa vi.  Duos  omnino  modos  ad  boe  ad- 
hiberi  solere  perspexi,  quorum  primus  est,  quo  in  pluribus 
aequationis  loeis  loco  ineognitae  x  ponitur  quantitas  non 
multum  ab  ea  differens,  et  tum  ipsa  x  quaeritur,  deinde 
bic  pro  x  inventus  valor  iterum  in  aliquot  locis  pro  x  scri- 
batur,  denuoque  x  quaeratur.  Hujus  operationis  ope,  quo 
saepius  repetitur,  eo  propior  babebitur  quantitas  ipsius  x. 
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Ut  in  aequatione  x*  =  3ac-|-20  ponatur  6  loco  x,  ut  pro- 

3  x  -4-  20  1  ^ 

deat  haec  aequatio  x  zz — *     —  *>y>  tum  fiât  x~  6— » 

29 

i9>  porroque  eodem  modo  x —  b 
que  admodum  exacte  x  reperietur.    Generaliter  etiam ,  si 
principio  ponatur  x  zz  a  ,    post  unam  operationem  prove- 

niet  x  zz.  3  -4-  —  >   post   duas  x  zz.  3-|  ^-ôh>  P°*1  tre* 

3  +T 

x  zz.  3  -|  20      >   atquc  post  infinitas 

a 

20 


a?— 34-- 

20 

20 


20 


3  +  CC. 

Hujus  igitur  continuarum  fractionum  quantitatis  valor  cog- 
noseitur,  est  nimirum  —  Hujusmodi  etiam  est  quan- 

ti ta*,  quam  ad  formula  m  Riccatianam  construendam  dedi. 
Hoc  etiam  modo  nititur  methodus  Cl.  Bernoullii  nostri,  quam 
dédit  ope  sericrum  ut  vocat  recurrentium  radiées  aequatio- 
num  admodum  prope  inveniendi.  Ita  autem  hinc  eam  derivo  : 
Sit   primo  aequatio  quadratica  x1  zz  a  x  -\-  b,  fiât  ex  ca 

xzza-\-—i  in  qua  pono  esse  xzz  -y  prope,  hoc  substituto 

xzz.a<1^bp  propius,  hocque  etiam  pro  x  posito  habebitur 

X ^^l' *  multo  denuo  propius  etc.  Ex  lu»  ipsius 
x  valoribus  formatur  facile  haec  séries 

P,  q>  aq  +  bp,  a%q-\-abp  -|-  bq,  etc. 
hanc  habens  proprietatem  A,  D,  aB  -f-  bAt  adeoque  recur- 
rens.   Si  igitur  ejus  quivis  terminus  per  praecedentem  divi- 
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ditur,  quotus  dabit  valorem  ipsi  x  eo  propiorem,  quo  lon- 
gius  séries  continuatur.  Idem  quoque  evenit  etiamsi  pro  p 

et  q  numeri  quicunque  assumantur,  quo  vero  ma  gis  —  ab 

x  differt,  eo  longius  séries  est  continuanda.  Si  fuerit  pro- 

posita  aequatio  cubica  x*  —  ax%  -\-  bx  -\-  c ,  mutetur  ea  in 

b  c 

x  —  o  +  —  ~\~        Ad  hujus  radicem  inveniendam  pro  x 

assumendi  sunt  duo  valores  arbitrarii  hujus  formae  —  et 

J  p  n 

ex  quibus  igitur  fiet  x%~^f  prodibit  ergo  x  z=.a~q^!>^~— • 

Hinc  emergit  ista  séries  n,  p,  q,  aq  -\-  bp  -\-  en,  etc.  itidem 

recurrens,  et  cujus  quivis  terminus  per  antecedentem  divi- 

sus  dat  x  proxime.  Simili  modo  ad  aequationis 

~  i  b  i  c  i  d 
x  =  a  +  T+t*  +  T* 

radicem  inveniendam  servit  haec  séries 

m,  n,  p,  q,  aq  -f-  bp  -}-  en     dm,  etc. 

Compendium  hinc  ingens  nascitur  ex  eo,  quod  principio 

pro  x  non  unus  sed  plures  valores  assumuntur,  hocque  ef- 

ficitur  ut  tôt  sumendis  potestatibus  non  sit  opus,  ideoque 

séries  facile  possit  continuari.  Aliis  forte  etiam  idoneis  mo- 

dis  aequationes  possunt  disponi,  et  congrui  pro  x  valores 

assumi  ut  séries  prodeat  simplicior,  ope  cujus  radix  inveniri 

potest.   Alter  modus  appropinquandi  est  maxime  usitatus, 

atque  in  eo  continetur,  ut  primo  divinando  ipsi  x  propin- 

quus    valor   habeatur,   tumque  complementum  ejus  quam 

proxime  investigetur.  Hoc  modo  fit  aequatio  x*  —  ax-\-b, 

in  qua  notum  sit  esse  x~c  prope.  Ponatur  ergo  x  —  c  -j- *> 

ubi  z  valde  parvum  erit  respectu  c,  ita  ut  pro  x%  assumi 

possit  c*-|-2c2,  erit  ergo  c%-\-2cz  —  ac-\-az-\-  b,  adeoque 

z  —  -a-^"^2'7*  et  x~TT^i'      ^'tur  iam  Pro  c  *UD»t'tua~ 
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tur  —  —  »  prodibit  multo  exactius 

1c—  a  r 

_         c*      6fcc»-f  b*  —  kabc  +a%b 
—  4c»  -\-Mc  —  6ac»  -j-4a*c  —  Içib  —  a* 

et  ita  porro.  Hanc  methodum  vehementer  amplificavit  G!. 
Taylor.  Aequationem,  in  qua  inest  incognita  x,  reducere  ju- 
bet  ad  nihilum,  ut  prodeat  haec  forma  X  — 0,  ubi  A"  déno- 
tât quantitatem  quamcunque  ex  x  et  cognitis  composita. 
Deinde  assumit  quantitatem  ipsi  X  propinquam,  quae  sit  z, 
eamque  in  X  pro  x  substituit,  prodibit  crgo  quantitas  ex  z 
et  cognitis  composita,  quae  ait  ~y,  namque  quia  non  est 
z-=l  x,  etiam  haec  quae  prodit  quanti  ta»  non  esse  potest 
—  0.  Hoc  facto  sumantur  differentialia  positis  y  et  z  varia- 

hilibus,  erit  inquit  x  zz.  -d^y-—~  q-  p.  quae  non  solum  pro 

aequationibus  algebraicis,  sed  etiam  transcendentibus  valet. 

Ut  sit  V(lx  —  xx)  —  ^(9-4  *8)=:0.  ponatur  x  —  z\  erit 
V(7z  —  zz)—  K(9  -\-z*)-=zy,  hincque 

1    Idz  —  Izdz  zzdz 

~  2V-(<7«-Sl)        ^(9  +  »*)* 

xzzlz  ^(^-^^(H»')1  . 

ut  ponatur  zzz.\,  erit  y—V§ —  V\0,  adeqqiie 

il  1/IOO4.  loV*       I81/6  — ii  100 
x—  1  3  1  =  — g  

5^100 -2V6  5^100 -2>  6 

Arcuratius  deinde  idem  pertractat  dicitque  fore  x  z  -j~  y. 
At  v  ex  hac  aequatione  débet  determinari 

'  ^  i.dz  ^  l.ï.dz'^  1.2  3di*  +e,C-  U* 

Si  ex  hac  aequatione  detiniri  potest  v  accurate,  etiam  rêvera 
foret  x  ~  z  -\-  v.  In  secundis  vero  diflerentiationibus  d,z  pro 
constante  hahetur.  Inveni  vero  esse  quam  proxime 
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v~~~d~y~  ' dy^yJïz  +  -iïJ?y  +  etc  ' 

aJ        \.dy  ^  X.ï.dy*       X.I.Z.dy*^  eiC' 

Sit  X*  — a  — 0,  erit  zè—a=zy,  et  dyz^Zzzdz,  ddy=Azdz% 
et  d*y  —  6c/*'  hinc  habebitur 


2^8 
atque 

* —        36a«  +  36as*4-9aaS» 

IN  i mis  quidem  est  operosa  haec  methodus,  si  pluries  eandem 
repetere  volueris,  ponendo  iteruni  loco  z,  quod  pro  x  jam 
erat  inventum,  scd  forte  etiam  compendia  potcrunt  excogi- 
tari,  quae  hanc  aeque  commodam  reddunt,  ac  priorem  me- 
thodum.  Ad  has  autem  operationes  continuandas  requiritur 

séries  hujus  proprietatis  x,  P,  X,  ut  X  eodem  modo  de- 
ierminetur  in  P,  quo  P  determinatur  in  x.  Nam  pro  hac 
aequatione  xx~ax-\~b  sunt  ipsius  x  valores  successive 
i  m  enti  hi 

,    c*+A   c« —Gbc*  +  b*  —  tkabc-\-a^b   .    J*  +  b 

4  Ï^^V  4c« -f- 46c -6<tT» -f  4«»c - ûb-a*'  «•••A,  a^-rt* 

Invcni  autem  quomodocunque  f  detur  in  »  fore 

(P ,    (i> -  x) *ddP  (P-X)*d>P 

t     nz;    -t-    ,  H-  TTïTsTi*»"  + elc- 

Uujusmodi  aequatio  etiam  dari  potest  pro  curva  cujus  ab- 
scissae  si  fucrint  t,  2,  3,  k,  etc.  respondentes  applicatae 
sunt  i,  2,  6,  2k,  120,  etc.,  scilicet  in  aequatione  pro  ea 
incrunt  differentialia  omnium  graduura.  Vale  et  £ave,  Y.  G. 
Tui  observantissimo 

L.  Eulero. 
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LETTRE  XX. 


ElJLER  à  GOLOBACU. 
Sommaikk-   Problème  de  la  géométrie  de*  courbe». 


(Plie  en  forme  de  lettre,  mais  sans  suscription,  signature  et  date). 

Problema.  (Fig.  k.)  Si  ex  curva  A  MB  curva  Amb  ita  for- 
metur,  ut  recta  MAm  per  punctum  fixum  A  ducta  perpetuo 
capiatur  ejusdem  longitudinis;  invenire  casus,  quibus  hae 
duae  curvae  prodeunt  inter  se  similes  et  aequales,  ad  axes 
AB,  Ab  inter  se  normales  relatae. 

SoliUio.  Posita  longitudine  constante  Mmzz.Dd~AB—  2a, 
s\t  AP-=zx,  PM~y,  atque  sumta  nova  variabili  z,  sit  Q 
talis  functio  ipsius  z,  quae  posita  z  negativa,  abeat  in  sui 
ipsius  negativam,  cujusmodi  sunt  mz,  mz*-\-nz,  etc.  Se- 
quenti  modo  per  z  coordinatae  x  et  y  determinabuntur  : 

 +    v  ag-f  "  +       .  v  _  («  +  *K(qq  +  »*-l<?) 
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Eliminandia  ergo  z  et  Q,  infinitae  prodibunt  aequationes 
inter  x  et  j,  ac  proinde  innumerahjles  curvae  A  MB  pro- 
blemati  satisfacientes  Q.  E.  I. 

CoroUarium  t.  Erit  ergo  V(xx+yy)  =  a  +  z.  Atque 
x:y=V(aa  +  zz  +  2Q):V(aa-+  zz  —  2Q). 

CoroUarium  2.   Sumta  AC=z^,  fiet  CD=l£  atque 

AD  —  at  punctoque  D  in  altéra  curva  sui  homologum  d 
respondebit  in  generatione. 

  a 

Exemplum.  SU  Q=:naz,  erit 

asx  :yy=:aa  -f  2naz  +     :  aa  —  2naz  +  zz, 


^  /2aa  +  xx  +  ^7  — 2aV(xx  +  yy)\ 
V+  2naû  — 2naV (xx+j/)/  ~~ 

YY(2aa  +  xx  +  Ï Ï  —  2û V(xx  -f  yy)\ 
JJ\—2naa  +2noV (xx+yy)' 

2a((n+i)xx  +  (n-i)yy)V(xx+yy)  = 

2aa(  (a  + 1)  xx  +       1)//)+  x4— 

unde  sequens  oritur  aequatio  pro  curva  satisfaciente 

x*-2x'y'+y*-kna\(n+i)x*+(n-i)y*)(xx+yy)*+ 

quae  jam  innumerabiles  praebet  curva»  quaesita». 
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LETTRE  XXI. 


Goldbich  à  Eu  LE  a. 

Sommaire    Démonstration  d'un  théorème  de  géométrie. 


Pètropoli  à.  Ifl  Octobr.  1736. 

Hestcrni  Tui  theorematis  praeterita  nocte  hanc  demonstra- 
tioncm  imaginatus  sum,  quam  mane  vcram  deprehcndi.  Dato 
(Fig.  5.)  rectangulo  quocunque  ADC,  ducatur  indefinita  A  F 
perpendicularis  ipsi  AC,  ex  qua  abseindatur  AB~AD.  Si 
ex  puncto  C  ducatur  quaevis  CEzziCD  et  ex  E  erigatur 
perpendicularis  occurrens  ipsi  A  F  in  F,  dico  esse  EF—BF. 
Sit  JB—ADzna,  CD  =  CE=zb,  AQ—\ (a%  +  b%)=zf, 
AF  —  e,  Al—x.  Erit 

A  F:  Alv.CE:El=z*i  A  F:  F!. CE:  Cl  -  b-^±^)  = 
crgoœ  =  ^(^  ergoFzL:F/  +  //Y= 

V (ea  +  **)  +  7  =.  V  (a*  +  ea)  —  FB. 

Ex  quo  patet,  cum  puneta  E  et  sint  arbitraria,  rirrulum 
quemcunque  ductum  radio  FE  ad  angulos  rec  tos  secari  per 
circulum  ductum  radio  CE. 

Goldbach. 
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LETTRE  XXII. 

■ 

G  OLOBACH  à   Bu  LE  K. 

» 

Somma  lut.  Solution  d'un  problème  de  géométrie 


...     d      Febr.  1756. 

Problema  mecum  communicatum  :  Datis  in  quadrilatère» 
(Fig.  6.)  ABCD  omnibus  lateribus  et  altéra  diagonali  AC, 
invenire  alteram  diagonalem  BD,  sic  suivi  posse  puto:  Sit 
AB—a,  BC  —  b,  CD— Cy  D  A  —  d,  BD~y.  Quoniam 
data  diagonali  alterutra  datur  etiam  arèa  quadrilateri,  quem 

pono  =  -±, 

(  —  (c1  —  d*)%  +  2{c%  +  d*)y*  —  Jf/=e- 
Unde   positis  —  (a*  —  b%)%  =  a ,     +  2  (a*  +  b1)  -  fi  t 
—  (c%  —  d%)—y,  +  2  (e*--f  cl1)—  à  et 


r 
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1e*8-{a-7-'*){(t-8)  _  ^     *e»y  =  («  -  y  -  e«)»  _ 

pervenitur  ad  duplicem  valorem  j=:(7r±y(rtl-f  r))*> 
altero  diagonalcm  datam  AC,  altero  quaesitam  BD  cxpri- 
mente. 

Aliter:  Quoniam  datis  quatuor  lateribus  et  diagonali 
A C  dantur  etiam  perpendicularcs  ad  diagonalcm  B E—fy 
I)Fz=Lg  et  intercepta  FEzzh,  crit  diagonalis  quaesita 

Goldbach. 
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LETTRE  XXIII. 


EULER      à  GûLDBACH. 


/ 


Sommaire.  Recherche»  de  géométrie  analytique. 


Petropoli  die  28  Jnlii  A.  1757. 

Cura  in  hestcrnam  formulam,  quam  mccum  communicare 
voluisti,  diligentius  essem  meditatus,  incidi  in  sequcntcs 
expreationes  non  solum  satis  générales,  sed  etiam  perquam 
commodas,  ex  quibus  omnes  Tuae  formulae,  V.  G.,  cxpedite 
derivari  queant.  Posita  scilicet  abscisfta  communi  —  af,  »int 
utriusque  curvae  applicatarum  elcmenta 

dœ(VRS±  V{R+t)($  —  I)) 
unde  ipsarum  curvarum  elcmenta  erunt 

dœ(V(R+i)S±\/&(S—t)). 
Quo  igitur  utraque  curva  fiât  algebraica  pro  R  et  S,  taies 
ipsius  x  accipiendae  erunt  functiones,  ut  tam  dxV RS  quam 
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dx  V(R  +  1)  {S  —  1)  integrationem  admittant.  Deinde  ut 
arcuum  summa  algebraica  exprimi  queat,  hanc  quoquc  for- 
mulam  dx  V(R  +  i)  S  oportet  esse  integrabilem.  Hoc  autem 
pluribus  modis  facile  praestabitur,  sumendis  pro  R  et  S  ta- 
libus  functionibu*  ut  RS,  (R  +  1)  (S  —  1)  et  S  {R  +  1)  fiant 
quantitatcs  vel  ex  duobus  vcl  ex  uno  termino  constantes, 
quippc  in  quibus  exponentes  ita  accipere  licet  ut  quaesito 
satisfiat 

I.  Sit  R  —  axm  et  5  =  —-^,  fient 

ax 

elementa  applicatarum  ~dx{\  ±V(~m  —  axr" 
elementa  curvarum  ~  dx(V(  \  +         ±       —  ai"')) 

atque  debebit  ewe  m  dénotante  i  numerum  quem- 

cunque  affirmativum  intcgrum. 

IL  Sit  R  —  axm  —  i  et  S=.bx",  fient 
elementa  applicatarum 

—  dx(y(abxm+n—  bxn)  ±  V(aôx'"+n  —  axm)) 
et  curvarum  elementa 

—  dx(x  1    ]/ab±  V(axm  —  t)(bxn—  l)). 

Quo  autem  tam  utraque  applirata,  quam  tumma  arcuum  fiât 
algebraica,  vel  esse  débet  m  —       '-m  et  n  zz.  ~^*9  vel  etiam 

meri»  integri»  affirmativi». 

III.  Sit  i?  =  i**"  -  —  et  S=Z-xm  +  i,  Ecnt 

c  ce  ©  1 

applicatarum  elementa 
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atque  curvarum  elementa 

=  dx (V*~ (ax»-^)±V{b  +  ex"')  (f  -  g+-J *T)) 

tumaturque  m  —  2~^t' 

l\.  Sit  /?—  a*x*"'  +  2axm  et  S-=.bxm,  crunt 
applicatarum  elementa 

=  dx  (x*Y(a*bxm  +  2ab)  ±  (axrn  +  1)  V(bxm  -  1)) 
et  curvarum  elementa 

=  dx  (bxm  (axm  +  1)  ±  Vxm  (a*xm  +  2a)  (bxm  -  I)) 

eritque  vel  m  =  —  vcl  m  :=  27+3 ' 

Hujtismodi  autem  formulac  plures  aliae  hinr  possunt  de- 
rivari  per  idoneos  valores  loco  R  et  S  substituendos.  Vale 
*t  favrre  perge,  V.  G.,  Tui  observa  ntiasimo 

L.  Eulero 
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LETTRE  XXIV. 


GoLDBACIl  à  ElJLER. 

t. 

f.     v.--  .  ♦ 

Su* maire   Annonce  la  découverte  du  terme  général  d'une  série  particulière. 


.  .  ..  d.  M  Oct.  1788 

Inveni  ego  hodie  mane  formula  m  generalcm  in  infini  tum 
excurrentem  (sed  quae  abrumpatur  quotiescunquc  exponcns 
terminorum  est  integer  affirmativus)  pro  série 

I +T+T+         -  0  +h+  0  etc- 

quae  formula,  si  Tibi,  Vir  Celebcrrime,  jam  nota  est,  ego 
inventons  sccundi  laude  contentus  ero,  sin  minus,  formu- 
lam  ipsam  libentcr  Tecum  communicabo. 

C.  G. 
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LETTRE  XXV. 


Gqldbacii  à  Eulkk- 

Sommai  ne.    Théorème  d'analyse. 


(Pctrop.)  d.   7   ISov.  1739 

Ex  inventis  Tuis  demonstrari  potest  in  summa  seriei 

J       L     _L     1     'L.      1     .J_      *       J  J 

,n       2"        3"    '    4"  5n '   '    6"       7"       8»T*9b"T  1()b 

1_1    lllilJ  1  J  1  L  lll 

1i"       13"   '    1%W  '   15"  T  16"       il"       18"       19"       Î0n  T  21"  ~r 

•      .    .  '  .  etc. 
quam    continuais    possum    quousque    libuerit ,    si  ponatur 
~an"  y  ntiuierum  ce  esse  rationalem  et  assignabilcm,  si  n  sit 
nuuierus  affirmât!  vu»  par:   et  in  casu  n  —  \  ,   totam  seriem 
fieri  n.  0.  Goldbaeh. 

P.  5-  Ut  seiri  possit  an  terminus  quicunque  datns 
exigat  signum  -|-  an  signum  —  ?  dico,  si  x  est  nnmerus 
primus,  loeum  habere  signum  —  :  si  x  produetnin  ex  duo- 
bus  primî»,  loeum  habere  signum  -|-  :  si  x  prodtirtuiri' ex 
tribus  primis,  lorum  habere  signum  —  .  et  ità  porro.  V.  gr. 
^  exigit  signum  —  quia  producitur  ex  tribus  2.3.3;  ^ 
exigit  signum  -\~  quia  produc  itur  ex  quatuor  2.2.2.3  et 
ita  porro. 

Corrrsp  math  et  phys   T  i. 


■ 
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LETTRE  XXVI. 


EULER  à  GOLDUACH. 
Sommaire.  Considérations  sur  le  théorème  précédent. 


la  Kot.  1759  »t 

Si  h;ibeatur  séries  quaecunque  a,  b,  p,  d,  e,  etc.  atquc  ponatur 

P  —  a  +b  +  c  +  +  e  +  etc. 
(>=  a2  +  Aa-f  c*  +  rfa-fea  +  etc. 
/?  =  as-|-68+c3  +  e/*  +  c»+  etc. 
S  =  a4  +  ài  +  c1+rf*  +  e*-+.  etc. 

etc. 

ac  praeterea  ex  terminis  o,  6,  ct  d,  etc.  formentur 

1.  facta  ex  singulis,  quorum  sumnia  sit  A~P, 

2.  facta  ex  binis,  quorum  summa  sit  =:  B, 

3.  facta  ex  ternis,  quorum  summa  sit  =  C, 

4.  facta  ex  quaternis,  quorum  summa  sit  ss  Dt 

etc. 
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His  positis,  si  numerus,  cujus  logarithmus  est  =l  1 ,  deno- 
tetur  littera  e  (quae  ne  confundatur  cum  termino  e)  erit 
1  _|_  A  +  B  +  C  +  D  +  elc.  =;,*+»«+*«+**+•««• 
su  mendia  vero  terminis  alternis,  erit 
1  +  B-\-D  +  F+  //-h  etc.  =: 

e  .  +  e-P+*<?-|A+|S-  etc. 

2 

atque 

yl-f  C  +  £+  G  +  /4-  etc.  = 

2 

Quod  si  nunc  pro  série  a-\-b-\-c-\-d-\-  etc.  capiatur  séries 
potestatis  cujuscunque  numerorum  primorum,  ita  ut  sit 

P-i  +  A  +  .L  +2 rH-J-  +  etc. 
(J  =  ^  +  3ïï»--|-£r»-f  ^ +7^ -h  etc. 

^  =  2»"  "I"        "t"  Ï3w       îï>"  "H  efc<  ' 

^  =  jïïï  +  3^"  "f"  JJ^  ~l~  T*"        ïï*"  ~l~  ' 

etc. 

erit  A  ipsa  séries  numerorum  primorum  P,  J5  séries  faeto- 
rum  ex  binis,  C  séries  factorum  ex  ternis  et  ita  porro;  unde 
fiet  1  -|-  A  -\-  B  -\-  C  -\-  D  -(-  etc.  séries  omnium  numerorum  puta 

1  +^  +  h  +  V»  +      +  6^  +  ctc*  =  a71" 
Quam  ob  rem  erit 

^-f  «  t  +  5^  +  ^+  etc.  rz  «71" 

tiuiili  vero  modo  erit 


-    g\  — 


eQ+is+i  r+ï  x+«c.  _  ,  +  _L  +.  A_  ^  _L  +  „„,  _ 
qua<-  expressif)  per  illam  divisa  dabit 


unde  demonstrarc  potest  egregia  illa 

I--1  --i+l  ^l+i-i--  etL  - 

rujtis  summam  Tu,  Y.  C. .  demonstrasti  esse  —  


llis  praemissis  cum  sit  A  séries  ipso  ru  m  numerorum  pri- 
moruiu,  B  séries  fartorum  ex  hinis  primis,  C  ex  ternis  et 
if  a  porro:  s<  iliret 


i         î         i         I  1 


A  =  2"         3»        5»  +  T-  ^  ïï*  ^  - 


H       i       i       i  i; 

  J       J_  1  1 

~  "h7'  ~~  W'  ^~  Î87'  i  ït7'  etr* 

et< . 

sequihir  fore  1  -f-.t-fB  +  C-f-D-f-  eti .  — 

I  4  i^-4-Z>-h  -F  4-  etc.  =  • 

 2  =t(«  +  T> 

<4  -f  C  -f  E  4-  G  4  etc.  =  - 
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hincque  1—  A  +  B-C  +  D-E+  F  —  G  +  etc.  —  ±  tt", 

qua'e  est  ipsa  série*  a  Te,  V.  G.,  primum  inventa.  Denique 
ex  his  constat  fore  summam  seriei  i-\-B-\-D-\-F-\-  etc. 
in  qua  insunt  producta  ex  numéro  pari  numerorum  primo- 
mm,  ad  summam  seriei  A  -\- C  -\-  E  -\-  G  -\-  etc.,  quae  con- 
tinet  numéros  primo»  ipsos  et  producta  ex  numéro  impari 
eorum,  uti  est  ce*  -\- (i  ad  a*  — (i,  quae  est  proportio,  quam 
hodie  mihi  inveniendam  proposuisti.  Vale,  V.  G.,  mihique 
favere  perge. 

Euler. 
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LETTRE  XXVII 


GoLDBACH  à   Eli  LE  H. 
Sommaire.   Même  »ujct   Ilcpoiue  a  la  lettre  précédente. 


(l»etrop.)  d.  a*  Nov  |73y 

Gratissima  mihi  fucrunt  quac  heri  scripsisti  ;  mea  solutio 
haec  est:  Sit 

1  +  £i  +  yi  +ÇÏ  -f  ete.  =  aw" 
>  4-^  +  3^  +  ~  +  etc.  =fin" 

^+  h  +  ^  +  ^  +  ^  +  Tî^+el(—  Wf 

rujus  denominatorcs,  posita  n  1,  sunt  producta  primorum 
numéro  imparium 

•  +    +  l*  + 

cujus  denominatorcs,  posita  n  55  I ,  sunt  producta  primorum 
numéro  parium. 
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erit  «*n+^-=2Af,  ann —  P~  =  2iV.  Sed  nescio,  an 

mcthodus  Tua  valeat  ad  determinandum  v.  gr.  rationem 
inler  terminos  affirmativos  et  negitivos  hujus  seriei 

J  ili  l  _i_  1    _  J_  _  1    .  etr 

4n        gn  T  *,»        ri»    '16"        18"  20" 

cujus  dcnominatores,  posita  n  —  1,  sunt  oinnes  po  testâtes 
numerorum  et  omnia  carum  multipla;  termini  notati  signo 
-|-  continent  dcnominatores  produetos  ex  primis  numéro 
paribus,  termini  notati  signo  —  ,  ex  impari  bus ,  quam  ra- 
tionem tamen  eruere  potero  si  operae  pretium  visu  m  fuerit. 

Sed  multo  magis  Tibi,  opinor,  plaeebit  quod  heri  inveni: 
Sit  1  +      +  ^  +  l„  +  etc.  =  ann,  J[, +-1 +  ±+ 
—  -|-  etc.  —  P  (eujus  seriei  denominatores  continent  omnes 
numéros  primos)  erit 

p*  +  jiit  +  £Tn  -h^ln  -h^  +  etc  —  (P  —  +  —, 
modo  sit  n>  1.  Vale  et  fave  — 

Goldbach. 


Noie  marginale  d'Eider 

t 

-g  terminus  generalis. 

Si  p  est  numerus  primus  erit  — 3 

u  p  prod.  ex  duobus  numeris  primis  inaequalibus:  -\-jn 
prod.  ex  duobus  numeris  primis  aequalibus:  -|-^ 


1 
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p  prod.  ex  tribus  inaequalibus    abc  erit 

t 

p" 

nab 

naa 

p  prod.  .  ex  quatuor  inaequalibus  abcd 

a  abc 

v            i  aabb 

aH 

+  ~ 
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LETTRE  XXVIII. 


EULER  à  GOLDBACH. 


t  » 
Sommaire.  Suite  des  recherche*  précédentes. 


d.       Novcmbr.  178». 

Considérons  rationem,  quae  intercedit  inter  summam  seriei 
^a  +  ^h  +  ^h  +  ^h-h  etc.  et  hanc  expressionem 

(*-«>•+* -a* 

deprehendi  seriem  aliquanto  esse  minorem  ac  fore 

C  - 1  )"  + 1  ~dr- = p* + ï*  +  p*  +  £  + elr- 

-|-  2  .  summa  factorum  ex  ternis 

—  2  .  summa  factorum  ex  quaternis 

»  .  .        )  terminis  inaequalibus 

-|-  2  .  summa  factorum  ex 

—  etc. 
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■ 


si  p  prod.  ex  tribu»  inaeqi  m  ^upli 

uipr 


si  p  prod.  ex  quatu 


^enominatorcs  * 
-j-5"  ~\-  etc.,  vel  termu. 
.  ternis,  vel  quatcrnis,  vel  ita 
y*  numeratorem  habebit  11,  quia 
componitur: 

V.  5.  12.  IX.  2.  5.  6. 

VI.  6.  10.  X.  3.  5. 
20.          VII.  2.  2.  15.          XI.  2.  2.  3.  5. 

.      15.         VIII.  2.  3.  10. 
jii*  serici  summam  casuy  quo  rizz.2 ,  inveni  esse  ~  2; 
ttqoe  initio  arbitratus  sum,  etiam  reliquis  casibus  summam 
rationaliter  exbiberi  posse.   Verum  rem  diligentius  scrutât  us 

inveni  casu  nz:  K  summam  fore  —  e.Ut_l  —  en  _e-H>  "bi 
est  proxime  e*  23,1M)7. 

Deinde  omnia  fere  theoremata,  quae  de  seriebus  nume- 
rorum  primorum  aliisque  hinc  natis  protulisti,  V.  C,  multo 
Jatius  patere  observavi.  Si  enim  sit 

A  —  a  —  a  -\-  b  -\- c     d  etc. 
Bzzsummae  factorum  ex  binis  \ 

C-      „  „       ex  ternis         terminis  seriei \  A,  ter- 

)    mims  acqualihus  non 
»  >*       ex  quaternis  t  exceptis, 

etc.  J 
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Ji+C+E+G +etc.=^  a-(-y-|_e^ 
item 

(B-fl  +  (C-r)  +  (D-t)+«c.=*-±- 

(B-it)—(C-r)+(D-tr)—*c.=i-± 

(C-/)  +  (E-.)  +  etc.  =  |(f - 1)  (1  -jL) 
(B— ete.=i.(,+<)(t_i) 

Quod  si  autem  loco  terminorum  a,  6,  c,  d,  etc.  sumantur 
eorum  quadrata  sitque  A"  —  a"  —  a1  -f-  -|-  cl  -\-  d1  -f-  etc. , 
hincque  série»  B",  C",  Z> etc.,  itemque  (i" ,  y",  d",  etc. 
simili  modo  formentur,  quo  supra  B,  C,  D,  etc.  (i,  y  t  à,  etc., 
ex  série  A~  a  fiet  : 

I  +  A"  +  B"  +  C"  +  Z>"  +  etc.  =  j£ 

et 

I -«''+0'' +     -etc.  =1 
unde  erit  generaliter 
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seriei  55  +  ^  +  ^ï  +  ^î  +  etc-  Quod  si  autem  duplices  istae 
factorum  ex  ternis,  quaternis  etc.  gummac,  quippe  quae  per 
inventa  Tua  habentur,  substituantur,  prodit  aequatio  iden- 
tica;  qnod  idem  non  dubito,  quin  intérim  ipse  observa- 
veris,  V.  G. 

Incidi  heri  in  banc  seriem  non  paru  m  curiosam 

1  ~T  «jn  T  3"""'  4»  '  5n ~?Tf  '  s"~r~9n  r  10"  '  H"  '  iïn  ' 

etc. 

cujus  numeratores  indicant,  quot  modis  dcnominatores  respon- 
dentes  sint  bujus  seriei  2"  -f  3"  +  V  +  5"  +  etc. ,  vel  termini 
ipsi,  vel  producta  ei  binis,  vol  ternis,  vel  quaternis ,  vel  ita 
porro.  Sic  denominator  60"  numeratorcm  habebit  11,  quia 
60  his  undecim  modis  componitur: 

L   60.  V.   5.  12.  IX.  2.  5.  6. 

IL  2.  30.  VI.  6.  10.  X.  3.  h.  5. 

LU.  3.  20.         VII.  2.  2.  15.  XI.  2.  2.  3.  5. 

IV.  k.  15.         VIII.  2.  3.  10. 
Hujus  seriei  summam  casu,  quo  n=.2,  inveni  esse  =2: 
atque  initio  arbitratus  sum,  etiam  reliquis  casibus  summam 
rationaliter  exbiberi  posse.   Verum  rem  diligentius  scrutatu» 

inveni  casu  n—  k  summam  fore  =.   —  —  —y,  uhi 

est  proxime  en  —  23,1  V07. 

Deinde  omnia  fere  theoremata,  quae  de  seriebus  nume- 
rorum  primorum  aliisque  bine  natis  protulisti,  V.  C. ,  multo 
latius  patere  observavi.  Si  enim  sit 

A=za  —  a-^-b-\-c-{-d-\-  etc. 
Brzsummae  factorum  ex  binis  \ 

c__  ex  terni8         terminis  seriei  A,  ter- 

.    )    minis  aequalibus  non 
Dz=l     „  „       ex  quaternis  t  exceptis, 

etc.  ) 
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itemque 

(i—  summac  factorum  ex  binis  \ 

y:z:     „  „       ex  ternis       f  terminis  inaequalibus  »e- 

ô  z=^     „  „       ex  quaternis  j    ™i  A  vel  a. 

etc.  ; 
fueritque 

l-+^+B+C+Z>  +  £-hetc.:=:jf      (l4-a-+-/^+y+d^etc.  — y 

>  erit/ 

1  -J+B-CH-ZJ-E+etc.  — *\  J I -a+/*- y-hrt-etc.z:  — 
hineque 

I  +B+  etc.  =  i±î  1  +  0+*+H-  etc.  =  ^ 

^+C+E-hG+etc.=^  a+y4.£  +  l;  +  etc.zz^7' 
item 

(  B  -  fi)  +  (  C  -  y  )  +  (  D  _  â)  +  etc .  =  s  -  ± 
(B-fl-(C-y)  +  (Z>-tf)-etc.=<--l 

(C-y)  +  (E-i)  +  ete.  =  |(i-£)  (t  — jy) 

Quod  si  autem  loco  terminorum  a,  by  c,  cf,  etc.  sumaiitur 
eorum  quadrata  sitque  Â'  a"  zzl  a*  -\- b% c%  -\- d?  -\-  etc. , 
hineque  séries  B",  C" ,  D" ,  etc.,  itemque  fi",  y" ',  â",  etc. 
simili  modo  formenlur,  quo  supra  B,  C,  D,  etc.  (i,  y,  d,  etc., 
ex  série  A~  a  fiet : 

Î+A"+  B"  +C"  +  />"+  etc.  = 

et 

i-«''4-r-y"  +  *"-etc.=^ 

unde  erit  gênerai  i  ter 


»•  -^)igitized  by  Google 


I  —  /H-  B  —  C  +  i?  —  etc.  _  _p__p-5-__p____ 
atque 

(1  +  a  +fi  +  y  +  etc.)  (1      a-f  /*  —  y  +  etc.  )  r= 
1  —  a"  -h /*"  —  y "  +  etc. 
Ex  his  nunc,  si  pro  série  a  -(-  b  -\-  c  -\-  d  -\-  etc.  substituatur 

haec  -±+±  +  ii  +  ±-fïi  +  etc.   secundum  numéros 

primo»  procédons,  sequentur  omnia  omnino  theoremata,  quae 
mecum  communicare  voluisti.  Vale,  V.  G.,  ac  favere  perge 
Tui  observantissimo 

:  L.  Eulero. 
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LETTRE  XXIX. 


tëlLKR   à  GOLDBAI  H. 


tilL    Application  du  calcul  intégral  h  l« 

 1  i  

»  » 
,  n  -  — 

(2>jhin  date  ) 

Seriei,  cujus  terminus  général!»  est  g^-j,  _  g4r  Jft»  vel 
-r-  (  - — —  —  0          j   «uni ma    est    zz  —  /- —  „- —  ~ 

3  \%x  —  h        8x  — 8/  2  '       1  —  z* 

1  r        z^ti*     ...  1  w  dz  -  r   i-  /  (t -\~zz)  dt  — 

tT/(«+'»»)0+»^  -  ~~  t/i  +7.  +  TV  '  "  P0,t  ,nt*'- 

grationem  ponatur  zsi\.  At  sériel,  cùjui  termina*  geue- 

ralù  e.t  -^^,i+7  =  ^(5J_a_5-L-|)  ,umn,a  ,•,.= 

a7  l-r«  ~"  2  /(1+*«)(1  +  —  T/ 1  +  *»  4  '  ' 
posifo  post  intégration»  m  z  zz  i.    Verum  est  Jt^.z  =  ^  j 


■ 

V 
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Quare  si  a  série,  cujus  terminus  generalis  est  ^x_5)^Sx_^y 
subtrahatur  séries,  cujus  terminus  generalis  (8j_^"8x_  f)> 

seriei  résultants  summa  erit  —  —  +  ^êV?  ** 

seriei,  cujus  terminus  generalis  est  — 

3m  1 


summa  est  —  ^  -f  gTT""  Quare  si  m  =  l,  summa 
erit  —     ;  at  ut  summa  sit  —  0,  oportet  esse 

m-\-i  +  mY2  —  V%=.0, 

IL  Si  in  série  -7=  tttt  rc  summa  terminorum  pari- 

x(lx     i)(4jt— 1)  ■ 

u m  ab  imparibus  subtrahatur,  proilit  séries 

i  1.3  ~~  2.3/7  "^âTîTTi  ~îTÏ5  +  etc'  ■ 
quae  resolvitur  in  has  très: 

'  1     T  >T     T  '  T     Tï  +  ctr— iï+^ 

8,8        8        8         8.8    r%izdz 

T     T     ïT'15     Ty  i  03  ~       —  "~/~î+7* 
et  summa  omnium  est  =z  /2         —  n  V*  -f  ^ / (1  +  V% 
unde  non  video  quomodo  summa  possit  esse  zr  n  — 
Sin  autem  res  ita  se  haberct,  foret  n      U)n+*^yy  +  l/Y>. 

'»•  ^iei  (I  _|  +  4_-L)_(A_l  +  l_lJ  +  e,c. 
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ydz(t  —  z+zz  z')   

/dz(i-\-zz)         i  zdz  çz*dz    n  n  11 


summa  est  ~  / 


IV.  Si  fuerit  jd .  -j^-  —  f^r^i  >  e«*>*  utique 

,        dx  r  dx         dx  ,         x*       x7      x10  x 

et 

x'*  r' 

z-C  +  lx-  —  +  —  -—  +  etc. 

Constans  autem  C,  si  z  deberet  simul  rum  x  evanesoere, 
foret  infinita;  «in  autem  C  maneat  indefinita,  tum  easu 
x-=zi,  quantitas  z  indefinitum,  h.  e.  quemeunque  valorem 
obtinebit. 

V.  Sinus  ang.  18°  est  =  et  «in.  ang.  5*°  est  = 
>      1  >  unde  erit  — ^  r-^ii  =  2,  id  quod  etiam  tabulae 

4  sio  18°       siu54°  * 

sinuum  ostendunt  ;  est  enim  — 3=  sec.  72°  et  — X—  — 
sec.  36°. 

VI.  Serierum  sequentium  summae  sunt 

(1                 1      x    rdz(zz  —  z*)    /  zzdz 

8r_5        8.r-3)    1  -  s»        ~"  /  (I  -f  zz)  (1  -f  s«) 

_  jr_        n_    ■  1) 

4V2        8  8 

-  I  1      \           fdz{z%  —  z»)          /•  z*dz 

U-r-  i  8x-f  1^  ~"  7     1  -  s«   •'(!  +  **)  + 

  rrfs  l-j-8z4-*4)_  1    r  dz  1  /-rfsfl-fss) 

—  y(l4-ss)(l-|-s«)   T  s  s       Y  y     I  -|-** 
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,     i  l     >.           /  t/z(l  —  s3)  _^      /■  </z 

l  H  ,  _  5        6r-2         7     1  -  z*      —  /  14-  3 


  1    »  di  1    rldz  —  zdz 

T  .'14-:       T  /  1  — 


-|-  ;        3^1  — z  -|-  z  z 

_          1         i    d%  1         y    Izdl    f/z  1       /  </Z 

  T  .'l+z        T  y  1     s4-zz     '    TJ  1  —  z-fzz 

3  ~  313 

VII.   Serieî  1  —  jt^zt  +  —  etc'«  jamdudum  quo- 

que  conjeetavi  aummam  esse  =,  p{l2)tn~ 1 ,  at  casu  n  =  2 
facile  statim  deprehendi  valorem  ipsius  p  nequidem  rationa- 
liter  exhiberi  posse. 

Euler. 
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LETTRE  XXX. 


GoLDBACH  à  EULER. 
Somma Théorème*  relatif»  i  la  sommation  de»  mite». 


(Petrop.)  d   0  Dec.  1759. 

©bser  vavi  heri  denominatoribus  1,  1.2,  1.2.3,  1.2.3.1, 
etc.  innumeris  modis  assignari  posse  numeratores  algebraicos, 
ita  ut  séries  tota  liât  summabilis,  sic  v.  gr. 

+  — *_  -i-  -il-  +  -2-  +  —  +  —  +  —  +  etc . 
1,Î.3T!,U4T1...JT1...6T  1...7  "1...8  '   l...f  ' 

t        _J  ,        3        ,  *  ,  5      .       S  1  , 

—  1.2.3    '    1.2.3*       1.3.3«t.5~T~l.  .  .6'   1.  .  7  ' 

_8_  +  etc.=  i, 

1...9   '  2 

^  _4_     .  5_  _7_   _   _8_     ,  9_ 

1.2        1.2.3    '    1.2.3.4        1...5    '    1  ..6  '  1...8 

-^L  +  *,-!, 

Cormp.  math,  et  pkys.  T.  I.  7 
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quae  quidcm  facile  demonstrari  possunt:  sed  ex  eodem  fonte 
alia  inulto  ahstrusiora  derivantur,  ut  si  haee  séries 

«  "T"  1.2.3.  «'    '    1.2. 3. In*  "+  etr 

(cujus  terminus  generalis  est  3  ~/Jr  ')  ^at  —  —  •  * 
posito  pro  a  numéro  quo<  unque,  dico,  ut  aequationi  satis- 
liat,  siimcndiim  esse  n  zz  ~a~^~  ~ 

C.  G. 
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LETTRE  XXXI. 


ElILER   à  GoLDBiCH. 
Sommai» K   MéW  «rjet.  Réponse  4  U  lettre  précédente. 


Petropoli  d.  9  Decemhr.  17S9. 


Omnes  séries ,  quae  continentur  in  hac  formula  generali 

i.u.J,T/"-  tunw,iarl  POMunt  Per  ex- 
ponentîales  et  algebraicas  conjunctim.  Quare  si  vel  coëfli- 
cientes  a,  fi9  y,  â,  etc.,  vel  numéros  n  ita  determinetur, 
ut  exponentialia  evanescant,  obtinebuntur  omnes  séries  hu- 
jus  formae,  quae  summas  algebraicas  habere  possunt  Quod 
ut  clarius  appareat,  per  partes  progrediar 
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Scrici  eu  jus  terminus 


1.2.3.  .  . x.n* 

.  fi*  

1  .  !2  ■  3  •      •  x  •  ft 

yxz 


1.2.3.  .  . x. n* 
9x%   

1.2.3.  .  .  x  .  n* 
ex* 

1.2.3.  .  . x.n* 

 t_x*  

1.2.3.  .  .x.n* 

1.2.3.  .  . x •  n* 


Summa  erit: 


e  a  —  ce 
'  n 


h      f  1         31        90        65    .    15   ,    1  v 

Lex,  secundum  quam  hae  summae  progrediuntur,  ita  est 
romparata,  ut  termino  generali  -  -      x  ^  respondeat 


ma  haec 


3.3* -f-3. 2A  -  t 
1.2.3.n* 


+ 


h     /*    .    2*-l    |    3*  -2.2*  4-1    ,  44 

5*-4.4*  +  6.3*-4.2*  +  l    4      .  \ 
 1.2.3.4^  +  et^)* 

Ex  his  igitur  perspieitur  seriei,  cujus  terminus  generali»  est 
t  „  .  * — -x  »  summam  algebraicam  omnino  esse  non  posse. 

I  a 

Sit  ergo  terminus  generalis  :z:  ■  ^  ■    x  nx>  e^  eju*  tum- 

ma  =     (a  -\-  ■£•)  —  a,  unde  summa  totics  erit  algebraica, 

eaque  =  —  a,  quoties  fuerit  an  +  /S  ==  0,  seu  a  zz  — — • 

Hicque  continentur  bini  casus  priores  a  Te,  V.  G.,  mihi 
perscripti,  quos  quidem  facile  posse  demonstrari  dicis.  Sit 

autem  terminus  generalis  z=:  ^"j?*"*"7*^,  erit  summa  zz. 

,*(.+£±Z  +  i)  — 
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Summa  igitur  erit  algebraica,  scilieet  —  —  a,  si  fuerit 
feu 

n      -ft-  y±^(/3»  +  ?/3y-Hy2-4a7) 
Hic  continetar  séries  illa  abstrusior 

n       >    1.3. n*  ^  1.2.3./1»  ^  elC* 

cujus  terminus  generalis  est  1  "jj-^  ~  ^*-£r*  >  cujus  ob  «  ss  1 , 

0—  a  -  I ,  y  —  1 ,  summa  est  e"(l  -|  1  )  —  1 ,  quae 

ideo  fiet  algebraica  atque  =:  —  t,  si  sit  nn  -f-  an +1=0,  scu 
n  —  ,a— —  simi|j  modo  ulterius  progredi  licet,  et 
cum  scriei,  cujus  terminus  generalis  est 

1.2.3.4. .  .x.nx 

summa  sit 

+  — 

haec  summa  algebraica  esse  non  potest,  quin  simul  fiatrz — a; 
erit  autem  baec  suminazz: — «,  si  fuerit  n  radix  hujus  aequationis 

an'  +  (H  /  +  *+«  +  t)«f +  (?  +  3* +  7Ê  +  15Ç)»1 
+  (à  +  6*  +  25  £)  n1  +  («  +  tOt)  n  +  t=  0. 

Hac  igitur  metbodu  non  solum  innumerabiles  séries  istius 

formae  .  0  .  x>  ubi  X  functionem  dénotât  algebraicam 

ipsius  x  quameunque  rationalem,  exhiberi  possunt  algebraice 
summabiles,  sed  ctiam  intelligitur  praeter  has  inventas  alias 
oui  ni  no  non  dari.  Vale,  V.  G.,  ac  fave  Tui  observantissimo 

L.  Eiilcro. 


Digitized  by  Google 


-    102  - 


LETTRE  XXXII. 

  • 

•  ■ 

ElJLEH  à  GOLDKACH. 
SoMMilkE-  E.  délire  être  dispense'  «le»  travaux  «le  géographie. 


è.  ai  Auguat  1740. 

Die  Géographie  ist  mir  fatal.  Ew.  wissen,  dass  icb  dabei 
ein  Aug  eingebùsset  habe;  und  jetzo  wârc  icli  bald  in  glei- 
cber  Gefahr  gewesen.  AU  mir  beut  Morgen  eine  Partie 
Charten  um  zu  examiniren  zugesandt  wurde,  habe  ich  so- 
gleieh  neue  Anstôsse  empfunden.  Denn  dièse  Arbeit,  da  man 
genôthiget  ist  immer  einen  grossen  Raum  auf  einmal  zu 
ubersehen,  greifet  das  Gesicbt  weit  heftiger  an,  als  nur  das 
simple  Lesen  oder  Schreiben  allein.  Um  dieser  Ursachen  wil- 
len  ersuche  icb  Ew.  gehorsamst,  fur  mich  die  Gute  zu  haben, 
und  dureb  Dero  kràftige  Vorstellung  den  Herrn  Prasidenten 
dabin  zu  disponiren,  dass  icb  von  dieser  Arbeit,  welebe  mich 
nicht  nur  von  meinen  ordentlicben  Funrtionen  abhàlt,  son- 
dern  auch  leicht  ganz  und  gar  untiichtig  machen  kann,  in 
Gnaden  befreyet  werde.  Der  ich  mit  aller  Hochacbtung  und 
vielem  Respect  bin  u.  s.  w.  Leonb.  Eulcr. 
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LETTRE  XXXIII. 


GuLDBACH  à  ElJLER. 
Somma  IKK.  Démarche»  |Miur  obtenir  a  E.  la  dispensât  ion  demandée. 

d.  al  August  1740.  In  Eil. 

Sobald  ich  den  Hn.  Etatsrath  von  Brevern  spreche,  will  ich 
nicht  unterlassen ,  demselben  die  gehôrige  Vorstellung  wegcn 
Ew.  krànklichen  Zustandes  zu  thun  ;  weil  ich  aber  nicht  ge- 
wiss  bin,  ob  solchcs  morgen  odcr  erst  uber  einige  Tage 
wird  geschehcn  kônnen,  hingegen  bei  dieser  Sache  peri- 
culum  in  mora  ist,  so  halte  ich  davor,  dass  Ew.  wohl 
thun  werden,  wenn  Sie  ohne  Zeitverlust  den  Hn.  Praesi- 
denten  und  den  Hn.  Rath  Schumacher  schriftlich  benachrich- 
tigen,  dass  sie  ohne  offenbare  Gefahr  Ihrer  Gcsundheit  die 
geographischen  Occupations  nicht  fortsetzen  kônnen ,  sondern 
dieselben,  so  lange  bis  Sie  sich  besser  befinden  werden,  aus- 
setzen  mùsscn.  ïndessen  habe  ich  heute  mit  vielem  Vcrunù- 
gen  von  Hn.  Secr.  Tiedemann  vernommen,  dass  Ew.  sich 
«bon  ctwas  besser  befinden;  ich  wunsche  herzlich  Sie  ehe- 
stens  vôllig  restituiret  zu  sehn  und  verbleibc  mit  sonderbarer 
Considération  Ew.  u.  s.  w.  Goldbach. 
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LETTRE  XXXIV, 


Goldba<:h  à  Eulkk 

SoMMAlKE.  Première  lettre  adressée  a  Berlin.  Problème  de  la  théorie  de>  uunihrr*. 
Sur  deu»  ancien»  ouvrage»  de  la  Bibliothèque  royale  de  Berlin. 


St.  Petersburg  d.  10  Au-.  1711  il  n. 

—  —  —  Was  haltcn  Ew.  von  dergl.  propositionihns 
(3m  -\-  2)  n*  -(-  3  kann  niemals  ein  numerus  quadratni  »eyn. 
positis  pro  m  et  n  numeri»  integrift  quibusrunque? 

ïn  den  Zeitungen  von  gelehrten  Sarhen  habe  ich  un- 
lànggt  gelesen,  dass  dit'  beiden  Mônche,  so  Newtoni  Frin- 
cipia  Mathematica  heramgehen ,  Ew.  Mechaniram  stark  ge- 
braucht  haben.  t 

Wenn  Sie  auf  die  kônigl.  Bibliothèque  in  Berlin  gehen 
werden,  laasen  Sie  sich  doch  Joh.  de  Luneschlos  Thesaurum 
Mathematum  reseratum  per  algebram  nova  m,  Patavii  16V6 
in  fol.  Ultd  Petrum  Bitngum  de  niimcrorum  mysteriis  in 
kto  zeigen.  Irh  habe  A.  1718  dièse  Bûcher,  aber  nur 
obenhin,  gesehen,  und  kann  mich  fa»t  gar  nicht*  mehr  von 
dcrselbcn  Inhalt  erinnern.  Goldbach. 
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LETTRE  XXXV. 


ElJLER  à  G  ULDBiCH. 
SoMMAlkC   Théorèmes  rte  la  théorie  de*  nombre»  et  du  calcul  intégral. 


Berlin  d.  9  Sepleraber  1741. 

Vor  einigen  Worhcn  haben  Ihro  Maj.  die  Kùnigl.  Frau 
M  ut  ter  mtch  zu  sich  holen  lassen,  und  des  Tags  darauf 
batte  ich  die  Gnade  bei  Ihru  Maj.  zu  speisen,  und  haben 
sowohl  Ihro  Majestât  als  die  beiden  Kônigl.  Prinzessinncn 
mich  auf  die  gnadigste  und  eine  recht  leutsclige  Art  cm- 
pfangen.  Ihro  Kônigl.  Maj.  der  Kônig  hahen  mich  auch  nicht 
nur  durch  den  Hn.  Geh.  Rath  Jordan  Dero  Allerhôchsten 
Gnade  und  Protection  versichern  lassen,  sondern  auch  Hôchst- 
eigenhandig  nachfolgendes  Schreiben  zuzusenden  die  Gnade 
gehabt: 

„  Monsieur  Eulcr.  J'ai  été  bien  aise  d'apprendre  que 
voit*  êtes  content  de  votre  sort  et  établissement  présent.  J'ai 
donné  les  ordres  nécessaires  au  grand  Directoire  pour  la 
pension  de   1600  ccus  que  Je  vous  ai  accordée.    S'il  y  a 
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encore  quelque  chose  dont  vous  aurez  besoin ,  vous  n'avez 
qu'à  attendre  mon  retour  à  Berlin.  Je  suis 
Au  Camp  de  Reicheobacb  votre  bien,  affectionné  Roy 

ce  4  septembre  1741.  Federic". 


Weilen  Ihro  Maj.  beschlossen  haben  ein  neuea  Gebau  zur 

Akademie  aufzubauen,  so  ist  mir  auCgetragen  worden,  einen 
vollstandigen  Ris*  von  den  akademischen  Gebauden  in  St  Pe* 
tersburg  zu  verschaften.  Weilen  nun  âllc  dîcse  Risse  schon 
wiirklich  in  Kupfer  gestoeben,  ich  aber  davon  nicht  leicht 
ein  Exemplar  von  dem  Hn.  Schumacher  hoften  darf,  so 
nchme  die  Freyhcit  Ew.  gehorsamst  zu  ersuchen  ein  Exem- 
plar  von  dièse n  Rissen  kaufen  und  dcm  Hn.  Stâhelin .  ùber- 
liefern  zu  lassen  .... 

Die  beiden  gcmeldtcn  Bfielier  habe  ich  von  der  Biblio- 
thee  holcn  lassen;  aber  in  Pétri  Bungi  Mysteriis  numerorum 
nicht  das  geringste  Merkwùrdige  gefunden.  Er  durchgehet 
dei*  Ordnimg  nach  aile  Zahlen  von  1,  2,  3  bis  tatisend,  und 
merkt  von  einer  jeden  an,  wo  sotche  in  der  Ileit.  Schrift 
und  aitdei'ii  Auctoribus  vorkommen;  als  bei  38  bringt  er 
nielits  anderes  vor,  als  das  Excmpel  des  Kranken  beim  Teich 
zu  Betesda,  welcher  38  Jahre  daselbst  geiegen.  Der  Lune- 
schloss  ist  ein  sebr  schônes  Bueh  in  seiner  Art;  ieh  habe 
aber  dasselbe  noch  nicht  vôlfig  durehgegangen. 

Ew.  theorema,  dass  (3m-f  2)nl-f  3  kcin  "Quadrat 
scyn  kônne,  ist  sehr  artig,  und  kann  ieh  die  Richtig- 
keit  desselben  auf  folgende  Art  darthun  :  Entweder  ist  n 
dureh  3  divisibel,  oder  nicht.  Im  ersten  Fall  ist  n*  divisibel 
durch  9,  und  bckommt  die  Expression  (3 m  +  2)  n*  -\-  3 
eine  solche  Form  9/>-|~3,  welche  kein  Quadrat  seyn  kann, 
wie  bekannt.  Im  andern  Fall,  wenn  n  nicht  durch  3  divi- 
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«bel  Ut,  so  ist  n%  eine  solche  Zahl:  3p+  1  und  (3ro+2)n»+3 
bekômmt  dièse  Form  9  mp  -\-  3m  -|-  Qp  -\-  5,  das  i»t  $q-\-2, 
von  welcher  Form  gleichfalls  bekannt,  dass  solche  niemals 
eui  Quadrat  seyn  kann.  Ich  habe  vor  langer  Zeit  aucb  sol- 
«lie  àhnliche  theorcmata  gefunden,  als  \mn — m — 1  kann 
nullo  modo  ein  Quadrat  seyn.  Item  kmn  —  m  —  n  kann 
aueh  kein  Quadrat  seyn,  positis  m  et  n  numeris  integris 
affirmativis. 

Von  den  divisoribus  quantitatis  a  a  ±  mbb ,  si  a  et  b 
sint  numeri  inter  se  primi,  babe  ich  aucb  curieuse  proprie- 
tates  eutdeckt,  welche  etvvas  in  recessu  zu  baben  scheinen, 
als  da  sind:  ,  . 

Theor.  t.  Omnes  divisores  primi  formulae  aa  —  2bb 
continentur  in  forma  Sn  ±  t. 

Theor.  2.  Omnes  divisores  primi  formulae  a  a  —  3b  b 
sunt  12n  ±  I.  " 

Theor.  3.  Nullus  numerus  primus  potest  esse  diviaor 
formac  aa —  5bb  nisi  qui  sit  in  hac  forma  10n±  1  contentua. 

Von   den  integralibus  formulae  ~~p  habe  ich  auch 

merkwùrdige  proprietates  gefunden,  si  post  integrationem 
ponatur  a?  ~  1.  Als  da  sind 

Theor.  Intégrale  /  dx   .  se  habet  ad  / — ,  uti  V2  ad  I , 

posito  post  utramque  integrationem 

Theor.  Intégrale  /   dx      se  habet  ad  intégrale  f   dx  , 

\\-XX)\  \\-XX)* 

uti  Y  3  ad  1 ,  posito  pariter  post  utramque  integrationem 
xzzlî.  Welche  theoremata  um  so  viel  merkwurdiger  schei- 
nen,  da  sonstcn  nach  der  gewôhnlichen  Art  dicse  Integralia 
nicht  mit  cinandcr  compariret  werden  kônnen. 

Eu  1er. 
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LETTRE  XXXVI. 

GOLDBACU  à  ElILER. 
SoNNAlkE,  Paradoxe»  tiré*  4e  l'ouvrage  de  Lu  ne  ic  hl  us. 


St.  Petertburg  d.  7  Nov.  »t.  n.  1741. 

Oie  sonderbare  Distinction,  mit  wcleher  Ew.  in  Berlin  auf* 
gcnominen  wurden ,  liât  mir  nicht  ander»  als  erfreulich  seyn 
konnen;  insonderheit  habe  ich  das  gnàdigste  Scbre'iben  ïhro 
Kônigl.  M aj estât  an  Ew.  mit  der  grôssesten  Vénération  ge- 
lesen  und  ad  mi  rire  t.  Es  muss  eine  treftliche  direetîo  0  aut 
O  ad  médium  cocli,  oder  dergleichcn  eine,  fiir  Ew.  einge- 
fallen  seyn,  welche  ex  post  facto  in  dem  themate  nativ.  sich 

wohl  wird  finden  lassen  

Dass  Sie  in  des  Leuneschlos  Thesauro  etwas  Gutes  ge- 
funden,  jst  mir  sehr  lieb.  Ich  habe  schon  A.  1716  in  Kô- 
nigsberg  von  demselben  autore  ein  Tractatchen  in  8r0  ge- 
lesen,  welches  er  Paradoxa  de  quantitatc  nennet.  Das  352,e 
beisset:  Si  Deus  auferret  omne  corpus  in  vase  contentum 
movendo  vel  annihilando,  nec  aliud  nllum  in  ablati  locum 
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venire  permitteret  movendo  aut  creando,  hoc  ipso  vasis  la- 
tera  forent  continua,  nec  vel  tantilhim  ampli  us  distarent. 
Das  V73le:  Monstrosa  et  deformia  etiam  faciunt  ad  pulchri- 
tudinem  mundi.  Das  522te:  Si  luna  esset  concava,  terra  pe- 
riret  incendie  Das  9W>te:  Pondéra  campanarum  sunt  in  tri- 
plicata  ratione  sonorum.  Vcrum  crassities  6dium  longitudine 
et  tensione  aequalium  sunt  m  ratione  duplicata  sonorum. 
Das  589te:  Gum  semidiameter  gyrorum  aquac  quovis  modo 
percussae  secundo  horae  minute  dilatatus  vix  pedem  exae- 
quet,  et  semidiameter  api r arum  in  acre  quavis  etiam  per- 
cussione  procreatarum  eodem  tempore  millium  trecentorum 
ac  octuaginta  pedum  existât,  sequitur  aqitam  millibus  tre- 
rentum  et  octuaginta  (1380)  vkibus  aère  densiorcm  atque 
graviorem  esse  

Goldbach. 


- 
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LETTRE  XXXVII. 


ElILER  à  GOLDBACH. 

■ 

Sommaire.     Sur   les  paradoxe*  de  Lunetchlos.   Controverte  entre  Segner  et 
les  partitant  de   Wolf.  Valeur  réelle  d'une  espreuion  imaginaire. 


Berlin  d.  9  December  1**1. 

—  —  —  Fur  die  mir  communicirten  paradoxa  des  Lu- 
nescblos  bin  geborsamst  verbunden.  Es  zeigen  einige  da- 
von,  als  von  dem  Ton  der  Glocken  und  Saiten,  eine  ricb- 
tige  Einsicht  in  die  Natur.  Das  von  den  Glocken  stehet  aber 
se  lion  in  Stifelii  Ânmerkungen  ùber  die  Goss  Christoff  Ru- 
dolf». Dasjenige,  welches  Ew.  zuerst  von  der  annihilirten 
Materie  in  einem  Geschirr  gesebrieben,  scheinet  auf  dietem 
ratiocinio  zu  beruhen:  ht  keine  Materie  zwischen  den  Sei- 
ten  des  Gefâsses,  so  ist  nichts  dazwischen;  ist  aber  nichts 
dazwischcn,  so  sind  die  Seiten  aneinander,  ungeacht  das 
Gefàss  seine  vorige  Figur  behàlt*  Icb  balte  aber  dièses  ra- 
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tiorinium  fur  oin  blosses  Sephisma  und  bei  wcitcm  nieht 
binreichcnd,  die  impossihilitatem  vacui  in  mundo  zu  erweiscn 

Der  Hr.  Geli.  Rath  Wolf,  oder  vielmelir  sein»  Anhanger 
baben  neulich  einen  harten  Streit  mit  déni  Hn.  Segner,  Prof, 
matb.  in  Gôttingen,  bekommen,  indem  dieser  einige  grobe 
Fehler  in  des  Hn.  Wolfs  Elementis  Matheseos  vorgab  gefun- 
den  zu  haben.  Es  sind  beiderseits  sclion  verscbiedene  Sclirif- 
ten  gewechselt  wordcn.  Der  Hr.  Segner  aber  bat  Rerht, 
und  von  Seiten  des  Hn.  Wolfs  sind  die  Defensionen  so 
schlecht  beschaffen,  dass  daher  der  Wolfianischen  Pbilosophie 
wenig  Ebre  zuwàchst.  Man  batte  bcsser  gethan  die  Febler 
zu  crkcnncn,  weil  dieselben  ganz  offenbar  sind,  und  du> 
selben  in  einer  neucn  Ausgabe,  woran  wirklieh  gearbeitet 
wird,  zu  verbessern.  - 

Ich  babe  Ictztens  auch  ein  merkwiirdiges  Paradoxon  ge- 
funden,  nehinlich,  dass  der  Werth  von  dieser  Expression 

— o^~~ —  qwam  proxime  gleich  sey  ~,  und  dieser 
Brucb  diflerirt  nur  in  partibus  millionesimis  von  der  Wahr- 
heît.  Der  wabre  Werth  aber  dieser  Expression  ist  der  Co- 
sinus dièses  arcus  0,693 IV71 805599 ,  oder  des  arcos  von 
39°,  W,  51",  52"*,  9""  in  cinem  Circul,  dessen  radius  =z  i. 

Icb  babe  aurh  nocb  verscbiedene  wichtige  Dvcouverten 

Pdx 

gemarht  ùber  die  Intégration  soleber  Formuln  —.y»  allwo 
P  und  Q  functiones  quaecunquc  rationales  von  x  sind.  Wo- 
von  zu  einer  andcrn  Zeit  die  Ehre  haben  werde  Ew.  aus- 
fuhrlicber  zu  sthreiben. 

Euler. 
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LETTRE  XXXVIII. 


GOLOBACH  à  EtJLKK. 
Sommaire.  Répou»p  à  la  lettre  précédente. 


St.  Petersborg  d.   13  Febr.  n.  M.  1713. 

 Die  Démonstration  moines  theorem.it is,  welche 

Ew.  in  Ihrem  vorigen  Schreiben  gegeben,  ist  ebcn  dieselbe, 
die  ich  auch  batte. 

Das  theorcma  dass  kmn  —  m  —  1  kein  quadratum  seyn 
kônne,  gefâllet  mir  sehr,  und  ob  ich  es  gleicb  nicht  de- 
monstriren  kann,  so  habe  doch  dièse  consequentiam  daraus 
gezogen,  daa»  nicht  allcin,  wie  Ew.  schon  angemerket,  auch 
kmn —  m  —  n  kein  numerus  quadratus  sey,  sondern  gene- 
ratim  die  Expression  kmn  —  m  —  n" ,  allwo  a  ein  numerus 
intcger  positivus  quicunque  ist,  niemals  ein  quadratum  ge- 
ben  kônne. 

Bei  der  Observation,  so  Ew.  mir  communiciret,  dass 

  quam  proxime  glcich  sey  —,  ist  mir  ein- 

gefallen,  dass  wenn  man  machen  wollte,  dass 
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wùrde,  alsdann  p  kleiner  als  3  und  grôsscr  als  2  seyn 
musse.  Ich  gestehe,  dass  dièse  limites  grosso  modo  angcgc- 
ben  sind ,  habe  aber  nicht  die  curiosité  sie  nàher  zu  de- 
terminircn. 

In  dem  20,en  Briefe  part.  1.  von  Kolben  Beschreibung 
Capitis  bonae  spci  sind  einige  remarques  ùber  die  dortige 
Ebbe  und  Flutli,  welcbe  vielleieht  meritiren  von  Ew.  ge- 
lesen  zu  werden.  Das  Buch  wird  ohne  Zweifel  auf  der 
Kônigl.  Bibliothèque  seyn  

Dass  Ew.  anjetzo  Ihre  Zeit  nach  Ihrem  eigncn  Belieben 
anwenden  kônnen,  gcreichet  mir  zum  grossen  Vergnùgen, 
und  ich  môchte  fur  das  Aufnchmeii  der  YVissensrhaften  wùn- 
schen,  dass  Sie  jederzeit  in  solcher  Situation  verbleiben 
ko  m  ii  te  n  


Goldbach. 


Corr  math  et  phys  T  t 


8 


Digitized  by  Google 


Il» 


LETTRE  XXXIX. 


EULEK    à  GOLDBACH. 
Son  m  a  i h  E    Tlie*weme»        U  théorie  de*  nombre* 


Berlin  d.  6  Mïrx  1742 

 Dass  hmn — m  —  1  oder  ^nn  —  m  —  n  niemals 

ein  quadratum  seyn  kônnc,  konnte  ich  bis  anjctzo  auch 
nicht  rigorose  demonslriren ,  sondera  ich  hattc  solches  aus 
einem  theoremate  Fcrmatiano,  worin  behauptct  wird,  dass 
eine  summa  duorum  quadratorum  oa-\-bb  niemals  per  nu- 
merum  formac  kn —  1  divisibilis  sey,  hergeleitet.  Dcnn  bat 
dictes  tbeorcma  seine  Riehtigkcit,  so  ist  aa  -\- 1  zn(4-n  — 
da  ich  Ew.  signum  uz  um  eine  aeqnationem  impossibilem 
anzuzeigen,  gebrauche.  Dahcro  ist  aa  ze:  ^  m  n — m  —  1.  Fer- 

ner  kann  auch  unmôglich  ein  numerus  integer  scyn, 

oder  es  ist         \  zrz  i,   folglich   ist  auch  +  *  oder 
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1"  ^~  V*  oder  in  t.  Glcichfalls  kann  f&^""  -}-  n  oder 

6i>-|-$/i/i     i     cc+««  i  it  j 

— p  oder         |- kein  numerus  integer  seyn.  Und  wcnn 

man  auf  solche  Art  fortgehet,  so  folget,  dass  m  m 

und  also  ûûiimn  —  m  —  na,  welches  die  Consequenz  ist, 
»o  Ew.  aus  diesem  theoremate  gezogen  haben.  Die  Rich- 
tigkeit  davon  beruhet  also  auf  der  Wahrhcit  dièses  theore- 
matis,  dass  eino  summa  duorum  quadratorum  aa-\-bb  un- 
môglich  durch  kn  —  1  getheilt  werden  konne,  wenn  nicht 
aa  und  bb  ein  jedes  fur  sich  durch  kn —  1  divisibile  ist 
Ich  habe  aber  erst  jetzo  hievon  nachfolgende  Démonstration 
gefunden : 

Prop.  1.  Haer  forma  (a  -\- b)f> — ap — bp  semper  est 
divisîbilis  per  p  si  fuerit  p  numerus  primus. 

Dem.  Evolvatur  potestas  (a  -\-  bf  critque 
(a  +  b)P—  aP—  bP  —  \aP-xb+  *fc=-y  aP~  *b%  +  

a*bP~%  +  £-abP~l  eujus  expressionis  singuli  ter- 
mini  sunt  numeri  integri,  singuli  ergo  erunt  divisibiles  per 
p  siquidem  p  sit  numerus  primus:  nam  si  p  foret  numerus 
eompositus,  fieri  posait,  ut  in  quodam  termino  fartor  quis- 
piam  ipsius  p  per  faetorcm  denominatoris  tolleretur,  ille- 
que  terminus,  ac  proinde  tota  expressio  cessaret  per  p  di- 
visibilis  esse.  Quocirca  si  p  est  numerus  primus,  haec  ex- 
pressio (a  4-  b)P  —  qp  —  bp  semper  erit  divisîbilis  per 
p.Q.E.D. 


CoroU.  1.  Positis  ergo  a  =  6=1  erit  2'— 2 
per  numerum  prîmum  p,   ideoque   nisi  p   sit  ==  2  erit 
2P~~ 1  —  1  per  p  divisibile. 
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CoroU.  2.  Sit  a  =  2,  bz^i,  erit  3^ —  2^—1  divisthilp 
per  p.  Cum  autcm  2P  2  sit  quoque  divisibile  per  p,  crît 
quoque  istarum  formularum  somma  3^—3  divisibilis  per  p, 
ideoque  nisi  sit  p  =  3,  erit  3'   1  —  1  per  p  divisibUc. 

Prop.  2.  Si  ap — a  fuerit  divisibile  per  p  erit  quoque 
(a-\~i)p  —  a  —  1  per  p  divisibile. 

Dem.  Si  in  propositions  1  ponatur  h  —  1 ,  erit  (a  -f-  I  ^ 
—  a''  —  1  per  p  divisibile.  Cum  autem  per  bypotbesin  sit 
qP  —  g  per  p  divisibile,  erit  quoque  somma  istarum  for- 
mularum («  +  1)^q~1  perp  divisibilis  Q.E.D 

CoroU.  I.  Oum  igitur  1*  —  i  divisibile  sit  per  p,  erit 
quoque  2P  —  2  divisibile  per  p,  bincque  porro  progrcdicndo 
per  p  divisibile»  erunt  istac  formulac  3^—3,  Kp  —  k, 
5p  —  5,  etc. 

CoroU.  2.  Generaliter  ergo  per  numerum  primum  p  di- 
visibilis erit  ista  formula  ap  —  a  quicunque  numerus  inte- 
ger  loco  a  ponatur.  Nisi  ergo  p  sit  divisor  i  psi  os  a,  erit 
quoque  ap   1  —  1  per  p  divisibile. 

CoroU.  3.  Quoniam  simili  modo  bp~~i —  1  per  numerum 
primum  p  est  divisibile,  nisi  b  sit  multiplum  ipsius  p, 
sequitur  fore  ap~ x  —  bp~x  per  p  divisibile. 

Theorema.  Summa  duorum  quadratorum  aa-{~bb  non 
est  divisibilis  per  numerum  primum  bn — 1,  nisi  utrumque 
quadratum  seorsim  per  cundem  numerum  primum  sit  di- 
visibile. 

Demonslratio.  Quoniam  per  hyp.  neque  a  neque  b  divi- 
sibile est  per  \n — 1,  sequitur  banc  formulant  «*M— * — b*"~* 
fore  per  kn  —  1  divisibilem,  unde  per  kn — t  non  erit 
divisibilis  haer  forma  a*"—%  +  b*"-%  neque  propterea  ullus 
ejus  factor.  At  cum  \n  —  2  sit  numerus  impariter  par,  for- 
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nui  la  e  a4 b4n~~  *  fartor  est  aa  -\-  bb:  quocirca  aa  -\-  bb 
per  numerum  primum  Kn — 1  dividi  omnino  ncquit.  Q  E.D. 

CorolL  1.  Quoniam  si  \n — 1  non  est  mimer  us  primus, 
divisorem  habet  necessario  numerum  primum  hujus  formae 
hn  —  1,  scquitur  summam  duorum  quadratorum  aa-\-bb 
per  nullum  numerum  hujus  formae  kn — 1  sive  primum, 
sive  non  primum  dividi  posse. 

Coroll.  2.  Quodsi  ergo  summa  duorum  quadratorum 
aa-\-bb  habcat  divisorem,  is  erit  necessario  numerus  for- 
mae hujus  kn-j-î. 

CorolL  3.  Si  ergo  summa  duorum  quadratorum  aa-\-bb 
per  alium  numerum  dividi  ncquit,  nisi  qui  ipse  ait  duorum 
quadratorum  summa  (quod  demonstrari  posse  confido)  se- 
qiiitur  omnem  numerum  primum  fcn-j-1  in  duo  quadrata 
esse  resolubilem. 

Dass  Ew.  die  curiosité  gehabt  zu  untersuchen,  wann  dièse 
Formul  -\-  2   pV  -1  nihilo  aequalis  werden  kônntc, 

hat  mir  Anlass  gegebcn  anzumerken,  dass  solches  infinitis 
modis  gcschehen  konnc.  Dcr  erste  valor  pro  p  ist,  wie  Ew. 
observirt,  zwischen  2  und  3,  nehmlkh  p  ru  2,26618021,  der 

wahrc  valor  abcr  isl  p  da  ist  71  =  3,14159265  und 

/2  =;  1  —  —  {  +  etc.  —  0,6931V71805.  Aile  fol 

genden  valores  ipsius  p  entspringen  ausdiesem,  indem  man 
diesen  mit  3,  5,  7,  9,  etc.  multiplicirt.  

Euler. 
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LETTRE  XL. 

EuLEU   il  GoLDBACH. 

Sommaire    E   eu  chargé  «le  donner  .les  lecon>  de  ru  «thématique!  «un  prince»  «le 
WttrtcniiW«.     Comète  de  1742 


Berlin  d.  13  Màra  1742. 

—  —  Ich  habe  die  Ehre  gehabt  in  meinem  vorigen 
Schreiben  Ew.  zu  mclden,  dass  die  Durchl.  Hcrzogin  von 
Wûrtenherg  mir  die  Information  in  der  IMathematic  und 
Physic  ùber  Dero  Prinzcn  aufgetragcn,  vvomit  ich  schon  seit 
einigen  Wochen  continuire.  Weilcn  ich  aber  allhier  noch 
keine  Vorgesctzte  habe,  und  dièse  Occupation  oline  Erlaub- 
niss  niclit  wohl  iiber  midi  nchmen  konnte,  so  habe  des- 
wegen  directe  an  Ibro  Kôuigl.  M aj estât  nncb  der  Armée  ge- 
schrieben  und  vor  etliclicn  Tagen  darauf  die  Allergnàdigste 
Permission  dureb  cin  Handscbrcibcii  bckommen.  Von  aussen 
war  die  Adresse:  A  mon  l'rojesseur  Kulcr  und  der  Inhalt 
war  folgender: 
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Aiant  vù  par  Votre  lettre  du  20  du  mois  passé  que  la 

Duchesse  de  YVùrtenberg  vous  demande  des  leçons 

mathématiques  pour  les  princes  de  Sa  maison,  Je 

çous  en  accorde  la  permission  avec  bien  du  plaisir, 

étant  au  reste  votre  bien  affectionné  Roi  Federic. 
Znaira  ce  1  mars  nM. 

L'cbrigens  kann  icb  die  sonderbare  Capacitiit  des  Erb-Prin- 
zen  und  den  durchdringenden  Verstand  niebt  gemigsam  be- 
wundern.  Meine  Lcction  ist  taglirh  von  10  bis  11  Lbr,  da 
dann  die  Mess  angebet.  —  —  — 

Ew.  babe  das  let/te  Mal  meine  Démonstration  des  tbeore- 
matis,  dass  Vmn —  m — a  niemals  cin  (juadratum  seyn  konne, 
eu  uberschreiben  die  Ebre  gebabt.  Ans  dcrselben  folgen  noch 
viel  andere  artige  Spcculatiouen  in  dieser  Matcric,  und  ich 
bin  versichert,  dass  Ew.  noch  viel  herrlicbe  Consequenzen 
daraus  hcrleitcn  werden.  Ich  habe  anjetzo  auch  cine  ganz 
andere  Méthode  gefunden  die  summas  sericrum  potestatum 
reciprocarnm  zu  finden,  welche  sich  nicht  wie  die  erstere 
auf  die  radices  intinitas  einer  acquatiouis  infinitae  grùndct, 
sondern  bloss  allein  aus  den  regulis  dili'crcntiationum  und 
integrationum  fleusst,  wovon  das  nac  liste  Mal  ausfuhrlichcr 
zu  schreiben  willens  bin. 

Euler. 

S,  Seit  acht  Tagen  hat  man  allhier  einen  Gometen  wahr- 
genommen,  erst  vorgestern  aber  hat  man  Gelegenheit 
gefunden  dcnselben  auf  dem  Observatorio  zu  obser- 
viren.  Er  erschien  d.  llte"  um  Mittcrnacht  in  ala 
boreali  Cygni,  so  dass  longitudo  war  «s  12°  30'  und 
latitudo  borcalis  71°.  Sechs  Stunden  hernach  schien 
er  beynahe  um  2°  in  consequentia  fortgerùckt  seyn, 
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woraus  icfa  st-hliesse .  dass  dieter  Cornet  niobt  weit 
von  scinem  Perihelio  scyn  musse;  ob  cr  aber  erst 
dabin  gebè ,  oder  scbon  dahor  komme ,  kann  aus  die- 
set  einigen  Observation  nirht  gescblossen  wcrden. 
Die  letztvergangene  Nacfat  war  et  trub,  dass  man 
niclit  observiren  konnte.  Im  ùbrigen  schien  der  nu- 
cleus  wic  einc  stclla  fc,ae  magnitudinia,  hatte  eine  co- 
niam  und  caudam  ungefabr  3°  lang.  Was  hicniber  in 
Petersburg  entweder  observiret  worden  oder  noch 
wird  obscrvirct  werdcn,  sohbes  ersuehc  Ew.  gehor- 
samst  mir  zu  melden.  Sobald  man  hier  wird  mcbrere 
und  accuratcre  Observationcn  machen  kônnen,  werde 
irh  solrhe  gleirh  dcr  Akadcmie  au  uberschreiben  die 
Elire  haben. 
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LETTRE  XL1. 

•l  a 

GOLDBACH  à  ElJLER. 

•      •  • 

Sommaire    Recherche»  sur  le»  nombres  et  les  quantités  à  exposans  imaginaire». 

St.  Petersburg  d.  13  April  I7« 

Moine  Démonstration,  dass  wenn  kmn  —  m — nn  kein  nu- 
merus  quadratus  ist,  auch  kmn  —  m  —  na~hi  :x;  a*,  fliesset 
alsofort  au»  der  cinigen  Supposition  m  kp  —  denn 
hiedurch  wird  %n  (%p  —  na)  —  Kp  zjz  Kbx,  quae  aequatio 
divisa  per  h,  dat  hpn — p  —  na"hl  n=  6*,  so  dass  in  der 
Àequation  xa~hpx — p  —  a*,  wo  a  ein  numerus  integer 
quicunque  ist,  x  keinen  valorem  positivum  in  integris  haben 
kann.  Es  folget  auch  ferner,  dass  obgleich  p%  —  p  —  e%  in- 
finitis  modis  ein  quadratum  in  integris  ist,  dennoch 

p^Z  V(/>*  —  p  —  e1) 

niemals  ein  numerus  integer  seyn  kann;  item  dass  die  zu 
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eftt  erwàhnte  Formul  kmn  —  m  —  na  keinen  numerum 
triangularem  gebe,  oder  dass  xa  —bpx  —  p —  S      ~  nic- 

mals  eine  radicem  affirmativam  in  integris  habcn  kann. 

Gegen  die  mir  communicirte  Démonstration ,  wofiir  ich 
Ew.  sehr  verbunden  bin,  finde  ich  nichts  zu  erinnern,  viel- 
leicht  kônnte  man  aber  generaliter  sagcn,  dass  (a-\-b)p — 
ap  —  bp  allezeit  per  aliquem  divisorem  ipsius  p  divisibile 
ist ,  woraus  denn  als  ein  cas  us  partirularis  folget,  dass  wenn 
p  ein  numerus  primus  ist,  die  gedachte  Formul  per  ipsum 
numerum  p  divisibilis  seyn  musse  *). 

Bey  Gelegenheit  desscn,  was  Ew.  von  der  Formul 
2pV  -t  -\-2~pV~l  z=.0 
schreibcn,  habe  ich  observiret,  dass  wenn  n  variabilis  ge- 
setzt  wird,  alsdann  2"pV ~  1  +  2 -npV ~ 1  =:  2  werde,  M 
oft  n  ein  numerus  pariter  par  ist,  und  dass  sie  hiugegen 
—  —  2  werde,  so  oft  n  ein  numerus  pariter  impar  ist,  und 
wenn  n  ein  numerus  intcgcr,  q  aber  ein  numerus  qui*  ini- 
que rationalis  aut  irrationalis  ist,  su  wird  allezeit 
2  U "-+-♦/) pV —  i  _|_  2    (* " -^'^pV—  i  —  ^qpY—t  _j_  2— ypV—  i  **\ 

Es  ist  meines  Erachtens  auch  remarquable,  dass  wenn  man 
p  durcli  dièse  Acquation  determiniret  2pv'~ 1  -[-  2  ~py'~ 1  —  :\, 
alsdann  2xpV   1  +  2   xpV~ 1  wird 

L  J  .L  j 

so  oft  x  ein  numerus  integer  ist. 

Marhflem  ieh  dièse  Observation  wieder  durrhgelesen,  finde 
ich  dieselbe  von  keiner  Wiehtigkeit;   man  darf  nur  setzen 

a  zz  — - — >  so  ist  ax  -\-  a    1  der  terminus  generalis. 

Goldbach. 


*)  Emcndundum  vid.  infra  G     **)  V.  la  lettre  suivante. 


Digitized  by  Google 


LETTRE  XLII. 


ElJLER   à  G  O  L  D  B  A  CH. 
Sommaire     McW>  sujets 


Berlin  «J   H  Mai  il  M 

—  —  Die  Corollaria,  welche  Ew.  au»  meincm  theore- 
mate ,  dass  \mn  —  m  —  n  kein  quadratum  seyn  konne,  her- 
geleitet,  sind  sehr  merkwùrdig  und  ùbertrell'en  das  theo- 
rema  selhst  weit  an  Wiehtigkcit.  Dcnn  dass  kmn—  m  —  n 
auch  kein  numerus  trigonalis  seyn  kônnte,  hatte  ieh  nicht 
wahrgcnommcn;  anjetzo  habe  au»  dieser  Anleitung  aueli 
befunden,  dass  eben  diesc  Formul  k ma  —  m  —  n  auch  kein 
numerus  hcptagonalis  seyn  konne.  Ueberhaupt  habe  gefun- 
den,  dass  aile  Zahlcn  welche  nicht  -=zhmn  —  m  —  n  seyn 
kônnen,  in  dieser  Formul  xx  -f  y  y -\- y  entlialten  sind. 
Daher  dièse  Expression  knm  —  m  —  n  -f-  xx-\-yy  +  y  aile 
môglichen  Zahlen  gcben  muas,   welche»  theoreina  einiger- 
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maassen  àhnlich  ist  dcm  Fermatiano,  dass  pp  -f  qq-\-rr  -\-  ss 
aile  môgliche  Zahlcn  hcrvorbringe.  Ich  habe  noch  viel  mehr 
dergleichen  theorcmata,  als  3aa  -f  Zbb  \-  7  ce  kann  niemals 
cin  quadratum  scyn;  item  2aa  -\-  ftbb  +  21  ce  quadratum 
esse  nequit  und  dergleichen.  Ich  habe  aher  noch  keine  der- 
gleichen formulant  finden  konnen,  in  welcher  K  litterae  a 
se  invicem  non  pendentes  enthalten  wàren. 

Dass  im  Uebrigcn  meine  jùngst  ùberschickte  Démonstration 
bei  Ew.  Beifall  gefunden ,  crfreuet  mich  sehr.  Dass  aber  dièse 
Formul  (a  -|-  b)p  —  ap  —  b1'  auch  durch  p  oder  einen  divi- 
sorem  des  p,  praeter  unitatem,  wenn  p  kein  numerus  pri- 
mus  ist,  divisibilis  seyn  sollte,  kann  durch  meine  Démon- 
stration nicht  nur  nicht  erwiesen  werden,  sondern  es  trifft 
auch  in  viclen  Fàllen  nicht  zu.  Als  wenn  a  —  1  et  b  =z  1 , 
et  p  =  35,  so  làsst  sich  25*  —  2  weder  durch  5  noch  durch 
7  theilen. 

Wenn  gcneraliter  ap^~l -\-a  ~py/ ~~l  =zb ,  so  ist 
a*PV-i  +  a-*pV- 1  —  (b+vyb-yy  _|_  çb-V(bb-yy} 

und    folglich,    wenn   2pV^1  -\-  2'pV~i  =  3,    so  wird 

l)  •  Somit  kommen  Ew.  Observationcn  mit  meine  m 
General -theoremate,  dass  Q+rf-  »_|_fl-/'>/ -  »  — 2cos. Xrc.pla 
meistentheils  ùberein,  nur  dass  gC««+f«p/-i^  2-{'"+W  » 
nicht  gleich  ist  2'//>>/—  1  -4-  2— VP^~  l,  wenn  nicht  entweder 
(2n -f  7)p/2  oder  2«/>/2  glcieh  isl  »hti  dénotante  l  :n  ra- 
tioucm  diametri  ad  peripheriam. 

Euler. 
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LETTRE  XLIII. 


Go  LD  BACH  à  EULER. 
Sommaire-  Continuation  sur  les  mêmes  sujet».  Deux  théorèmes  d'analyse 


Moscau  d.  7  Juni  n.  si  1742. 

 Ohngeachtet  ich  mich  in  meincm  vorigen  Briefe 

mit  dt*r  particula  vielleicht  prccautionniret,  &o  halte  doch 
nirht  geglaubct,  daas  die  Formul  (a-{-b)p  —  ap  —  bp  «eh 
nieht  allezeit  durch  einen  von  den  divisoribus  numeri  p 
•ollte  dividiren  lassen,  wenn  solche»  nieht  durch  du»  von 
Ew.  angefuhrtc  exemple  deutlich  bcstàtigct  wiirde. 

So  viel  ich  mich  erinnerc,  hatte  ich  mir  in  meincm 
letzten  Briefe  die  Formul  2xp  v~ 1  -|-  » ,  po*it« 

2/*ï-»  Jr^-pV-'i1=z  o,  al»  applicatas  ciner  curvae  •erpen- 
tiformit,  deren  abscissae  x  «nd,  vorgestellet,  und  welche 
den  axem  so  oft  durchschneidet,  aU  die  Formul  =0  wird. 
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so  dass,  wenn  die  formula  ipsa  —  2  i«t,  die  applicata  ma- 
xima  unten  oder  oben  hcrauskommt,  folglirh  unzahlige  an- 
dere  applicatac  untcr  sirh  gleich  »cyn  mùssen;  niehts  desto 
wenigcr  ist  in  meiner  damaligen  Expression  ein  Fehler  ein- 
geschlichen,  den  Ew.  mit  Recht  angemerket  haben,  und  leicht 
verbessert  werden  kann,  indem  es  beissen  sollen,  dass  wenn 
q  ein  numcriis  quicunque  und  2/'y/~"1  -|-2~  p^ ~ 1  —  0  ge- 
setzet  wird,  alsdann  posito  pro  n  integro  quocunque,  seyn 
werde 

2(8»_*_V)^/_1  .  2-d«- *-</)pY-  i---2t?py'-i-\-2~-9py/-~t. 

Ew.  haben  gefunden,  dass  alleZahlcn,  so  nicht  kmn-m— h 
seyn  kônnen,  in  dieser  Formul  begriffen  sind  v1  \  v-\-u},  und 
ich  finde,  dass  aile  kmn — m — n  zu  dieser  Formul  )*-\-y — a?* 
gebracht  werden  kônnen,  so  dass  eine  jede  gegebene  Zahl 
gleich  ist  p*  -\-  p  ±  q* ,  woselbst  p  et  q  numéros  integros 
anzeigen,  oder  auch  cine  von  beiden  litteris  0  bedeuten 
kann;  woraus  zu  sehen  ist,  dass  eine  jede  Zahl  aus  einem 
duplo  numeri  triangularis  ±  numéro  quadrato  bestchet. 
Weil  aber  auch  eine  jede  Zahl  gleich  ist  der  Formul 

«* +7— «S 

so  wird ,  wenn  man  setzet  u  ZZ  ^— —  -\~  \ ,  x  —  —  I , 
u%  —  ac*rzsa-|-2,  folglich  jedes  numeri  dati  dimidium 

!L-vl±l±rl±Z±£±± 

id  est  tribu9  trigonalibus. 

Dass  in  der  formula  polygonalium 

wenn  sie  gleich  werden  soll  kmn —  m — n,  p  weder  5 ±2 
noch  5  ±  1  seyn  kônne,  sondern  aile  trigonales,  tetrago- 
nales,  hexagonales  und  heptagonales  ausgeschlossen  werden, 
folget  ex  iisdem  principiis. 
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Ich  halte  es  nicht  fur  undienlich ,  dass  man  auch  dieje- 
nigen  propositiones  anmerke,  welche  sehr  probabiles  sind, 
ohngeachtet  es  an  einer  wirklichen  Démonstration  fehlei, 
denn  wenn  sie  auch  nachmals  falsch  befundcn  werden,  so 
kônncn  sie  doch  zu  Entdeckung  einer  neuen  Wahrheit  Ge- 
legcnheit  geben.    Des  Fermatii  Einfall,  dass  jeder  numcrus 

2*"  1  +  1  eine  scriem  numeroruin  primorum  gebc,  kann 
zwar,  wie  Ew.  bereits  gezeiget  hahen,  nicht  bestehen;  es 
wàre  aber  schon  was  Sondcrliches,  wenn  dièse  séries  lauter 
numéros  unico  modo  in  duo  quadrata  divisibiles  gâbe.  Auf 
solche  Weise  will  ich  auch  eine  conjecture  hazardiren:  dass 
jede  Zahl,  welche  aus  zweycn  numeris  primis  zusammen- 
gesetzt  ist,  ein  aggregatum  so  vicier  numerorum  primorum 
sey,  aïs  man  will  (dié  imita  te  m  mit  dazu  gereehnct),  bis  auf 
die  congcriem  omnium  unitatum*);  zum  Exempel 

* 

2  +  3 


1+3 

*=<(l+l+2  5- 
1+1+1+1 


1  +  1+3 
1+1+1+2 
1+1+1+1+1 

1  +  5 
1+2+3 
6={l+l+l+3  etc. 
1+1+1+1+2 
1  +  1 +1 +1  +  1 +  1 


*)  Nnchdem  ich  dièses  wieder  durchgelescn,  finde  ich,  dass  sich  die  con- 
jecture in  sumino  rigore  dcmonstrircn  lâssct  in  casu  /»-+-!,  si  successerit  in 
casu  n ,  et  fl-f  1  dividi  possil  in  duos  numéros  priinos.  Die  Deinonslration 
ist  sehr  leicht.  Es  scheinet  wenigslens,  dass  eine  jede  Zahl,  die  grô&ser  ist 
als  1,  ein  aggrcgalum  Iriuin  numeroruin  primorum  sey.  G. 
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Hierauf  folgen  ein  Paar  observations»,  so  demonstriret 
kônnen : 

Si  v  sit  funrtio  ipsius  x  ejusmodi,  ut  facta  V— C  numéro 
ruicunque,  determinari  possit  x  per  c  et  reliquat  constantes 
in  fiinctione  ex  pressa»,  poterit  etiam  determinari  valor  ip- 
sius x  in  aequatione  v%9+*  =  (2v  +  I)  (s>  +  t)""1. 

iVote  marginale  d'Etder: 

dmàb.  per  vy  — w  — 1 

addatur  (yy  _  y  -  1)(*-J- 1)»- 1 
KIn  +  '  _  (2i»-|-l)(l»-[.l)n— 1  divisib.per  vv-f-  1. 

Si  contipiatur  curva  cujus  abscissa  sit  x,  applicata  vero 
sit  summa  seriei  — r-^*  posita  n  pro  exponente  terminorum 

hoc  est,  applicata  =  ^ +  ^  +  âV  ^~ïV  +  clc*'  dico' 
si  fuerit  abscissa  = 

I  ^  =         nam  al  hacc  applicata  =7,  J 

1 ,  applicatam  fore  —  -3  \  k  > 

^crit  jr  —    ^__x      jfote  marginale  d'&uler  ) 

2  /2 

3  2/2 

k  vel  major  .    .  infinitam. 

Gold  bach. 


»V.  Die  beiden  andern  formulas  luimcrorum  non  qua- 
dratoruni,  deren  Rw.  Krwàlmung  thun,  habe  îch 
noch  nirht  untcrsucbet,  icli  glaube  aber,  daw  selbige. 
wenn  man  setzet 
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a~hx-\-k,  b~lx-\-  m,  c—  nx p 
»ich  wohl  môchtcn  unter  nachfolgende  Formul  ran- 
giren  Iassen,  allwo  /,  g,  y,  â  numeri  integri  affir- 
mativi  sind 

(2f-  hyâ)x%  +  \(f- 2YÔ)(2g  — {2g— â1)* 

-*r%  -2/  ~-2g 

denn  dièse  kann  niemals  ein  quadratum  geben  

Positig  m  et  p  numeris  integri»  aftirmativi»,  haec 

expressio  — - — = — —  ! — ■  non  potest  neri  nu  mer  us 

integer. 


Loir,  math  rt  />hp*   T  I 


* 
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LETTRE  XLIV. 

ElJLER  à  G  OLDBACII. 

Sommaire.  Travaux  d'Eu  1er.  Sommation  des  séries  des  puissantes  réciproques. 
Formules  à  e*posans  imaginaires.  Recherches  sur  les  nombres  et  diviseurs. 
Sur  le»  deux  théorèmes  de  la  lettre  précédente. 


Berlin  d.  80  Juni  1742 

 Ich  werde  nun  bald  wieder  eine  Dissertation  narh 

Paris  schicken  Sur  la  meilleure  manière  d'observer  l'incli- 
naison de  l'aiguille  aimantée,  und  da  ich  bei  diescr  Gelc- 
genheit  auf  die  theoriam  magnetis  meditirt,  so  habe  ich 
endlich  ein  sehr  simples  und  den  legibus  naturae  gemàsses 
systema  gefunden,  wodurch  ich  aile  proprietates  und  phae- 
nomena  magnetis  et  ferri  auf  eine  sehr  leichte  und  deut- 
liche  Art  erklâren  kann,  ùber  welche  Materie  ich  kùnftiges 
Jahr  eine  pièce  nach  Paris  senden  werde. 

Letztens  habe  ich  wiederum  eine  pièce  nach  Petcrsburg 
de  oscillationibus  pcndulorum  flexibilium  geschickt ,  und 
nâchstens  wird  hier  der  7,p  tomus  Misccllaneorum  zum  Vor- 
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sehein  kommen,  darin  ich  eine  ziemliche  Anzahl  Piècen  ge- 
gcben.  Einige  davon  handeln  von  einer  neuen  Art  die  sum- 
mas  scrierum  potestatum  reciprocarum  zu  finden.  Erstlich  habe 
ich  eine  Méthode  gegeben  aile  formulas  differentiales  rationales 
zu  integriren,  da  dann  das  intégrale,  wenn  dasselbe  nicht 
algebraicum  ist,  entweder  a  logarithmis ,  oder  a  quadratura 
cireuli,  oder  von  beiden  zugleich  dependiret.  Hieraus  habe 

ich  das  intégrale  dieser  Formul  J  '  ^  _  ^n  dx  gene- 

raliter  exprimirt  und  dabei  gefunden,  dass  wenn  man  setzt 
x  zzl  1 ,  alsdann  im  integrali  sich  die  membra  logarithmica 
destruiren,  und  nur  diejenigen,  »o  a  quadratura  circuli 
dependiren,  ubrigbleiben ,  welche  zusainmengenommen  end- 

m 

n  f  os  —  71 

Iich  auf  dièse  Expression  —  reducirt  werden.  Hierauf 

/■gm  —  '       j-  " — rn  —  1 
 t_x„          dx  per  série»  inte- 

grirt,  modo  ordinario ,  und  nachdem  ich  a?— 1  gesetzet, 
dièse  Aequation  gefunden 

*co^*_±__J  i  ?  !  I  !  !  

m  m        n—m       n  -4- m       In— m       2n4-m       3/1  —  m  " 

n  sin  -  n  T 

n  etc. 

alwo  1  :  n  rationem  diametri  ad  peripheriam  bedeutet ,  und 
folglich  posito  radio,  seu  sinu  toto  =  1,  die  halbe  peripheria 
oder  der  arcus  i80°  durch  n  angedeutet  wird;  und  also 

wird  —  n  ein  arcus  determinatu»,  davon  man  den  si  nu  m  und 

n  * 

cosinum  anzeigen  kann.  Nun  setze  ich  ^  zz  x,  so  kommt 
dièse  séries  heraus 

a  cos  tt  x         1  1       .       1  1       ,       1  t 


«n  trx 

* 
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Setzt  man  xz=. so  wird  71  x  z=.  45°  und  cos  nxzn^, 

et  sin  TTaszz        und  folglich  71  =  j  —  y  +  y — y+ T~  etC 

Hicraus  kann  man  aber  per  diflerentiationem  auf  hôhere  po- 
testates  kommen,  denn   sumto  x  variabili,  ist  d .  ct>%nx~ 

—  ndx  sin  nx  und  d  .  sin  rra:  =  ndx  ros  ^x;  dahero  wird 

,    jrcosffj:       — nvcdx  (sin  *r.r)2  —  nndx  (ros  ;r.r)*        — itnd.r 
'  ~lîii  tr  x'  (sin lr  .1)*  (sin     r )* 

ob  (sin  71a:)1  -|-  (to8  7rjr)2—  1,  nempe  quadrato  radii.  Also 
wenn  die  séries  aueh  différait  iirt  wird,  so  kommt 

—  nndx  —dx  dx  dx  dx  dx 

(sînxx)*       Tx         ÏT-xf       (l+.r)>       <!!-*)*       (2  +  r)*  ' 

und  dunh  —  dx  dividirt 

ntt    \_  1_   1  J  ,  1 

(swi**)*  —  ixf  "l~(l+x)«"i~  +        T-  ««■• 

Setzt  man  xz=.^>  weil  sin^yr  — so  wird 

„  16    -     16         16    ,       .  ,       JT*  1,1.1.1., 

2^71  —  T+ y  +     +  etc.  oder  8  =T  +  ^  +  ^-f-^-f-ete. 

Man  kann  aher  aueh  weiter  differentiire.n,  und  solchcrgcstalt 
ad  summas  quarumque  potcstatum  gelangen,  demi  es  wird 

,        n  n    — In*  dxcos  rt  x  —  Idx  Idx  2dx  . 

d " (sin  Vr)*  —       "(MtV.T.r)»       —  "T*       r  (,  _  .,.)»  —  (,  _£.r)3  +  ™' 

und  folglich 

jr3rosn-.r           1  1  ,  1  1,1 

(«Tii  »7r)»  —  (ï^)3    '   (i-h^;3  —  (ï^)3   '  (?+•*  3  "" 

Sit  a;  —  — ,  erit  2n   —  -  ,t  ~h  Ta  +  ete.  Soleher- 

gcstalt  finde  ieh  also  die  summas  omnium  potcstatum  und 
norh  viel  generaler  als  dureli  die  vorhergchraiichte  Méthode, 
weil  ieh  hier  loeo  x  quameunque  fraetionem  suhstituircn 
kann.  Dièse  Méthode  habc  ieh  dem  Un.  Nicolao  Bcrnoulli 
naeli   Basel    geschricben   und   erwarte   daruher   noeh  seine 
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*).  Ich  erinnerc  mich  aber,  dass  Ew.  sr-hon  vormals 
angemcrkt  haben,  dass  wenn  man  die  Summ  von  dieser 
série  wisse  +  +  etc.,  man  daraus  per 

diflerentiationcm  die  Suuim  von  dieser  iinden  konne 
(i^r  +  ££yé  +  (tJ^tï  +  etc. ,  wovon  meine  summatio 
hier  ein  casus  ist. 

Generaliter  Ut  ^v"x  -f.  2  =  2  cos  J  .p/fc  Wenn 

also  2/M  ~~ 1  4~  2~f>y  —  1  soll  0  scyn,  so  muas  /)/2  einem 
soirhen  arcui  circuli  gleich  seyn,  dessen  cosinus  =0.  Dièse 
Eigenschaft  aber  haben  aile  arcus  in  bac  formula  contenti 
On  +  Og^  un(j  f0igiicn  wn.j  y,  —  C^+i2if .  Danero  p08ito  p  — 

oder2^"  1-h2-^  -l~0,  so  wird  2r^  »+2-r^  -1  = 

2  cos  ^4 .  a:/>  / .  2  zr.  2  cos  /i  •  ^-n~à~^xfr .  Wenn  also  sey n  soll 
2<rPV  t  _|_  2  v^-*  =  2rf'y-1  2"r/,>/-1,  so  muss 
coa/i*       ^     -  —coiA*-  — — •  Die  cosinus  aber  von 

zweyen  verschiedenen  arcubus  sind  cinander  gleich,  wenn 
entweder  die  summa  oder  differentia  arcuum  gleich  ist  ei- 
nem multiplo  von  der  ganzen  Peripherie  2n.  Dahero  wird 

= — ±  - — J2J—  —2  ni  n  und  folglich  q  ±  r  —  2n7p^' 
so  dass  scyn  wird 

2(  ri  — y)/'^—  1  _|_  g- 2y/»/-i  ^_2~vv'  », 
worin  ailes  dasjenigc  enthalten  ist,  was  Ew.  von  diescr  Ma- 
teric  niir  ubersebrieben  haben. 

Nichl  nur  aile  Zablen  ,  welchc  diese  Kormul  K  m  1 1  — 
m  —  n  gibt,  sind  enthalten  in  yy-\-y  —  xx,  sondern  gar 
aile  mogliche  Zablen,  welche  sowohl  in  Vmn —  m  —  n, 
als  niebt   darin  begriffen  sind,  und  also  ist  independenter 

*)  Voir**  la  i  '    leltie  dp  Nie   B**rnoulli  dans  le  1'"'-  volume. 
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von  dietem  t  h  eo  remate  eine  jede  Zahl  in  dieser  Formul 
uu  -\-  vv  -\-  v  -}-  y  y  y  —  xx  enthalten.  Hieraus  lâsst  sich 
aber  nichts  ad  resolutioncm  numeri  cujusque  in  numéros 
trigonales  vel  quadratos  schliessen,  und  da  ein  jeder  Buch- 
stab  u ,  v,  y  und  x  eine  jegliche  Zahl  andeutet,  so  kann 

man  nicht  fur  u,  z~~£~z  _|_  i  t  noch  fur  x,  — -J- — 1  setzen, 

weilen  dièse  formulae  ±  1  nicht  mehr  aile  môglichen 

Zahlen  geben,  welche  doch  durch  u  und  x  angedcutet  wer- 
den. Denn  da  eine  jede  Zahl  sogar  in  dieser  Formul  uii — xx 
enthalten  ist,  so  mùsste,  kraft  dieser  Substitution,  aueh  eine 
jede  Zahl  in  dieser  zz  +  z  enthalten,  und  also  ein  numerus 
trigonalis  seyn. 

Wenn  aile  in  dieser  formula  2*  '  *  -f  1  enthaltenen 
Zahlen  nur  unico  modo  in  duo  quadrata  divisibiles  wâren, 
so  mùssten  aueh  aile  dièse  Zahlen  nothwendig  numeri  prirai 
seyn,  welches  aber  nicht  ist.  Denn  aile  dièse  Zahlen  sind 
in  dieser  formula  *  m  -f  1  enthalten ,  welche  so  oft  sie  ein 
numerus  prunus  ist,  unfehlbar  in  duo  quadrata,  hocque  unico 
modo,  resolviret  werden  kann.  So  oft  aber  fcm-j-i  kein 
numerus  primus  ist,  so  ist  diesclbe  Zahl  enlweder  gar  nicht 
resolubilis  in  duo  quadrata  oder  pluribus  uno  modis.  Dass 
aber  2M  -|-  1 ,  welche  Zahl  kein  numerus  primus  ist,  zum 
wenigsten  duobus  modis  in  duo  quadrata  divisibilis  sey, 
kann  ich  also  zeigen:  1.  Wenn  û  und  b  in  duo  quadrata 
resolubiles  sind,  so  wird  auch  das  Product  ab  in  duo  qua- 
drata resolubile  seyn;  2.  Si  productum  ab  et  alter  factor  a 
fuerint  numeri  in  duo  quadrata  resolubiles,  tum  quoque 
alter  factor  b  in  duo  quadrata  erit  resolubilis.  Dièse  theo- 
iv  mat  a  konnen    rigidissime  demonstriret  werden.    Nun  ist 


Digitized  by  Goog 


2"  -|-  1 ,  welchc  Zahl  in  duo  quadrata  est  retolubilit,  nempe 
2*a  et  1 ,  divisibilis  per  6H  =  25»  +  k\  Dahero  der  andere 
factor,  den  ich  brevitatis  gratia  b  nennen  will,  gcwis»  auch 
eine  summa  duorum  quadratorum.  Sit  b~pp-\-qq,  ita  ut 
sit  2**  H- 1  =r  (252  +  k%)  (pp  +  qq) ,  erit  2"  + 1  =r  ( 25  p + 4>  </)*  -f 
(25<7  — 4/5)"  et  simul  2"  +  1  =r  (25f>  —  kq)*  (257  -f- 
und  folglich  zum  wenigsten  duobus  modia  eine  summa  duo- 
rum quadratorum.  Hieraus  kann  man  nun  die  resolutionem 
duplicem  a  priori  finden.  Denn  es  wird  pzn  2556  et  qzn  409 
und  folglich  2"  +  t  =  65536*  -f  l2  zz  62264*  -f  204491. 
Dasa  eine  jegliche  Zahl,  welche  in  zwey  numéros  primo* 
resolubilis  ist,  zugleich  in  quot,  qui»  voluerit,  numéro» 
primo»  zertheilt  werden  konne,  kann  aus  einer  Observation, 
so  Ew.  vormals  mit  mir  communicirt  haben,  dass  nehmlich 
ein  jeder  numeru»  par  eine  summa  duorum  numerorum 
primorum  sey,  illustrirt  und  eonfirmirt  werden.  Denn,  ist 
der  numerus  propositus  n  par,  so  ist  er  eine  summa  duo- 
rum numerorum  primorum,  und  da  n —  2  auch  eine  summa 
duorum  numerorum  primorum  ist,  so  ist  n  auch  eine  summa 
trium,  und  auch  quatuor  u.  s.  f.  Ist  abcr  n  ein  numerus 
impar,  so  ist  derselbe  gewiss  eine  summa  trium  numerorum 
primorum,  weil  n — 1  eine  summa  duorum  ist,  und  kann 
folglich  auch  in  quotvis  plures  resolvirt  werden.  Dass  aber 
ein  jedcr  numerus  par  eine  summa  duorum  primorum  sey, 
halte  ich  fur  ein  ganz  gcvvisses  theorenia,  ungeâchtet  ich 
dassclbe  nicht  demonstriren  kann.  —  Dass  p~^~2—  >/(*/'-m-f-3) 

nimmer  cin  numerus  integer  werden  kônne,  erhellet  daher, 
weilen  wenn  man  dièse  Formul  einem  numéro  integro 
n  gleich  setzt,  herauskommt  p  zz  m  n  ±  V  (hmn — 1);  es 
kann  ab«r  kmn —  t  kein  quadratum  seyn. 
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Ew.  theorema,  daM  wenn  man  ex  aequatione  v  —  c, 
existente  v  functione  quapiam  ipsius  x,  die  radicem  x  fin- 
den  kann,  man  auch  ex  hac  aequatione 

v%n+xr=z(2v.  M)("  +  l)n-% 
den   valorem  ipsius  x  bestimmen  kônne,  —  hat  mich  zu 
ergrunden  vicl  Mùhc  gekostet,  bis   irh  endlicb  gemerket, 
dass  dièse  Aequation  y*"*1  —  (2t>  +  1)  [»  +  l)n  "  1  =.  0  di- 
visibilis  sey  per  v  v  —  v  —  1.  Denn  es  ist 

-(2i'-hl)(i'+i)n-1-  v(v%n  —  (v  +  *)")  + 

—     (v  +  1)"- 1 

und  v%n  —  (v  -(-  1)"  ist  durch  vv —  (i>  -\-  1)  divisibilis.  Quic- 
quid  ergo  sit  n,  aequationi       +  1  —  (2v  -\-  1)  (i>  _|-  t)n_1 

satisfacit  vv  =  v  -\-  I,  und  ist  also  t>~-^= — i  aus  welcher 

Aequation  man  per  bypotbesin  die  radicem  x  finden  kann. 
Si  concipiatur  curva,  cujus  abscissa  posita  zza?,  applicata  sit 

>"î^4'^  +  3^+4^+  etc*  erit  generaliterjzz/^, 
und  folglicb  ist  die  curva  cine  logarithmica,  darin  die  appli- 
cata  zum  asymtoto  wird,  wenn  x—k.  Essey  (Fig.  6)  VCB  eine 
logarithmica  ordinaria  asymtoton  babens  VD,  deren  subtan- 
gens  constans  AT~  1.  Gapiatur  applicata  AC-=.Î,  et  ducta 
alia  quacunque  PM,  positisque  APzut,  et  PM—u,  erit 
t~lu,  seu  udt~dn.  Jam  ducatur  applicata  DB~  kA C~\, 
erit  AD  —  lk,  et  ducta  A/Q,  fiet  BQ=zx  et  QM~y  pro 
casu  proposito.  Erit  enim  AP-=lIz=lI\ — y  et  PM—uzz^—x, 

unde  ob  t  ZZ  lu  erit  Ik  —  y  zz.  / (k  —  as)  et  j  —  / •  — -• 

Sonsten  haben  Ew.  pro  summa  seriei  ipsi  y  aequalis  casu 

aczzl  gescbrieben-^-,  da  dièse  Summ  ist  Zzl»—< 

Euler. 
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LETTRE  XLV. 


GoLDBACH  à  ElJLER. 

Sommaire  Sur  un  passage  des  oeuvres  de  Wallis,  relatil  au  dcYliillTrcmerit 
Réponse  a  la  lettre  précédente.  Gmsidérations  sur  la  sommation  des  séries. 
Théorème  de  géométrie. 


Moscau  d.  30.  Juli  n.St.  1743. 

Icfa  gratulire  Ew.  zu  der  bevorstehenden  pcrpetuellen  Pension 
au»  Pari»,  denn  es  sebeinet  je  langer  je  mehr,  dass  Ew.  die 
dortige  Académie  des  sciences  sich  bey  Austheilung  der  Preise 
gànzlich  tributaire  macben  werden  .... 

Ich  erinnere  mich  in  den  von  Wailisio  dechifrirten  Brie- 
fen  einige  Stellcn  angemerket  zu  haben,  die  einer  andern 
interprétation  bedùrfen,  wie  es  Ew.,  wenn  sie  nacbfolgende 
remarques  mit  den  Briefen  selbst  conferiren  wollen,  ohne 
Zweifel  befinden  werden.  Tom.  III  Op.  p.  666  lin.  k  hatte 
in  dent  Briefc  gestanden  125.  U.  24.  123.68.28.  Er  setzet 

anstatt  2\  die  Zabi  26  und  lieset  i25'  kk'  2.6'  ™  f  28  ' 

co     n     d     ni     st  e 
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welehcs  kein  franzôsisches  Wort  i»t,  da  doch  vielmehr  von 
dem  Copisten  die  zwci  Zahlen  fcO  und  20,  odcr  die  eine 
3fc8  ausgelasscn  worden  und  das  ganze  Wort  heissen  soll 
Conclaviste.  Lin.  10  ibid.  setzct  er  fur  128  die  Zahl  138 
und  intcrpretiret  aie  Hongrois-,  es  ist  aber  viel  wahrsehein- 
lieher  dass  128  recht  geschricben  und  homme  heisst.  Aueh 
îst  nicht  zu  sehen,  warum  pag.  665  lin.  7  von  unten,  die 
Zabi  380,  welche  er  gar  nicht  in  den  elavem  gesctzet,  pall 
heissen  soll,  da  dieselbe  vielmehr  paye  bcdeuten  wird.  Die 
Zahl  136,  welche  er  gar  nicht  interpretirt,  soll  vermuthlich 
heisscn  Dame.  Dcssen  ohngeachtet  halte  ich  die  von  Wallisio 
bewerkstelligte  Dechifrirung  vor  einen  grossen  effort  de  l'es- 
prit humain.  Er  gestehet  aber  aufrichtig,  dass  ihm  unter- 
schiedene  chifrirte  Briefe  in  die  Iiànde  gekommen,  daraus 
er  nichts  finden  kônnen. 

Ich  schc  wohl,  dass  bey  meinen  Briefen  allezeit  die  Er- 
innerung  nôthig  ist:  Oinnia  probate,  weil  es  mehrcnthcils 
an  gchôrigcr  Attention  fehlet;  indessen  wird  es  mir  doch 
licb  seyn,  wenn  nur  Etwas  darin  enthaltcn  ist,  so  Ew.  Ap- 
probation mcritiret.  An  die  Observation,  welche  Sie  mir 
schon  langst  communiciret,  dass  die  numeri  \m  -\-  1  nur 
auf  eincrlcy  Art  in  zwey  quadrata  gctheilt  wcrdcn  kônnen, 
habe  ich  damais,  als  ich  den  lctzten  Brief  geschrieben ,  nicht 
gcdacht.  Dass  aile  Zahlen  in  dei*  formula  y*  4-v — x%  be- 
griflfen  sind,  ist  gcwiss;  doch  halte  dièses  meiner  damaligen 
Intention    nichts    gebindert ,    wenn    nur  die  suppositiones 

2*4-5  .2   !  . 

«  —  1  und  x  zz    ^~ ' — 1  aus  zulanglichcn  Grundcn 

waren  hergeleitet  worden.  Denn  wie  es  in  dicser  Proposition: 
Qitilibet  numeriis  est  aequalis  tribus  trigonalibus  uni  affir- 
mativo  et  duobus  negativis,  daranF  nicht  ankommt,  dass  in 
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den  tribus  formulis  *  +x~^  ~r*~*  ~%,  x,  y  und  z  aile 

nur  môglichc  Zahlcn  bedeuten ,  sondern  vor  x  auch  gar 
wohl  gesetzt  werden  kann  2wl,  wenn  man  nur  erweiset, 
dass  dièse  adhibita  substitutif)  dem  numéro  euieunquc  dato, 
so  aus  der  ganzen  erwiihnten  Formul  herauskommen  soll, 
nieht  hinderlich  ist,  so  wùrde  es  auch  mit  dem  casu,  dass 
jeder  numerus  aus  tribus  trigonalibus  bestehet,  eine  glciche 

.2  1  - 

Bewandniss  haben,  wenn  die  suppositio  *zz— -f- 1  gnug- 
sam  gegriindet  wàre. 

Bald  nachdem  ich  meincn  Brief  geschrieben  hatte,  salie 

ich,  dass  die  Observation  — m+5)  nz  numéro  in- 

tegro  von  kciner  Erhebliehkeit  ist.  Vielleirht  sind  dièse 
etwas  besser  :  1  -|-  I6fl*-|-  16 nunquam  habet  radicem 
hujus  formae  Kn — 1,  sed  semper  hujus  kn-\-i.  Numerus 
kx*  -\-  1  in  unico  casu  est  primus,  si  x~\. 

Gleich  wie  es  aber  séries  numerorum  gibt,  welche  ent- 
weder  nicht  kônnen  durch  kn — 1  dividiret  werden,  oder 
gar  numeri  primi  sind,  so  wiiren  auch  dergleichen  séries 
von  Zahlen  zu  suchen,  die  entweder  uumeri  primi  sind, 
oder  durch  kn  -\-  1  nicht  kônnen  dividiret  werden,  oder 
wenigstens  den  divisorem  minimum  niemals  hujus  formae 
\n  _|_  |  haben:  denn  so  oft  es  sich  triife,  dass  ein  terminus 
ejus  seriei  gleich  wurde  à1  -f-  1 ,  kônnte  man  demonstriren, 
dass  es  ein  numerus  primus  sey.  In  der  série  numerorum 
trigonalium  unitate  auetorum  sind  gewiss  sehr  wenige  casus, 
da  der  divisor  minimus  ad  hano  formam  bn-\-i  gehoret 
Einer  von  diesen  casibus  ereignet  sich,  wenn  der  exponens 
termini  ist  252,  und  der  numerus  trigonalis  unitate  auctus 
aus  den  factoribus  29  und  VOt  bestehet.   Wenn  man  aber 
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dcrglcirhcn  casus,  in  quibus  divisor  mini  m  us  est  hujus  for- 
mae  kn  -f-  1  durch  eine  générale  Exception  ausschliessen 
konnte.,  so  waren  aile  termini  huju»  formae  a* -\- î ,  in  so- 
fern  sie  in  sclbigcr  Exception  nicht  begrilFen  sind,  numeri 
primi. 

Wa8  ich  von  v*"*1  —  (2v  +  I)  (y  -+-  1  )n~ 1  geschrieben 

liatte  war  blos  ex  considcrationc  numeri  hergcnom- 

men,  obne  zu  vermuthen,  dass  die  acquatio  dividirt  werden 
konnte,  welches  docb,  wie  ich  jetzo  sehe,  in  dergleichcn 
Fàllen  unumgànglich  nôthig  i»t. 

So  viel  ich  mich  erinnere,  ist  mir  niemals  eine  Méthode 

data  summa  scriei  4- ,  ri  h  — r  h  etc.  inveniendi 

«ummarn  ((^~  +  +  +  etc.  bckan.it  gc- 

wesen,  ausscr  in  dcm  Fall,  da  summa  priori»  scriei  au» 
einer  bckanntcn  functione  ipsius  x  besteliet:  solchergestalt 
wird  auch  dato  ax  -\-  fix*  -\-  yx*  -|-  ôx*  -\-  etc.  summabili, 
die  séries  ax-\-  2"ftjr*  +  3wy«*+  Vâx*  +  etc.  summabili»; 
welches  aber  nicht»  «onderliche»  i»t,  da  hingegen  die  grô»«tc 
Sehwierigkeit  darin  hcstchct,  da»»  man  in  Ermangelung  ei- 
ner  solchcn  functioni»  finitae  ipsius  x,  eine  cxpre»sionem 
aequivalcntem  substituiren  und  selbige  hcrnach  immer  wci- 
ter  diflcrcntiiren  konne,  wie  Ew.  r»  mit  dcn  sinihus  arcuum 
circuli  gcmarhct.  Inde»»rn  will  ich  chu  h  ein  thcorcma  hichcr 
»<>t/.en,  »o  mir  nur  scit  cinigen  Tagen  eingcfallcn:  Sint  tre» 
séries  :  A  . . .  a  ~\-  b  -(-  c  -f  d  -f-  etc. ,  B  . .  .  ah  -\-  (a  b)c  -f- 
(o  -h  h  -f  c)d  4-  etc.,  C  . .  .  a"1  -f-  b%  -h  d'1  -f  etc.,  dico 

esse  /i—  undc  sequitur  cognih»  «ummi»  duariim  »e- 

ricrum  px  hiH  tribu»,  dari  etiam  »ummam  t^rtiae  scriei,  et 
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cognita  suniina  unius  seriei,  dari  etiam  rationem,  quam 
alterutra  «crrie»  rcliquarum   habet   ad  a  Itéra  m.  Sit  ex  gr. 

a  —  —,  b  —         c  ZL  \  etc.  erit  #  —  -  -      *  Sit 

m  m  *  m'  (m-f-  l)(m  — 1)* 

a— 1,  />  ~  y>  —  y>  d  —  —  y (signis  post  binos  quos- 
que  terminos  alternantibus)  erit  séries  B  —  0.  Si  ponatur 

circumferentiae  circuit  cujus  diameter  1,  erit  yfunctio  cjus- 

modi  ipsius  n,  quae  posito  n  —  1  fiât—  *p  ~~*  ,  ubi  p  —  12. 

Si  vero  n  ponatur  numerus  integer  major  unitate ,  tota 
funrtio  fiât  numerus  rationalis ,  propterea  quod  in  illa 
funetione  bis  casibus  quantitates  numeris  p  et  n  affectae  sese 

destruunt.  Hiebey  babe  ieb  observiret,  dass  I  -\-  p"1  —  fere. 

Ich  môehte  wohl  wissen,  ob  Ew.  die  summas  nachfol- 
gender  serierum  (ib*  -\-  (a  +  b)  c1 -\-  (a-\-b-\-c)         etc.  und 

a%b-\-{a*-\-  b2)c+  {<?-\-P+&)d+  etc.,  wenn  a=zi,  bz=.  —  y, 

crzy,  rf—  —  ~>  oder  a-\-b-\-c~\-etc.  —  /2  per  logarithmos 
et  quadraturam  circuli  exprimiren  konnen? 

Neulich  fand  ich  einen  Zettel,  darauf  von  meiner  Hand, 
vermutblich  schon  vor  einigen  Jahren,  gcschricbcn  war: 
Scriei  I  ■+  2ft -\-  3''  +  kf'  \  etc.  summa  ad  datum  terminum 
x  est: 

l  +  2'(x-  l)  +  (V—V)(m—t)(^)  + 

(V_2.3'.+  9'')(«-l)(^)(î^)  + 

(5/-  _  3.kf  +  3.y  _  a?)  (« _  i) (î=i)  (£=*)  +  etc. 

quae  séries  abrumpitur  si  /)  sit  numerus  integer  affirmât! VUS, 
nec  plures  rontinet  terminus  quam  p-\-2  routine!  imitâtes. 
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Auf  uinem   andcrn  Zettel  fand  icli  Folgendcs:   Ex  hit 
formulis 
L  un 

H.  n«"+«-(n4-lK 

ÏII.  n*M"+»-_  (2aa-(-2a~  1)  m"^1  +  (n  4.  1)a m" 

IV.  naw"^a~(3n*-f3/i*-3n+l)w,,  +  a-h(3n*4-C«a-^ww+l 

quac  in  infinitum  continuari  potsnnt  ea  legc,  ut  si  antécé- 
dent fucrit 

nW+P  4.  «m"^-1  4- 4.  yu»+#'-«  -f- etc., 
sequcns  fiât 

4- «  (#14-1) 

—  fi  (n     /?  —  t  )  m  n     "  a  —  etc . 
4-  y  (n  —  3)  4-  etc. 

Sumatur  formula  quaecunque  A  et  in  casu  particulari,  ubi 

fit  n  —  0 ,  eadein  formula  ponatur  ~  B ,  dico  ~  *-  jpqp ,  esse 

summatrirem  seriei  1  4-  2''m  -f-  3'  ux  4-  Kw*  ...  4-  un-\ 
Sit  exempli  causa  p  ss  1 ,  erit  A-=.nun  +  x  —  (n4-t)t/n,  et 
in  casu  particulari,  ubi  nzzO,  transit  .4  in  —  I  =  qua- 
propter 

Sonst  habc  ich  auoh  bemerket,  dass  die  summa  (crici 
I  -+-  21"  +  3"  +  *»"  +  etc.  gleich  »cy 

JL  „■  (»  +  ,  )-  _  Ë£2        .  («+!)—.+ 
n._^-  ,)(,-^  ^...^  +  ,  r_,  _  ^ 

oder  (posito  y  =  aMx4-  O)  «rit  summatrix 
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ubi  a,  b,  etc.  déterminant ur  hoc  modo: 
(n  —  I)  a  \  n  (n  —  1)  (n  —  2)  ~  0 

QXJL    ,    a(/«-1)(*-3)(/i-3)    ,   /»(*-!  )(;i-2)(;,-5)(/e-'»)_  <à 

ln  — o  r  HXs  ~u 

T  fe(n_2)(/i-3)(/i-»)    ,  a(n-i)(n-1)(n-S)(n-'t)(n-S) 

»;«--t         23         -r  '1.3.4.5 

,      (n 7)(n  -  3)(n  -  4)  (n  -        -  6)  _  Q 
'  2.3.4.56/7 

Sollte  aurh  hierin  etwas  verschrieben  seyn,  so  kann  ich  es 

(loch  gleich  rertifieiren,  wie  denn  aucii  dasjenige,  was  jctzo 

von  den  exponentibus  paribus  gesagt  worden,  auf  aile  rx- 

ponentcs  in  génère  zu  cxtendiren  nicht  schwer  seyn  wùrde. 

In  den  compcndiis  geometrieis,  wo  das  theorema  Pytha- 

goricum  demonstriret  wird,  sollte  man  billig  solchcs  ancli 

von  allen  figuris  similibus  dcmonstriren,  woraus  denn  dièses 

corollarium  folget:  Si  (Fig.  7)  triangiilum  rectangulum  ABC 

tangatur  a  curva  quacunque  A FBGC  in  tribus  punctis  A,  B,  C, 

et  super  basibus  A  B  et  BC  describantur  curvae  AD  A,  BEC, 

ipsi  curvae  ABC  per  omnia  si  miles,  nec  scsc  in  aliis  punctis, 

praeter  A,  B,  C  intersecantes ,  fore  (deductis  segmentis  can- 

cellatis  A  FB,  BGC)  reliquas  quasi-lunulas  ADBb+BECG 

—  A  ABC,  quae  quasi-lunulae  in  lunulas  veras  transibunt, 

si  curva  ABC  fuerit  semieirculus. 

Goldbach. 
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LETTRE  XLVI. 


Eu  LE  R  à  GOLDBACH. 

Sommaire.  Pièce»  de  concours  aux  prix  des  académies  de  Paris  et  de  Dijon.  Re- 
cherches sur  les  norohres  et  les  diviseurs.  Considérations  ultérieures  sur 
les  série». 


Berlin  d.  28.  August  1743. 

Vass  Ew.  mir  einen  bestàndigen  Tribut  von  der  Akademie 
zu  Paris  prophczeien ,  erkenne  ich  als  eine  deutliche  marque 
Dero  gegen  midi  hegenden  besondern  Wohlgewogenheit  mit 
der  schuldigstcn  Dankbarkeit  Ob  ich  aber  gleich  zu  Erhaltung 
dièses  Vortbeils  meinerseits  nicht  ermangeln  lasse,  so  schei- 
net  doch  meine  von  hieraus  abgeschickten  piècen  eben  das- 
jenige  Sehicksal  betroffen  zu  haben,  welches  vor  etlichen 
Jahren  den  Hn.  Gammerherrn  Korff  so  viel  Mùhe  gekoslet 
hat  zu  redressiren.  Denn  ich  habe  schon  zu  Anfang  des 
vorigen  Monats  meine  pièce  ùber  die  Inclination  des  Mag- 
neten  an  den  Hn.  De  Mairan  geschickt,  und  gleirhwohl  noch 
keine  Antwort,  dass  selbige  angekommen,  crhalten.  Hernach 
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hattc  ich  verwichenen  Martin  m  eine  pièce  ùber  den  motuni 
ûuidorUm  in  canalibus  clasticis  an  die  Académie  des  sciences 
nach  Dijon,  von  welcher  ùber  dièse  Materie  ein  Preis  vou 
30  Louitd'or  beatimmt  war,  gesandt,  und  gleichfalls  dariiber 
nocb  ketne  Àntwort  cmpfangen,  wclches  mich  glauben  macht, 
dass  dièse  beiden  Piècen  entweder  irgendwo  aufgehaltcn, 
oder  gar  verloren  gegangen  seyn  muiicii,  wobei  ich  iiur 
dièse*  ara  meisten  bedauere,  du»»  ich  von  diesen  beiden 
Piècen  keine  Copien  gehalten  babe.  

Ew.  Emendationen  der  von  VV  allisio  dechitirirten  Bricfe 
halte  ich  fur  ganz  richtig,  erkenne  aber  dabei  mein  Ln- 
vennôgen,  sclbsten  dièse  tiefsinnige  Materie  zu  untersuchen. 

Dass  dièse  Expression  V(i  +  ibaa+  Wbb)  niemals  eine 
Zabi  von  dieser  Form  kn — I  geben  ko une,  ist  ein  schr 
schônes  theorema,  davon  die  Démonstration  nicht  so  ieicht 
in  die  Augen  fàllt.  Denn  gesetzt,  das» 

so  wùrde  16nn  —  8n  =  I6c«  -f-  ibbb  und  foiglich 

n(2n-i)~2(a1+b*). 
Weilen  nun  2  {a  a  -f  bb)  ein  numéro»  par  ist,  so  musste  n 
ein  numerus  par  seyn,  indem  2n —  1  gewiss  impar  ist.  Es 
sey  also  i\  —  2pt  »o  vvird  2p(\p — I)  iz.2  (a a  -\-  bb)  und 
dannenhero  kp — 1  ein  divisor  formulae  aa-\-bb,  wclches 
nicht  seyn  kann:  oder  p(lp —  I)  musste  eine  suinma  duo- 
rum  quadratorum  seyn,  welchc»  ebenfalls  nicht  môgtich  ist. 

Dass  kx* -\- i  niemals  ein  numerus  primu»  seyn  konne, 
ausser  dem  casu  wenn  x  —  t,  ist  kein  Wunder,  weilen 
dièse  formula  generaliter  in  duos  facture»  resolviret  werden 
kann,  denn  es  ist  *V-f- 1  ~(2œx  + 2x  +  \){2xx— 2*4-  1). 

Oh  es  solche  séries  numerorum  gebe,  welche  entweder 
durch  Kn-\-i  nicht  divisihilcs.  oder  gar  nuineri  primi  sind, 

Corr.  math  et  phy\   T I  |Q 
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zweifle  irh  sehr.  Wenn  aber  jçleirhwohl  derçcleichen  sirh 
Hnden  solltrn ,  so  wurde  man  daraus  einen  ejrossen  Vortheil 
zu    Ertindun£  der  numerorurn   primorom   ziehen  kônnen. 

Uebrigens  halten  die*  divisores  primi  aller  serierum  von 
Zahlen,  welehe  in  dieser  formula  rnthaltrn  sind  axx±  (iyy, 
eine  sehr  artige  Ordnung,  wehhe,  ungearhtet  irh  davon 
norh  krine  Drmonstration  habe,  drnnorb  ihre  vollige  Rirh- 
tigkeit  zu  haben  «rlu'int.  Irh  nrlimr  deswegen  die  Freyhrit 
Ew.  einipe  dergleirhrn  theoremata  zu  ùbersrhreiben ,  au< 
welrhen  norb  ummdlirh  virl  andere  hergeleitet  werden 
konnen. 

I.  Si  x  et  y  sunt  niinieri  primi  inter  se.  haer  formula 
xx  4-  y  Y  nrT  numéros  primo»  non  est  divisibilis,  nisi 
qui  rontineantur  in  bar  forma  kn  -\-  i  ,  atque  hi  numeri 
primi  omnes  ipsi  in  bar  forma  xx  -f  yy  continentur.  Dièse* 
bekannte  theorema  setze  irb  voraus,  um  die  (Connexion 
der  ubrigen  desto  besser  vor  Augen  zu  legen. , 

II.  Haer.  formula  2xx  A  y  y  alios  divisores  primos  non 
babet,  nisi  qui  in  bis  formis  8n  -f-  1  vel  8/1  -\-  3  rontinean- 
tur. Et  quoties  8n-|-  1  vel  8n  -f  3  fuerit  numerus  prinius. 
erit  is  aggregatum  ex  quadrato  et  duplo  alterius  quadrati. 
seu  erit  forma e  2xx  \  yy. 

III.  Haer  formula  3.r.r  J-  yy  alios  divisores  primos  non 
babet,  nisi  qui  in  bis  formis  \2n  H-  1  et  \2n-\~7  (oder  in 
dieser  einzrlnen  fin  -\  I  )  rontineantur  Rt  quoties  6n  -f-  I 
est  numerus  priions,  rontinebitur  in  forma  3a?.r  ~\-  yy. 

IV.  Haer  formula  âxx-\-  yy  alios  divisores  primos  non 
babet,  nisi  qui  in  his  formis  2()n-\-  1,  20n  -|-  3,  20n-f-9. 
20n-|-7  rontineantur,  et  omnis  numerus  primus  in  un» 
barum  quatuor  formularum  rontentus  erit  ipse  numerus 
f«>rrnae  5xx  -f-  y  y. 
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V.  Ilaer  forma  6xx-  -h  //  alios  divisores  primo»  non  lia- 
bet,  nisi  qui  in  una  harum  quatuor  formularum  2\n~+-  I, 
2kn  -j-  5,  2\n  -j-  7,  2fc«-|-ll  contineantur ,  et  omnis  nu- 
méral primus  in  una  harum  formularum  contentus  est  ipse 
numerus  formae  6**.r  f  y  y. 

VI.  Haec  forma  TaîiE-hj}  alios  divisores  primo»  non 
habet  ni»i  qui  in  una  harum  6  formularum  28  a  f  1  , 
SÎ8n-|-9,  28n  fil,  28n-|-15,  28  n  -f  23 ,  28/i  +  25  oder 
in  einer  dieser  dreyen  \kn -\-  1,  lin -h  9,  1  a  — |—  11)  con- 
tineantur» et  omnis  numeru»  primu»  in  una  harum  formu- 
larum contentus  est  ip»e  numerus  formae  Ixx-^-yy. 

Nun  aber  ist  omnis  numerus  tri^onalis  unitate  auctus 
in  dieser  formula  Txx-\-yy  enthalten,  und  fol^lieh  konnen 
die  nunieri  triennales  unitate  aueti  keine  audern  duisorcs 
primo»  haben  ,  al»  welche  in  diesen  formulis  t  Vu-t-l, 
lin  -J-  9,  oder  welche»  gleich  viel,  in  dieser 

Txx-\-  y  y  enthalten  sind.  Ilieraus  lassen  sich  nun  leicht  aile 
nunieri  priini  finden,  welche  einen  numerum  trigonalem 
unitate  auctum  dividiren.  Solche  sind  nehmlich  1 ,  11,  23, 
29,  37,  k3,  53,  67,  71,  79,  etc.  Dahero  konnen  keine  an- 
dere  numeri  prinii  lui  jus  formae  km -|-i  divisores  seyn 
mimeri  trigonalis  unitate  aueti,  al»  welche  in  einer  von 
die»eu  drey  formuli»  begriflen  sind  28  n  4"  1 ,  28  n  -\-  9, 
28n+  25. 

Ilieraus  ist  also  klar,  dass  dièse  Expression  pxx~\~yy 
keine  andere  divisores  habe,  als  welche  in  einer  gewisten 
Anzahl  von  solchcn  formuli»  Kpn-\-s  enthalten  sind,  allwo 
s  einige  Zahlen  hedeiitet,  welche,  ob  sic  «çleich  keine  Ord- 
nung  unter  sich  zu  hahen  scheincn,  dennoch  nacli  einer 
schnnen  lege  fortgehen,  welche  ans  diesen  theorcniatis 
erhellet: 


* 


—    H8  — 

VII.  Si  numerus  prunus  formae  \pn  x  fuerit  divisor 
formulae  pxx-+-yy,  tum  etiam  omnis  numerus  primus  in 
hac  forma  generaliori  eontentus  \pn  -\-  sk  erit  divisor  for- 
mulae  pxx  -|~  yy  atque  etiam  ipse  erit  numerus  formae 
pxx  -\-  y  y.  Ex.  gr.  Quia  numerus  primus  28a  -|~9,  est  nu- 
merus formae  lxx-\ -yy,  erunt  etiam  uumeri  primi  28n-f-8l 
(28/1  +  25):  28  a  4  729  (28  u  4-1)  etc.  numeri  formae 
Ixx  +yy. 

VIII.  Si  duo  numeri  primi  h-pn  -f  s  et  kpu  4- *  fuerint 
divisores  formulae  pxx  4  yy,  tum  omnis  numerus  primuft 
hiijus  formae  hpn-\-slt'  erit  simul  numerus  formae  pxx -f-yy. 

Wenn  man  also  vou  einer  solrhen  Expression  para; -f~) y 
schon  einige  divisores  primos  entdeeket  liât,  so  kann  man 
dureh  dièse  theoremata  leicht  aile  môgliehe  tinden.  AU,  e« 
sey  dièse  Formul  ge^eben  I3x.r4-yy,  woriu  dièse  Zahlen 
U,  17,  22,  29,  38,  *9,  62  etr.  enthalten  sind.  Numeri 
igitur  primi,  qui  sunt  divisores  formulae  13xx  4~ yy  erunt 
1,  7,  11,  17,  19,  29,  31.  Folgçlieh  mùssen  aile  numeri  primi 
in  his  formol i«  52n  4- 1 ,  52n  4  7,  52a  4  11  ete.  divisores 
von  13. xx  -h  y  y  seyn  konnen.  Die  Formul  52  a  -[-  7  gibt 
aber  narh  dem  theorema  VII  noeh  dièse  52  a  4-V9,  52n-)"3V3 
(oder  52a4  31),  52 n  4  7.31,  oder52af9,  ferner  52n  f  7.9, 
oder  52n  4  11.  ferner  52*4-7.11.  oder  52  n  4-  25,  ferner 
52 n  4  7.25,  oder  52 n  4  19.  ferner  52 n -f-  7.19,  oder 
52  n  4-  29,  ferner  52  a  -h  7  .  29  ,  oder  52  n  4  V7,  ferner 
52u  7.fc7,  oder  52  n  4-  17,  ferner  52a  4  7  .  17  oder 
52  a -4  15,  ferner  52  n  H-  7. 15.  oder  52a  4  1  und  hier 
àndert  sieh  die  Versrhiedenheit  der  Zahlen,  welehe  zu  52n 
gesetzt  werden  konnen  ,  um  numéros  primos  in  forma 
13r.xH-  y.y  eontentos  hervorzubringen.  Also  nur  allein  da- 
rau*,   dans   7   ein   divisor   formae    I3rr4  yy    seyn  kann, 
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weisen  die  beiden  letzten  theoremata ,  dans  aile  numeri  primi 
in  his  formulis 

52n-f  1;  52n-|-3t;  52*4-25:  52  n  4-47 
52«  -H  7=  52»  4-  «J:  52n  +  19  ;  52 n  +  7 
52*+*9:  52n+tt;  52*4-29:  5  n-M5 
rontenti  dièse  Forni  13.r.c  4-j'v  haben  und  aueh  divisores 
von  solchen  Zahlen  I3.rx-f-vr  seyn  konnen,  und  mehr 
formulae  konnen  auch  durch  die  theoremata  nieht  heraus- 
gebracht  werden.  Dahcro  gewiss  ist,  dass  kein  anderer  nu- 
merus prinuis  ein  divisor  fortnae  l3xx-\-yy  seyn  kann, 
.ils  welcher  in  einer  der  gcfuiidciicn  12  Formula  enthalten 
ist.  Weilcn  nun  ein  jeder  numerus  primus  in  hae  forma 
contcntus  Kpn-\-  1  ein  divisor  von  pxx-\-yy  seyn  kann. 
Hieher  konnen  schonc  proprietates  hergeleitet  werden,  als 
z.  Ex.  weil  17  ein  numerus  primus  und  auch  von  die- 
ser  Form  2xx-\-yy,  so  ist  gcwiss,  dass  so  oft  17"'  ±  9n 
ein  numerus  primus  ist,  sohher  auch  eine  sotche  Zahl 
2xx-\-yy  seyn  musse.  Und  wenn  I7w±8n  eine  Zahl  ist 
von  dieser  Form  2xx-\-yy  und  doch  keinen  divisorem  von 
dieser  Form  admittirt,  so  ist  dieselbe  gewiss  ein  numerus 
primus. 

Eine  gleiehe  Beschaffenheit  hat  es  auch  mit  den  diviso- 
ribus  hujusrnodi  formularum  pxx — y  y  oder  xx — pyy, 
welche  wenn  sic  primi  sind,  in  dieser  Form  knp  ±  s  ent- 
halten seyn  mùssen,  da  s  einige  deter  mini  rte  Zahlen  be- 
deutct.  Nchmlich  in  einigen  Falleri  wird  seyn 

1.  Omnes  divisores  primi  formae  xx — y  y  continentur 
in  Kn  ±  1,  welches  klar. 

2.  Omnes  divisores  primi  formae  2cx  —  y  y  continentur 
in  8n  ±  1. 
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Corail.   Ergo  numerus  primus  8«  ±  3  non  est  nu- 
merus  formai*  2xx  —  y y- 
3.  Omnes  divisores  priori  formac  3  rx —  y  y  eontinentur 
in  forma  12/i  ±  i. 

h.  Omnes  divisores  primi  formai'  5xx —  j  y  eontinentur 
vel  in   20  n±  t    vol  in  20  n  ±  0  (odcr  in  dieser  cinzeln 
10  n  ±  t). 
etc 

Et  si  numcrns  primus  \pn-\-s  fnerit  divisor  formae  pxx — 
oder  xjc  —  pyy  »  tu,n  —  ^i/*  —  s*  Cl'*t  ip8*1  nnmerns  formae 
/;jcx  —  yy  vel  a;  r — /'/V,  quoties  fnerit  nnmerns  primus. 
Si  duo  numeri  primi  a  et  t  fuerint  numeri  formae  pxx — yy, 
tum  quoties  ±  knp  ±  a"*'  fuerit  numerus  primus,  simul 
erit  numerus  formae  pxx  —  y  y.  Also  weil  7  und  17  nu- 
meri primi  und  von  dieser  Form  2rx  —  y  y  sind,  so  wird 
auch  ±  8n  ±  7" .  1 7V  eine  Zahl  von  dieser  Form  seyn,  so 
oft  dieselbc  ein  numerus  primus  ist.  Es  sey  a  =  1 ,  ml, 
so  ist  7.17  zn  119  und  119  8  —  127  =  numéro  primo, 
folglieh  wird  seyn  127  —  2xx  —  yy  =:  2.6^  —  1.  I  liera  us 
ist  nun  klar,  dass  es  nieht  mdglieh  ist  Suiten  von  Zahleu, 
so  in  einer  solehen  Formul  p  x\t-  zh  q  y  y  begriffen  sind,  zu 
finden,  vvelche  nielit  divisores  von  dieser  Art  %-n  -|-  1  ad- 
mittiren  sollten. 

leh  glaube  aber  fest,  dass  ieh  dièse  Materie  hei  weitem 
noeh  niebt  erschopfet  babe,  sondern,  dass  sirb  darin  noeh 
unzàblig  viele  herrliebe  proprietates  numerorum  entdeeken 
lassen,  wodureb  die  doetrina  de  divisoribus  zu  einer  weit 
griisseren  Y  ollkommenbeit  gehrarbt  werden  kônnte:  und 
bin  dabei  gewiss,  dass  wenn  E\v.  dièse  Materie  einiger  At- 
tention wùrdigen  wernVn  ,  Dirselben  darin  sebr  wiehtige 
Déeouvertcn  maehen  wurden.    Der  grossie  Vorlbril  wurde 
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aber  sicb  alsdann  recht  zeigen,  wenn  man  fur  dièse  theo- 
remata  démonstrations  finden  sol  lté. 

Wenn  drey  Séries  aUo  besehaffen  sind,  dass  A  ~  a  -f- 
ft-|-c  +  ^4-etc.,  B  —  ab-\-(a  4  b)  c  f  a -\- b+-c)  d-\- vlv. 
et  C  —  a*  4~  ^2  4-  ca  -j-  rf*  4~  etc. ,  so  ist  B  die  su  m  m  a  fac- 
torum  ex  binis  terminis  seriei  A,  und  ist  folglicb  die  dupla 
summa  faetorum  ex  binis,  2B,  una  mm  sumnia  quadratorum 
singuloruni  C  gleich  dem  quadrato  seriei  4,  seu  2B-\-C  —  A  4 

et  B  m  - — .   Solche  tlieoremata  kônnen  auf  hôhere  po- 

t  esta  tes  extcndirt  werden    Als  wenn 

A—a-\-b-\-c~\-d-\-  etc. 

«=aa-f  6*-f  ca-|-rf*+  etc. 

C  —  a*  -f  6*  -f-  c5  -|-  ^  -f-  etc. 

a*4-^44-c44-rf*4-  etc. 
so  wird  seyn  terminornni  a,  b,  c,  d,  e  etc. 

A*  —  h 

si  mima  factorum  ex  binis       —  - — - — 


„  „        ex  ternis  — 


 A*  -3AB  +  2C 

6 

ex  quaternis=:  ^  ^  

etc. 

Wenn  Ihre  mir  proponirten  Séries  gesetzt  werden 
P=ab*  +  (a  ±b)cx  +  (a  +  b  ±c)d*+  (a  +  b+  c+d)e*-j-vtc. 
Q=fltt+  (a*-h  ^)c-H(aa4-  62+  c2)rf  +  (a*4  ^4-ca4"^)«  4-etc. 
so  wird  seyn  P  ^  Q~  AB—C,  folglich  wenn 

,1,1.1.1 
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so  kann  die  itimma  der  beiden  seriemm  P-f-Q  nieht  per 
logarithmos  et  quadraturam  circuli  angegeben  werden,  wei- 
len  die  série*  C  noeh  nicht  summirt  werden  kann.  Vie!  we- 

■ 

niger  kann  also  éine  jede  fur  sich  summirt  werden.  Wenn 
aber  dièses  gcschehen  kônnte,  so  hâtte  man  die  tummam  seriei 
C,  welche  ich  bisher  vergehens  gesueht  Die  valon  s  i  -f-p* 

und  -—,  wenn  p  —  12,  differiren  so  wenig  von  cinander, 

dass  ich  dieselben  bald  fur  vôllig  gleich  gehalten  batte;  ich 
habe  deswcgen  beider  valores  genauer  gesucht  und  gefun- 

dcn  I  +  p*=  1,*80V530139  und  ±         1 ,18011066. 

Die  formulae,  welche  Ew.  mir  fur  die  summationem 
seriei  1  -\-  2P  +  V  -\-  V  -\-  etc.  usque  ad  datum  terminum 
uberschrieben ,  erinnere  ich  mich  noeh  in  Petersburg  bei 
Denselben  gesehen  xu  haben,  und  cnUpringet  die  erste  Ex- 

pression  i  + %? (acf—  t)  2'') +  etc.  ex 

differentiis  continuo  suiutia,  und  die  andern  formulae  kom- 
men  per  differentiationem  heraus.  Um  aber  die  aummam  in 
der  bequemsten  Form  au  finden ,  so  halte  ich  dièse  Art  fur 
die  leichteste: 

I  +  2'  +      +  V  •  •  •  +      =  " 

,  p(p- 0  •  (/>  -  *)  mt_      ,    rQ> -0  ...(r-«) .  £  ^  -  * 

~  2.3. .,7    .         6  2.3. . .9  10 

|  r(/>-0  ••(/>-«)  ■*  /,-»  p(f  -  !)•■•(/)- 10)  6î>l  „_n 
'  2.3.. .11         '  6  2.3.  .13  *2!0 

,   />Q>-l)...(/;-ta)  35 
r        2  3.   .15  2  X  tlC* 

allwo  dus  Hauptwcrk  auf  dicae  seriem  fractiomim  ankommt, 
welche  Ew.  genugsam  noch  hekannl  sevn  wird: 
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i       i       i       «       »        e        r        s  t  10  il 

1        1        1       3       5^      691      35     3617      43867     il  mil  854513 

Y'  T'  T'  to'  s'  ôTo'  T'  "âo"-    «  '     no  '  ~* 

12  19 

1181820'*55  16911911 
"546       '        2  '■ 

so  weit  habe  ich  sie  continuirt.  Der  terminus  generalis  ex- 
ponenti  n  respondens  kann  also  exprimirt  werden 

_l_  (4»"-4.3»"+e.a»»-».i)  etc \  . 
welrhe  gleichfallt  abrumpirt  wint. 

Obgleich  dièse  séries  *H"x~'""9~"^~^"^  etc*  Ve*  ^ua~ 
draturam  circuli  exprimirt  wird,  so  kann  doch  die  Summ 
von  dieser  a;  -|-  —  -|-  —  -|-  —  -|-  etc.  nicht  generaliter  gege- 
ben  werden,  und  ausser  dem  casu  x  —  1  babe  bisher  nocb 
keinen  andern,  als  wenn  x=y>  summiren  kônnen.  Nebra- 
licb  posito  p  —  /2  et  n  :  î      periph.  :  diam. ,  so  kommt  heraus 

I     2^4     4^9     8     '    16.16    I    25.32    '    36.64    '  — 

-"-«PP. 
12 

Endlich  habe  die  Ebre  nocb  dièses  theorema  hinzuzufù- 
geri,  welches  ôfters  einen  grossen  Nutzen  haben  kann: 
Theorema.  Si  fuerit 

-    ,       «       .       aa  a*        .  a* 

crit 

T  =  T  +  ï+aO  +iTpï)  +  1*7*0  +  ,^+1  +  2^+1) 

+  3^+2  (!  +  M-T  +  2HPT  +  3ÏÏ+l) 

+  4^2  0  etc* 

Leonh.  Enter. 
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LETTRE  XLVII. 


GOLDBACII    à  EULER. 

Somma  me.  Réponse  à  la  lettre  précédente   Introduction  de  deux  nouveau»  signet: 
8  et  7    Globules  de  sang  de  Leuwenhoek.  Notice  littéraire 


Moseaa  d.  1  October  st.  n.  1*42. 

 Dass  p(**p —  I)  keine  summa  duorum  quadratortim 

seyn  kann,  wird  von  Ew.  als  bekannt  angenommen , 
dedueire  es  abcr  dahcr,  quia  nn:  2/)±  V(bpa  —  p — a*), 
und  dièses ^  quia  n^znkpn  —  p — «*.  Sonst  habe  ich  auch 
gefunden,  dass  eine  summa  trium  datorum  quadratorum 
nicht  gleich  seyn  kann  dem  facto  ex  duobus,  multiplicato 
per  quadratum  par,  oder  dass  e*  -\-/À  +  g*m  fce2/^/)1; 
imgleicben  si  est  fmn  —  m  —  nzna1  (ubi  f,  m,  n,  a  sint 
integri  affirmativi),  erit  etiam  fp^mn — m — nzna2,  ubi  p 
praeterea  sit  integer.   Da  es  aber  mit  dem  casu  /*—  \  be- 
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kanntermaassen  in  aequatione  priori  seine  Kichttgkeit  bat, 
so  wird  aueh  —  m  —  nui  a*,  und  kann  gar  wohl 

seyn,  dass  f  fur  sich  selbst  noch  viele  oder  unzàhligc  va- 
lores  ausser  dem  quaternario  hat,  wie  es  sich  denn  findet, 
dass  wcnn  aile  divisorrs  primi  hujus  numeri  ^xx-\-yy 
(nbi  x  et  y  sunt  numeri  inter  se  primi)  tinter  dieser  for- 
mula Kn-\-  1  bcgrilfcn  sind  (de  quo  dubitare  nefas),/*  aurh 
—  12  gesetzt  werden  kann,  folglieh  12mnp* — m  —  nzna\ 

• 

Irh  habe  untcr  den  remarques,  so  E\v.  mir  von  den  divi- 
soribus  formulae  px%  -f-  y%  communiciren  wollen,  insonder- 
heit  dièse  betrarhtet,  dass  ein  jcder  numerus  trigonalis  unitate 
au<tus  in  dieser  formula  7xx-\-yy  enthalten  ist  und  dahero 
keine  andere  divisores  primos  baben  soll,  als  welche  in  diesen 
formulis  lbf  t,  lVn-f-î),  lVn-j-U  bcstehen.  Weil  aber 
unzahlige  numeri  trigonales  (als  z.  Ex.  21)  unitate  aurti  zu 
dieser  Formul  7 x%  y2  gleiehwol  nieht  gebracht  werden 
kônnen,  so  verstebe  ich  Ew.  theorema  niir  von  den  numeris 
trigonalibus  paribus,  quorum  seilicet  exponentes  sunt  hujus 

formae  km — denn  dieser  exponentium  trigonales  uni- 
tate aurti  sind  offenbar  7m*-|-(m  —  l)a,  und  gebôren  aile, 
sie  môgen  primi  oder  non  primi  seyn,  unter  uarhfolgende 
V  classes:  7a-|-0,  7  n -\-  i ,  7n  4  2,  7n-\-k,  welches  je- 
doch  mit  Ew.  Spécification  dcr  divisorum  (als  worin  der 
numerus  7  ausgelassen  ist;  nîeht  ùbereinkommet  Ich  bin 
indessen  Ew  fur  die  Communication  dieser  bcsondern  theo- 
rematum  sehr  verbunden,  ohngeacbtet  ich  nicht  ailes  pro 
rei  dignitate  einseben  kann. 

iNach  dem  von  Ew.  mir  schon  langst  communicirten  va- 
lore  /2,  halte  ich  I-+-/2./2  gelunden      1 '180^5301791 520..., 
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welcher  von  den  in  Dero  Schreiben  angefubrten  Zahlen  et- 
was  differirt,  weil  aber  der  error  sich  erst  nach  def  neun- 
ten  Ziffer  àussert,  will  irh  den  von  Ew,  angegebenen  valo- 
rem lieber  fur  wabr  anuchmen,  ah  die  Multiplication  wie- 
dcrholen. 

.1113 

Die  12  termines  seriei  —>  —>  — -t  —  t  etc.  habe  ich  auch 

1     6     6  10 

schon  làngst  ahgeschrieben  gehabt  und  den  I3te"  aus  Dero 
letztem  Briefe  bereits  dazu  geseUet. 

i  CL 

Das  quadratum  seriei  s  —  1  4"  ~~î  4"  in±.  \  ^~  etc'' 
welcbes  ist 

sebeinet  nur  blos  deswegen  merkwùrdig  zu  seyn,  weil  die 
coëfficientes  in  einer  so  leiebten  Ordnung  fortgehen. 

Was-  ieb .  in  meinem  vorigen  von  den  lunnlis  gescbrieben 
batte,  ist  von  Ew.  vermuthlich  ùbergangeh  worden,  nicbt 
weil  es  unrichtig,  sonder n  weil  es  gar  zu  oflfenbar  ist. 

Da  nacb  der  angenommenen  Bedeutung  der  signoruni 
±  und  ^  dièse  Formul  ±  a  +  b  entweder  a  —  b  oder 

—  a-\-b  beissert  mu 88,  so  ist  allerdings  ein  signuin  nùtxlich, 
welcbes  ausser  diesen  beiden  valoribus  aucb  a  -j-  b  und 

—  0  —  b  andeutet:  dièses  erinnere  ieb  mich  in  einigen  Bu- 
ehern  mit  «  ausgedruckt  geseben  zu  baben,  und  auf  solebe 

Weise  halte  ieb  dafur,  dass  man  Hurch  «i  h1«4-«I«  etc. 

X       3  4 

aile  quantitates  rationales>  surdas  et  a  quibuscunque  qua- 
draturis  pendentes  exprimiren  kônne:  die  ganze  Kunst  be- 
stehet  nur  darin ,  dass  die  signa  -(-et  —  suis  loris  recht 
stibstituiret  werden. 
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Weil  aber  doch  das  signum  K  nur  alternative  entwcder 
oder  —  bedeutet,  so  kann  man  nocb  ein  signum ,  etwa 
~  (welehcs  der  Stifelius  vor —  zu  gebraucben  pfleget)  in  die- 
»em  Ventande  annehmen,  dass  es  simul  et  -f  et  —  bedeute. 
So  gibt  es  ex.  gr.  eine  seriem  numerorum  n,  der  apparence 
nach  valde  irregularem,  und  die  wobl  nocb  von  Niemanden 
considcriret  seyn  mag,  von  dieser 'Beschaffenheit  n-rpz^.P, 
wo  p  und  P  numéros  primos  bcdeuten,  so  dass,  wenn  n — p 
ein  numerus  primus  ist,  ex  natura  numeri  n  auch  n-j-p 
ein  numerus  primus  seyn  muss;  durch  n  aber  werden  fol- 
gende  numeri  angedeutet  2,  3,  fc,  5,  6,  8,  12,  t8,  2k, 
30,  etc.  Gleichwie  nun  aile  numeri  primi  majores  quam  3 
unter  die  Formul  6m  ±  1  gehoren,  so  hat  es  das  Ansehen, 
dass  die  tcrmini  dieser  neuen  seriei,  welchc  grôsser  als  8 
sind,  in  der  Formul  6  m  begriffen  seyen. 

Die  séries  numerorum  2,  k,  6,  10,  H,  16,  20,  2k,  etc. 
deren  quadrata,  unitate  aucta,  numeri  primi  sind,  scbeinet 
dièse  proprietatem  211  habcn,  dass  eine  jede  Zahl  aus  zweyen 
der  vorhergehenden  bestebe,  als  6  =  2  -|-  2k  =  10+  H, 
20  zz  k  -\-  16.  Oftmals  ist  der  termiuus  unico  modo  ex  duo- 
bus  praecedentibus  compositus,  als  7kzz20-|-5k. 

Es  ist  unlangst  bei  ciner  gewissen  Gelegenbeit  darïiber 
raison niret  worden ,  ob  die  globi  sanguiuei,  welche  nacb 
des  Leuwenboeks  Observation,  6  zusammcn  einen  globum 
majorem  formiren,  nicbt  ferner  aus  6  kleinern,  und  dièse 
wieder  aus  6  kleineren,  et  sic  in  infinitum  znsammengesetzt 
seyn  kônnten?  Wenn  aber  6  globi  intra  cavitatem  globi 
majoris  solcbergestalt  concipiret  werden,  dass  sie  sicb  ein 
ander  so  viel  môglicb  berùbren,  so  wird  der  diameter  globi 
cujusvift  minoris  sich  ad  diametrum  globi  majoris,   in  qno 


continentur,  verhalten  wie  1  zu  1  4-  V%,  und  wenn  dièses 
auf  die  globos  sanguincos,  deren  ein  jeder  fur  sich  sclbst 
nieJit  eigentlich  ein  globus,  sondern  ein  aggregatum  sex 
mi  no  r  uni  globorum  ist,  appliciret  wird,  dièse  kleineren  glo- 
buli  aber,  wie  gemeldet,  ans  6  noch  kleineren  etc.  bestehen 
sollen,  so  findct  es  sich,  dass  mai)  nothwendig  bei  einem 
gewissen  gradu  determinato  mit  solchcr  diminutiune  globo- 
rum aufliôren  muss;  denn  weil  die  soliditas  omnium  nlo- 
borum  ex   ordine  n  ad  soliditatcm  unius  globi  ex  ordine 

primo  ist  wie       v2)3w-a  ad  1  ,  so  wùrdc,   wenn  die  sub- 

divisio  auf  gleiche  Art  in  infinit  uni  fortgingc ,  propter 
nzzoo,  das  aggregatum  omnium  istornm  globorum  respecta 
globi  maximi  infinité  parvum  scyn,  folglicb  aucb  mit  dem 
besten  microscopio  nicbt  geschen  werdcn  konncn,  welclics 
der  expérience  zuwider  làuft.  Ich  habc  (Tit.)  den  Un.  von 
Bl.  ...*),  mit  welcbcm  ich  hierùber  gesprochen,  meo  pe- 
riculo  versichert,  dass  es  Ew.  eben  so  Hnden  wùrden,  und 
bitte  mir  desfalls  Dero  sentiment  hievon  mit  wenigcm  zu 
melden.  Bei  dem  meo  periculo  fàllt  mir  dcr  Matanasius 
ein,  davon  ich  unlàngst  die  6te  Edition  gelcsen,  nachdem 
ich  das  Buch  in  18  Jahrcn  nicht  gcsehen  hatte.  Die  appro- 
bation générale,  so  es  bey  dem  Publico  gefundcn,  und  da- 
von der  Autor  selbst  unterschiedene  passages  anfiihrt,  zcuget 
in  der  That  von  dessen  mérite,  und  triflft  hier  gewisser- 
maassen  des  Giceronis  Ausspruch  ein:  ïd  ipsum  est  summi 
oraloris,  summum  oratorem  populo  videri. 

Ich  habe  mich  nach  einem  Buch,  so  den  Titul  fùhret 
LfibyrùilJuis  Algebrae,  Aut.  Joh.  Jac.  Fer gu son,  Hagae 

—  — -  

«)  Blumeiitrwt  ? 
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Com.  1667.  %.  und  ich  selbst  scbon  vor  30  Jahren  in  Han- 
den  gehabt  (wiewohl  niehts  daraus  behalten)  bcy  untersebie- 
denen  Personen  vergeblicb  erkundigt.  Dem  Hn.  Hermann, 
welcher  doch  eine  grosse  connoissance  von  dieser  Art  Bii- 
chern  hattc,  war  es  auch  ganz  unbekannt.  Neulich  fand  ieh 
ohngcràbr  obgedacbten  Titul  in  meinen  exccrptis,  und  dabey 
gesrhrieben ,  de  quo  traetatu  indu  mm  vide  in  Aetis  Angli- 
canis  ad  ann.  1669  mens.  Jul.  p.  202.  Vielleicht  Ut  etwas 
darin,  so  einige  Attention  mcritiret. 

Goldbaeb. 


LETTRE  XLVIII. 


RllLfiA   à  GoLfiBACU. 
Sommaire.   Réponse.  Continuation  sur  le»  mimes  sujet*. 


Berlin  d.  27  October  1742 

W  enn  Ew.  eine  solche  Démonstration  haben,  dass  n*zrzkpn 
—  p  —  a*,  worin  nicht  angenommen  wird,  dass  q  (hp  —  1) 
keine  summa  duorum  quadratoriiiii  seyn  kann,  so  ist  die- 
selbe  hôchst  merkwùrdig,  indem  daraus  nicht  nur  dièse 
Wahrheit,  somdern  noch  viel  andere  weit  leichter  demon- 
strirt  werden  kônncn.  Ich  muss  mzwischcn  gestchen,  dass 
ich  aller  angewandten  Miihe  ungeachtet  keine  andere  Dé- 
monstration habe  tinden  kônnen  Hingegen  sehe  ich  deutlich 
ein,  dass  ee  -f.  ff -\- ggzn  kez f*  p* -,  denn  soll  eine  snmma 
triiim  uuadratorum  einen  nnmerum  parem  machen,  so  muss 
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entweder  nnr  ein  quadratuin  oder  aile  drey  quadrata  paria 
seyn.  Im  erateii  Fall  kommt  ein  numerus  impariter  par 
heraus,  welcher  folgiich  keîn  Quadrat  seyn  kann:  dahero 
iat  klar,  dass  aile  drey  quadrata  paria  seyn  musseu  Es  sey 
also  en2fl,  f~2b,  g  r=.  2c,  so  mùsste  aa  ~\-  bb  ce 
gleich  seyn  16  a*  6*  pl,  nnd  folgli<Ji  mussten  um  so  viel 
mehr  a,  b  und  c  niimeri  pares  seyn,  und  so  fort  in  infini- 
tum.  Aus  diesem  Grunde  folget  also  noch  dieSer  generalere 
Satz,  dass  a*  -\-  b*  -4-  c1  zjz  k<tbn.  Si  /ma  —  m  —  nzna* , 
erit  qnoque  positis  mpp  et  npp  pro  m  et  fmnp'  — 
mpp  —  nppznD  und  fnlglkh  fmnpp  —  m  —  «znD.  D.unit 
aber  die  erste  Aequarion  ihre  Kichrigkeit  liahe,  so  kann 
freylich  der  coëfficiens  /  praeter  k  unendlieJi  viel  andere 
valore»  liaben ,  wie  Ëw.  angemerket  haben;  wobei  ick 
hierauf  gefallen,  dass  si  formulât'  Jaa  1  nullus  extat  di- 
visor  formae  \fm — 1,  auch  imnier  kfmn —  m —  n.xD. 
Weil  nnn  nach  den  letzten»  ùbrrschriebcoen  Observationcu, 
hujusmodi  formula  faa-\-bb  dividi  nequit  per  nuraeruro 
primum  formae  hfm —  I,  so  folget  generaliter  dass  hfmn 

—  m  —  n  =r=  quadrato ,  welcher  h  ni  versai -Satz  sich  vielleicbt 
noch  leiehter  demonstriren  làs*t,  als  ein  casus  partiçu  taris. 
Es   kàme   also   darauf  an  ,   dass  raan  deroonstrirte,.  dass 

—  imn       niinmermehr   fin  numerus  integer  seyn  sonne, 

oder  dass  ~a~^p  ,  ubi  p  et  a  uterque  vel  numerus  par  vel 

impar  esse  débet,  kein  numerus  integer  seyu  konne.  oder 
dass  mpp  —  mqq  —  p  kein  quadratum  seyn  konne.  —  Bey 
Ueberschreibung  der  divisorum  primorum  forniulae  pxx  -\-yy, 
welche  aile  in  soleken  formulis  exprimirt  werden  kônnen 
\p-\-a,  hp  (i  etc.,  habe  vergessen  zu  melden ,  dass  ans- 
ser  dieseu.  der  binarius  et  ipse  numerus  p  ejusve  divisores 

Corr.  math  tt  phyt.  T  I  |  | 
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Plat/  l'indcn ,  deren  îiiuiieriis  determinatus  ist,  und  in  den 
votive ii  l'orrnulis  nirht  hegriflen  «iud,  und  folglich  à  part 
hciucrkt  werden  miissen.  Also  sind  aile  divisores  primi  for- 
mac  7,m-  4- vv  ontweder  2,  oder  7.  oder  in  diesen  Formuln 
cnthaltcn  t'i/i  f  I  .  1^1  +  9,  lfcfi-4-fl:  und  so  oft  Unfl, 
oder  IWi  4~  9.  0(*er  -h  tt»n  numerus  primo»  ist,  s«» 
hat  dersclbe  selbst  dièse  formain  Ixx^yy.   Aile  numeri 

triennales  aucti  unitate    ----- -f- 1  sind  zwar  nirht  firent- 

lich  in  lxr-\-yy  onthalten,  sondern  in  - — jp-1-;  sind 

also  aile  numeri  trigonales  unitate  aucti  et  qtiater  sumti  in 
dieser  Form  begriffen  7xx-\-yy.  Da  nun  das  simplum  keine 
andere  divisores  haben  kann.  als  das  quadrtipltim ,  so  folget 
dem  ungcarht,  dass  aile  numeri  primi.  qui  sunt  divisores 
eujusque  numeri  trigonalis  unitate  aucti,  in  diesen  Rxpres- 
sionen  begriffen  sind:  2,  7.  IVnn-  1,  H/?-{-9,  IVn-f-H, 
und  dagegen  wird  keine  Exception  gefunden  werden.  Dass 
unserc  expressiones  pro  /2./2  nicht  vôllig  ùbereinkommen, 
rùbrt  obne  Zweifel  daber,  dass  der  /2  in  beiden  calculi» 
nicht  gleich  accurat  genommen  worden.  Ich  erinnere  mich 
nicht  mehr  auf  wie  viel  Figuren  ich  den  /2  genommen: 
ich  habe  solchen  in  meinen  Schriften  nur  auf  16  Figuren 
aufgezeichnet;  es  ist  aber  noch  accu  rater 

/2  =  0,693H7 1 805599  153091  1 7232 1 
und   nachdem   ich  die  Multiplication  nochmal  gemacht.  so 
tinde  ich  12.12=  0>80Y530139l820im667102V. 
Das  gerneldete  theorema:  Si 

ciit 

t-t+^c  ^^Hï^o  ^«li^-^V.)  ^ 
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ist  deswegen  merkwùrdig,  weilen  durch  dassclbc  sebr  leicht 
die  summa  bujus  scriei  1  +  ^  -h  ^5  +  ^  +  ^  +  etc. 
gefundcn  werden  kann.  Denn  weilen  ist 

T=1-T+T-T  +  ?-ï<  +  ctc-      •  • 

ponatur  summa  quadratorum  horum  terminorum 

1  +F"'"^  +  ^  +  ^  +  etr-—  P' 
et  summa  factorum  ex  binis  terminis  illius  seriei 

(!  —  y  +  y  — T+etr-)  =  <7'  erit  P-+-2?  =  îr 
Erit  autcm 

1.-7       3.9      5.11      LtL~  sV'-Ts-Ts' 

Es  ist  also 

Wenn  nun  in  obiger  série  genommen  wird  a  —  1  und 
n—  2,  und  also  gesetzt  wird 

*=«—[  +  f-y+T-^—T 

erit  — q —  —     ~.  Dahero,  weilen  />  —  ~ — 2*7,  so  ist 

P  —  ^—  V  =  1  +3^ +^+^"  +  ^4- etc.  Und  glei- 

chergestalt  kann  dièses  theorema  bey  andern  Gelegenheiten 
ganz  unerwartete  nùtzliche  Dienste  leisten.  Dass  in  meinern 
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vorigen  tëw.  Binfall  de  Inmdi*  nicht  heantwortet  habe,  ttt 

au*  VerSelien  geseheben.  Der  (îrund  davon  ist  zwar  ex  »»- 
militudinc  Hgurarum  leiclit  eiiiztiaehen ,  indessen  kônneu 
daratis  do<  h  solehe  eurieuse  Consequenzeii  gezogen  werden, 
welrbe   auf  eine   andere  Art   srhwerlirh   bewiesen  werden 

kônnen. 

Wa*  ftir  Zahlen  fur  n  angciioinncn  werden  konneu,  dais 
wenn  n — p  ein  nuroerus  primus  ist,  au<  h  n  p  ein  sol- 
eher  werde,  und  dabei  p  cincn  numemm  primuin  bedeute, 

* 

kann  nieinci  Eraehtens  uieht  Relierai i ter  ange4fceiget  werden. 
Wenn  aber  fur  p  eine  determinirte  Zabi  angeuommen  wird, 
»o  kônnen  quovis  rasu  séries  numerorum  pro  n  gefundcn 
werden;  als,  wenn  pzz.  \ ,  so  bat  man  fur  n  dièse  Zableti 
2,  \,  6,  12,  l&,  30,  V2,  GO,  72.  etc.,  als  wehhe  Zablen 
sive  aueti  sive  minuti  unitate  numéros  primos  geben.  Ist 
p  m  2,  so  kommt  ftir  n  dièse  séries  3,  5,  î),  15.  21 ,  39, 
k5 ,  69,  81,  etc.  Weil  aber  hier  lauter  nurneri  impares 
kommen ,  so  sey  p~<H,  nnd  fur  aile  valorem  von  n  kommt 
dièse  séries  t,  8,  10,  H,  16,  20,  26,  3*,  M),  etc.  Datut 
ergo  unieos  numerus  h  qui  omnibus  numeris  primis  (ex- 
cepto  2)  se  minorions  sive  auctus  sive  minutus  produrat 
numéros  primos.  Dcr  grosse  Yortheil,  weleben  uns  die  ana- 
lysis  brunit,  kommt  in  der  That  nur  von  den  signis  her, 
welcbe  man  nach  gewissen  Grundsàtzen  zu  tractiren  pftegt, 
und  dabero  steben  noch  sehr  wichtige  Erweiterungen  zu 
vermutben,  wenn  man  neue  signa  introdueiren  sollte.  Die 
Hauptsaeb  aber  wird  auch  auf  die  Erfindung  der  Regâln 
ankommen  ,  naeh  welchen  rnan  dieselben  signa  tractiren 
mus».  Der  Newton  in  Àrithmetira  universali  hat  die  signa 
dnbia  nur  durck  pu  net  a  anpedeatet,  und  kann  deswegen. 
weil  dadureh  <Ke  Multiplication  «ofrdem>t  nk  werden  pfletft. 
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ni.ht  imitirt  werd*».  —  Kw.  Reflejtion  ùtwr  <*w  ewpoti* 
tionem  globulorum  sanguiueorum  bat  ibre  volligff  Riqbtig 
keit:  dergestalt,  da#»  wenn  eine  similis  rompqsitio  tn  infi 
nitum  fortginge ,  die  quantita»  materiae  vol I îg  evaitçscirte. 
Eê  sey  //  das  voluiiteu  eine»  globi  sanguiuei,  wclcbes  zu- 
gleîrh  die  quantitatem  materiae,  oder  sein  Gewiebt,  anzeigen 
wurde,  wenn  der  globu*  «nlid  oder  ma»»iv  wàre.  î»t  aher 
derseJbe  an»  6  glohulia  ziisanimeugesftzt ,    welrhe  aile,  *olid 

und,  so  Ut  die  quantita»  innteriae  utir  ^  (f^rç?™  T$TFi 
=.  0,^26^068706  .4.  da*  i*t,  die  quantita*  materiae  in  «in«m 
•olchcn   globulo  ganguineo  rontentae   wird   beinabe  mal 

kfeiner  seyn,  al»  wenn  d«r»elhe  solid  ware.  Spllten  diète  Ç 
globtili  wiederum  au»  <>  noeb  klfiner»  zusamwengwîttf 
•eyn.  m  wiirde  die  quantitas  materiae,  und  folglich  das 
pondus  —  •  *  d.  i.  —  oder  5  mal  geringer  nnd  awf  solebe 

Art  bald  imperceptibel  werden.  Da  nnn  aber  doeb  ein  jeder 
globulu*  sanguineus  ein  Gewiebt  bat,  so  iat  klar,  da»»  dièse 
Art  der  Zu»ammen»etzung  nirht  weit  fortgehet  und  nieht 
einmal  *i<  b  iïber  die  dritte  Ordnung  er»trerkt.  Denn  spllte 
eiu  jeder  vo»  diesen  globuli»  wiedemm  au*  8  andem  be* 
stehen ,  wenn  auch  dièse  so  arhwer  al*  Gold  angenommen 
wurden ,  so  kônnte  doeh  da»  wirkjiehe  Gewiebt  niebt  berans- 
kommen.  l"m  dièse»  deutlieber  einzusehen,  »o  sey  die  gra- 
rita*  speeiftra  materiae,  e*  qiia  gloHuli  non  amplius  eom- 
positi  eonstani,  ~  n  Wenn  also  die  globuli  *awgMWPI 
»elb*t  solid  waren  und  an»  dieser  Materie  bestàndeo.  •# 
wurde  ihre  gravita*  speritiea  gleirb  »eyn  n  n,  1,0000000  n 
waren  aber  die  globuli  II  ord.  solid,  «o  Ut 
die  gravitas  ^witiea  =^  <>,  n 
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ftind  erst  die  globuli  IH  ord.  solid,  so  ist  die 

gravitas  specifica  =  0,1818228.  n 

sind  die  globuli  IV  ord.   solid,  so  ist  die 

gravitas  spccitica  ~  0,0775305 .  n 

sind  die  globuli  V  ord.  solid,  so  ist  die 

gravitas  specifica  rz:  0,0330595 .  n 

Wenn  also  die  gravitas  specifica  ultimae  materiae  sanguinem 
constituent is  80  schwer  wâre  als  Gold,  und  erst  die  globuli 
V"  ordinis  solid  wàren,  so  wùrde  docb  die  gravitas  speci- 
fica sanguinis  schon  30  Mal  kleincr  seyn,  als  des  Golds,  und 
also  fast  um  die  Halfte  lcichtcr  als  Wasser.  Da  nun  die  gra- 
vitas specifica  sanguinis  nicht  kleiner  ist  als  des  \\  assers, 
und  die  ultima  matcria  bcy  weitem  nicbt  so  schwer  als  Gold 
angenommen  werden  kann,  so  ist  ganz  klar,  dass  dieser 
modus  compositionis  cujusque  globuli  ex  sex  minorîbus  sich 
unmôglich  ultra  IIIum  ordinum  erstrecken  kônne. 

Bey  dem  obgedachten  theoremate,  dass  knab  —  a  — b 
nimmer   ein    numerus   quadratus   seyn   kônne,   oder  dass 

PP~^ab~^~~  ^e*n  numeru8  integer  per  quaternarium  divisibilis 

sey,  habe  ich  zwar  gesehen,  das»  Zti-^tÉ.  infinitis  casibus 

ein  numerus  integer  werden  kann;  derselbe  ist  aber  allezeit 
entweder  impar  oder  doch  impariter  par;  infinitis  au  te  m  va- 

loribus  pro  a  et  b  assumtis,  kann  pp~^î~*~b  nicht  einmal 
ein  numerus  integer  werden.  Sit  a  z=z  1 ,  b  ~  1 ,  erit 
PP~tb^~b  —  W  +  2        a^*°  cntweder  impar  oder  impariter  par. 
Sit«=l,*  =  2,  erit^^  =  ^±-3:  (2,6,  iK,  26,  etc.) 
nehmlich  allezeit  impariter  par.    Sit  o=l,  6=3,  erit 
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pp  +  a  +  b  :=zPP~tït  WoIchc  Formul  niminer  ein  numerus  in- 
ab  3 

léger  .eyn  kann.  Sita-i.b^k,  crit  U±gtt -  E£±*j 
dièse  kann  auch  nimmer  uin  numéros  integcr  werden.  Sit 
tsl,  4  =  5,  erit  O+^ti-rSÈi:  ,2,  3,  11,  IV,  tf.rtr.} 

as  fcA 

entweder  impar  oder  impariter  par.  Sit  a~  2,  b~2,  eril 
!^±£±^  —  PJ+1:  (i,  2,  5,  10,  17,  26,  etc.)  wclclie  nu- 
meri  entweder  impares  oder  împariter  parcs.  Sit  a  —  2 . 
£  =  3,  erit  ££±^6  — (^±1,:  (1,  5,  9,  21,  etc.),  aile  im- 

pare*.    Sit  a  =  2,  6  zn  V ,  erit  -rgrhg,  a|8u  niIIM 

seyn  p~2q  und  =z  int,   welches  nnmôglieh.  Sit 

a -2,  6-5,  CPit(^±5L^  =  ££±2,  welche  Formul  kein 

• 

numerus  integer  seyn  kann.  Sit  a  —  2 ,  b  —  6,  erit 
PP+*+b  =  PP&.  (|    2    6    y    n    22  etc  )  wo  keif)  mul. 

tiplum  quaternarii  vorkommt.  Wenn  man  viclleirht  dièse 
casus  weiter  continuiret  und  wohl  crwiigt,  «o  kônnte  man 

den  wahren  Grund  finden ,  warum  PP~^a+b  nicmals  ein 
numerus  integer  per  h  divisibilis  werden  kann.  Es  seheincn 
auch  aus  der  Form  PV\l  b  ausser  den  multiplia  quater- 
narii noch  andere  Zahlen  ausgeschlossen  ZU  seyn,  als  z.  Ex. 
7,  denn  ich  habe  noch  keine  valores  pro  a,  b  et  p  finden 

kônnen,  ut  PP~^ll+h  fieret  ~  7,  dem  ungeachtet  aber  kôn- 

nen  multipla  von  7,  als  1% ,  21,  etc.  herauskommen  Es 
scheinen    also    in    dergktchen    Speculatîonen    noch    grosse  . 
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Gebeiiiiuiftse  verborgen  zu  liegen  ,  wovon  dem  Ferma tio 
eiriige  wichtige  bekannt  gevvesen  seyn  mogen,  deren  Ver- 
lust  um  so  vîel  inehr  zu  bedauern  ist.  Ich  habe  un  Mr. 
Clairaut  gefttbriebtm .  ob  die  Manuscripte  von  Fermât  noch 
zu  finden  wàmi.  Da  aber  der  goût  fur  dergleichen  Sachen 
bei  den   Meisten   erloschen  so  ist  aucli  die  Hoffhung 

verschwunden  .... 

Der  Herr  Brigadier  Baudau  iat  hier  noeh  aimer  Dienst 
und  bat  sich  mit  einer  Mlle.  Mirabel  verbeirathet ,  die  ein 
artiges  Haus  besitzt,  vvebbe»  ich  fur  2000  Rthlr.  gekauft 
und  dazu  von  Ibro  Konigl.  Majeatat  da*  Priviiegium  einee 
Freyhauses  erhaiten  babe.  Dasselbe  liegt  zwischen  der  Fried- 
riebs-  und  Dorotbeen  -  Stadt ,  nahe  bey  dem  Ort,  vvo  ï.  M. 
der  Kôiiig  das  neue  Schlos*  und  die  Akademie  zu  bauen 
beschlossen  hat:  das»  also  die  Situation  nicht  erwunschter 
seyn  konnte. 

Fuler. 
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LETTRE  XL1X. 


ElJLKH   h  G  O  LO  BACH. 

S«««A*«fc    AftJrea  de  l'Académie  de  St-Péler.b.  Oeuvre,  de  Jean  Remunlli. 

Correspondance  avec  Nie    Bernoulli.  îS<»uveau  volume  des  Miscullanea 

Bentlinensia. 

Berlin  d.  Ift  Dre  174). 

—  —  Der  Zustand  der  Àkademie  in  Petersburg  gehet  mir 
wegen  des  Un.  Kaths  Schumacher  sehr  zu  Herzen:  am  mei- 
sten  aber  ist  der  11.  Bernoulli  darùber  allarrnirt,  weilen  er 
befùrchtet  seine  bisker  genossene  Gage  zu  verlieren.  Es  wer- 
den  anjetzo  des  alten  Hn.  Bernoulli  Schriften .  so  noch  nicht 
publicirt  worden,  in  Genève  gedruckt.  Dièses  Werk  soll 
unserni  Kônig  dedicirt  werden  und  der  Verleger  will  selbst 
herkommen  solches  zu  praesentiren.  Mit  demselben  werde 
ich  bei  dieser  Gelegenheit  einen  Accord  wegen  meiner 
Scientia  navali  zu  trefien  suchen,  welches  vertnuthlich  die 
Akademie  nicht  ubernehmeu  wird.  
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Ich  bin  anjetzo  auch  mit  dem  Hn.  Prof.  Nicolao  Ber- 
noulli in  Corresponde nz  gekommen.  Dièse  hat  bisher  roulirt 

liber  die  snmmationem  serierum  1  ~h  ^  +  ^ -(- +  etc., 

worùber  derselbe  sehr  scbône  Reflcxioncn  gemacbt.  Bei  die- 

ser  Gelegenhcit  babc   ich  demsclben   eine   kurze  Méthode 

eommunieirt  aile  differcntialia  hujus  formae 

.4  +  Bx+Cx*  +  Dx*+elc.  , 
a-t-px  +  yx*-f-8x*  -f  etc. 

zu  integriren  vel  ahsolutc,  wenn  môglich,  vel  ope  logarith- 
mornni  vel  quadraturae  circuli.  Dièse  Méthode  bestehet  darin, 
dass  man  erstlich  den  denominatorem  in  seine  facto r es  sim- 
plices  resolvire;  weil  aber  ôfters  einige  von  diesen  factoribus 
imaginarii  werden,  so  hatte  ich  angemerkt,  dass  da  aile 
factores  imaginarii  immer  numéro  pares  seyn  mùsscn,  die- 
selben  auch  so  beschaffen  sind,  dass  je  zween  mit  einander 
mnltiplicirt,  ein  prodnetum  reale  geben.  An  diescm  Satz 
zweifelte  nun  letztens  der  H.  Bernoulli,  und  glaubte,  dass 
es  solche  formulas  gebe,  deren  factores  imaginarii  nicht  dièse 
Eigenschaft  hâtten.  Dièses  zu  behaupten,  brachte  er  dièse 
Formul  x%  —  kx*  -\-2xx  -\-  \x  -\-  \  «ils  ein  Exempcl  vor, 
welche  nachfolgcnde  k  factores  simplires  imaginarios  hatte 
I.  x-  i  _|/(2  +  3),  II.  x-  1  +-  V(2  4-^-3), 
llï.  x  -  1  —  1/(2  —  V  -  3),  IV.  x—  t  +  V(2  -  V-  3), 
von  vvelchen  man  seincr  Meinung  nach  nicht  solltc  zwej 
Hnden  kônnen,  welche  mit  einander  multiplicirt  ein  pro- 
dnetum reale  hervorbrachten  *).  Dièses  Exempcl  schien  mir 
anfànglich  meinen  Satz  umzustossen,  als  ich  aber  die  Sach 
rcifer  ùberlcgte,  so  fand  ich,  dass  der  f  und  Ifï  mit  einander 
multiplicirt  dièses  productiim  reale  xjc  —  (2-\-V{b  +  2^7 ))x 


•)  Voir  dans  le  II  vol.  la  2de  lettre  de  N.  Bernoulli 


- 
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+  I  +  V 7 -(-  2V7),  die  zwey  ùbrigen  aber,  der  II 

und  IV,  dièses  xx  —  (2  —  V(k  -f-  2  }/7))  8  +  l  +  Vt  — 
1/(^  4- 2^7)  geben.  Weilen  nun  durch  dicse  Antwort  das 
gemachte  dubium  geboben  wird,  so  vermutbe  icb  nun  von 
dem  Hn.  Bcrnoulli  zur  Rerompens  eine  riclitige  Démon- 
stration meines  Satzcs:  Oninem  exprcssionem  algebraicam 
a  -\-  flx  -\-  yx2  -\-  àx%  -\-  tx*  -f  etc.  vel  in  foctores  reaies 
«implices  p  -\-  qx,  vel  saltem  in  factores  reaies  quadra- 
tos  p  -\-  qx  -\-  rxx  resolvi  posse ,  welcber  Satz  (den  ich 
ungefàhr  wie  einige  tbcoremata  Fermatiana ,  aber  nicht 
summo  rigore  demonstriren  kann)  in  der  analysi  von  sebr 
grossem  Nutzen  ist,  demi  daraus  folgt  omnem  formula  m 
différent ialem  vel  rationalem  vel  ad  ratio nalitatem  reduci- 
hilem,  nisi  absolute  integrari  qucat,  semper  rcrtc  ope  vel 
logarithmorum  vel  quadraturae  circuli  integrari  posse. 

Mit  dem  neuen  tomo  Miscellancorum  Berolin.  ist  man 
wbon  zicmlich  weit  gekommcn,  worin  fast  die  ganze  classis 
matbematica  von  mir  kommt*).  Weilen  ich  aber  von  den  in 
Petersburg  zuruekgelassencn  Piècen  keine  Gopien  habe ,  und 
dieselben  entweder  sebr  «pat  oder  gar  nicht  zum  Vorscbein 
kommen  durften,  so  nehme  die  Freyheit  Ew.  gehorsamst 
um  Dero  Rath  zu  hitten,  wie  ich  am  fiiglicbsten  zu  den- 
selben  gelangen  kônnte.  Ich  verlange  solche  gar  nicht,  um 
anderwàrts  drucken  zu  lassen ,  denn  dazu  finden  sich  im- 
mer  Materialien  genug;  sondern  um  mich  darin  umzusehen, 
damit  ich  nicht  eine  Sach  zweymal  zum  Vorschein  bringe. 
  Eulcr. 

*)  C'csl  le  tome  VII  coiilcnaul  cinq  mémoires  d'Eu  1er. 

«  • 


Digitized  by  Google 


LETTRE  L. 


GoLDBACII     à     K  U  I,  E  R. 

Somma  irs.  Expression»  qui  ne  peuvent  jamais  produire  de*  nombre»  quarré».  Valeur 
numérique  de  (/2)*.  Nombre»  île  Lagni  et  de  Sharp  pour  la  râleur  de  n 
Globule»  de  sang.  Sur  un  théorème  d'analyse  des  lettre»  précédente»  Som- 
mation de  quelque»  série» 


Mou-au  d.  «.  Ile*.  IH« 

fn  meinem  vorigen  Briefe  hatte  ich  ii%znbpn —  p  ~  a1  aU 
emen  cafttim  particularem  htijm  n4tnzkpn —  p- — a1  ange- 
notnmcn,  welche»  aber  daratif  berubet,  daa»  a'  1  durek 
Vn  — i  nicht  dividiret  werden  kann.  Icb  gestehe,  dass  ieb  aura 
tiltern  vermuthet,  e»  wurde  das  theorema  kmn—  m- 1  zna*, 
weil  kein  anderer  ntimertis  déterminât ita  als  *  und  1  darin 
vorkommet,  »ich  durcli  die,  pruprietates  quadratoruni  per 
qiiaternarimn  diviaorurn  demoristriren  lasse  n ,  inaonderheit 
da  man  die  Wahrheit  de»  theoremati*  gleich  einsiehet,  weiin 
m  ein  numeruft  formac  */*  +  0  oder  ku —  3,  worin  achon 
die  Halfte  aller  rasiium  poasibilinm  begriflen  lit;  hingegegen 
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liât  airb  alleaeit  bei  den  casibtas  m  -zzku  —  1  und  tn'zzkH  —  2 
Difticult&t  gefunden,  bit  icli  endlicb  geste rn  die  De 
folgendermaasscn  eingerithtet  : 

1.  Quiconque  miment*,  divisn»  per  K,  relinquit  2  vel  3, 
ille  non  est  quadratus 

2.  Si  ulla  harum  quatuor  aequatiouum  impossibiliuiti 

*4 . .  .  htn  n  —  w  — -4  • 

B .  . .  ktnn  —  ni  —  n  f 

C .  .  .\mn  —  m  — -  n* 
I)  .  .  hmn  —  n  —  1 

est  vera,  umnet  simul  verae  surit:  quouiam  si  vera  est 
\  m  n  —  m  —  tin,  vera  etiam  est  k  mn  —  m  —  !  1  et 
kmn — n  —  m",  et  rursus,  si  posteriores  verae  sunt,  vera 
etiam  est  prima,  ut  m  superioribus  litteris  ostensum  fuit. 

3.  Omues  numeri  possibiles  pro  ni  et  n  continentur  bis 
quatuor  easibus 

m—  ku  +  0,   m—ku^  1 ,  2,   m—ku  3, 

n-^'-f  0,  n-4i'-fSî,  n^zW-r-3, 

sed  per  applirationem  hnrum  casuum  apparct,  quicunque 
sint  valores  ipsius  ni  et  n,  semper  aliquam  quatuor  formii- 
larum  A,  Bt  C  et  I)  ità  dividi  posse  per  fc.  ut  remaneat 
2  vel  3.  SU  eu  ira  m  vel  n  —  0  (quod  compendii  causa  seribo 
pro  n\-=z\u^  0  et  n=:fct'-|-0  et  sir  in  eeteris),  formula 
A  vel  D  divisa  per  V  relinquit  3. 

Si  m  vel  n  —  i ,  formula  ,4  vel  Z)  divisa  per  h  relinquit  2. 

Si  m -2,         2,  C  divisa  per  k  rrliuqt.it  2- 

Si  m  — 2,  n-  3,  ) 

m  =  3,  n  z_  2,  (  B  âWlm  ?"  *  rdHuit 
m  —  '3,  a~  3,  B  divisa  per  %  relinquit  2. 

Ergo  nulla  foruiularuui  A,  B,  C,  D  aequalis  est  quadrato. 


- 
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Die  Zabi,  no  ich  pro  12  von  Ew.  eommuniciret  bekom- 
men,  muss  allerdings  unrichtig  abgeschrieben  gewesen  seyn, 
weil  sic  schon  in  der  ÎV**  '  Ziffer  fehlet,  icb  bin  also  Ew. 
fur  die  weit  accuratere  sowohl  von  dem  12,  als  dessen  qua- 
drato,  welche  in  Dero  letztem  Schreiben  entbalten  sind, 
verbunden. 

Ein  dergleichen  Febler  must  gewiss  auch  entweder  in 
des  Mr.  Lagni  oder  in  des  lin.  Sharp  numerum  pro  qua- 
dratnra  circuli  cirigeschlichen  seyn.  Wenn  ieb  mich  recbt 
erinnere,  so  haben  Ew.  dièse  Varietat  scbon  lângst  bemerket; 
weil  aber  docb  Mr.  Sharp  ausdnicklieh  saget,  dass  er  auch 
von  der  letzten  Ziffer,  so  weit  seine  Zahl  gehet,  gewiss 
sey,  so  glaube  ich  vielmehr,  dass  in  der  Zahl  des  M.  Lagni, 
entweder  im  Drucken  oder  im  Ahsehreihen,  eine  6  fur  cine 
5  gesctzt  wordcn,  wclchcs  demnach  zu  reetificiren  ware, 
wenn  die  in  dem  numéro  Lagniano  nathfolgenden  Ziffern 
einigen  Nutzen  haben  sollcn. 

Bev  dem  Punc-t  von  den  ijflohiilis  sanguineis  ist  mir  lieb 
die  Confirmation  meines  Raisonnements  zu  sehen:   ob  man 

■ 

aber  sirher  annehmen  kônne,  dass  dièse  globuli  mit  der 
ganzen  massa  sanguinis  einerley  gravitatem  specificam  ha- 
ben, zweifle  ich,  weil  nicht  allein  die  globuli  sondern  auch 
die  lympha  als  partes  ronstitutivac,  sed  heterogeneae,  die- 
jenige  massam  ausmachen ,  weh-hc  nach  Ew.  hypothesi  bei- 
nahe  so  srhwer  als  das  Wasser  ist. 

VVas  Sic  von  dem  theoremate 
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erwàhnen,  halte  ich  in  der  That  fur  sehr  merkwùrdig, 
nachdem  ich  sehe,  dass  man  dadurch,  data  summa  serici 

1  $  4  +  y  ^;  4  + etCt  '  dle  8ummam  8eriei  1  h-  4  +  4 + 

etc.  finden  kônnc,   bey  wclchcr  Gclcgcnheit  zugleich 

meldc,  dass  ich  (vvicwohl  per  ambages)  auch  die  summas 
nachfolgcnder  serierum 

-t(I:':t+  v+  i)  +  etr- 
-f(*-rt-T--a)+«te- 

.  :•'•:(•-        ;  « .;) 

-«('r4  +  4-4)+~ 

uefunden  habe,  wozu  man  viellcicht  durch  eincn  viel  nàhern, 
aber  mir  unbekannten  Weg  gelangen  kann. 

Wie  ich  ganzlich  mit  Ew.  der  Meynung  bin,  dass  man 
die  Zahlen,  welche  vor  n  anzunehmen  sind,  damit,  wenn 
n  —  p  ein  numerus  primus  ist,  auch  n  -h  /)  cin  numerus 
primus  werde,  dénotante  /)  numerum  primum,  nicht  gene- 
raliter  bestimmen  kônne,  so  halte  ich  auch  dafùr,  dass  die 
numeri  2,  l»,  6,  12,  etc.,  welche  tam  addita  quant  demta 
uititatc  numéros  primos  geben,  schwerlich  gencraliter  oder 
per  certam  legem  progressionis  dûrften  zu  finden  seyn,  so 
dass  es  hoc  respechi  mit  beiden  scriebus  cincrlcy  Bewandniss 
zu  haben  scheinet.  Goldbach. 

P.  S.    Die  kiinftigen  Briefe  konnen  wieder  nach  St.  Petwrs- 
burg  gesandt  werden. 


LETTRE  LI. 


(iOLDBACH     à     K  U  L  K  R. 

g»VV*IRt    Rectification  d'une  erreur  Je  U  lettre  précédente   Sanction  de  quel- 
que» «utre»  «e>ie* 


Motrau  d.  14    Dec  1743 

Al*  "h  neulirh  die  vermeinten  snnimas  der  bevden  lrUtern 
aerierum  in  meineni  vorigen  vSrhreiben ,  wieder  betrachtet, 
habe  alaofort  wahrgenommen ,  dans  selbige  ans  einem  blos- 
aen  Sehreibfehlrr  entatanden , .  von  welrhem  ea  aber  in  der 
Tbat  heiast:  Si  non  errasset ,  Jecerat  i/Ie  minus.  Drnn  irh  bin 
durrh  dicac  Gelegenheit  anf  anmmatinnea  aliarnm  aerierum 
gerathen,  die  irh  aonat  kaum  geaurhet,  viel  weniger  gefun- 
den  haben  wiirde. 

Irh  halte  dafur,  dans  es  ein  prublema  problematum  iat 
die  tummam  bujtia 

•  +-,'.(•  + ^) +  5',(t  +  ^  +  JL) 

+       {}  +  yi  +       +         +  •*»<•• 
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in  den  casibus  zu  finden,  wo  m  et  n  nicht  numeri  integri 
pares  et  sibi  aequales  sind;  doch  gibt  es  casus,  da  die  iiunma 
angegcben  werden  kann,  ex.  gr.,  si  m  ml,  n~3,  denn 
es  ist: 

»  +  ?(,  +  t)  +  ?(,  +  t  +  t) 

(wenn  n  gewôhnlichermaassen  fur  die  peripheriam  circulé 
cujus  diameter  —  1 ,  genommen  wird).  Hingegen  weiss  ich 
die  summas  serieruni 

^...»  +  £(«+t)  +  f(*+T  +  t) 

B-      +  +       +  *  + 

+  ?(1+?  +  5r  +  ?)  +  e,c- 

noch  nicht;  ob  ich  gleieh  weiss,  dass  2 A  -\-  B  as  g  *9*  g4 » 

wie  ich  denn  auch  die  su  m  ma  m  der  folgenden  beyden  se- 
rierum  C  +  D  allezeit  finden  kann,  si  m  et  n  sint  numeri 
pares  quicunqne 

*  •  •  •  «  +  £n(t  +  p)  +5»  (»  +y  +^)  + 

Uebrigens  beziehe  ich  mich  auf  mein  voriget  Schreiben. 

Goldbarh. 


Ctrrrjr  math,  et  phy>   T.  t  |2 
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LETTRE  LU. 


ElILER   à  (ioLDBACH. 

Sohmairb.    Continuation  de»  recherche»  de»   lettre»  précédente»  »tir  les  nombres 
et  le»  séries. 


Berlin  d.  5.  Januar   1 74S 

 Ew.  Démonstration,  dass  V m n —  m  —  n  kein  quadra- 

tum  seyn  kônne,  will  mir  noch  kein  voltiges  Geniigc  leisten. 
Denn,  ungeacht  dass,  wenn  \mn  —  m  —  IxD,  auch  seyn 
muss  kmn  —  m  —  n  nzD  und  kmn  —  m  —  rPuz  □,  so  folgt 
doch  nient  hinwiederum  quibns  easibus  pro  m  et  n  substi- 
tutis  una  formula  quadratnm  esse  ncqueat,  iisdem  rasibus 
reliqnas  formulas  qnadrata  esse  non  posse.  Dièses  erhellet 
aber  deutlicber,  wenn  man  die  derivationem  der  iibrigen 
Formuln  aus  der  ersten  betrarbtet,  nehmlieh  ans  kmn  —  m—i. 

* 

Man  setze  also  m  —  \p  —  1,  so  kommt  \(\np  —  n — /)); 
wenn  also  \mn      m— 1  auf  keinerlev  Art  ein  quadratnm 
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seyn  kann.  so  kann  diesc  Formul  ain-h  kein  Quadrat  seyn, 
easu  m  —  \p  —  1,  und  folglicb  kann  aurh  hnp —  n — p 
kein  quadratum  seyn.  Nun  aber  haben  Ew.  nur  gewiesen, 
dass  wenn  m  vel  n  sey  ~4tt-f~  die  Formul  imn-m-i 
kein  quadratum  seyn  konne,  und  dahero  folget  daraus  nicht, 
dass  knp  —  n — p  kein  Quadrat  seyn  konnte,  codem  easu 
n  vel  p  —  riu  -h  I  Ferner  ist  klar,  dass  wenn  man  nur 
bewiesen  batte .  dass  Ymn  —  m  —  1  zn  □  easu  ni  —  hu  —  I , 
daraus  schon  folgen  wiirde,  dass  \np  —  n  —  p  HZ  D.  Wenn 
aber  bewiesen  ware,  dass  hnp  —  n  —  pzn.U,  so  wùrde  da- 
raus  nur  folgen,  dass  kmn  —  m —  t  kein  quadratum  seyn 
konnte  easu  qun  m  —  Wu  —  l,  aher  nicht  generaliter.  VVenn 
man  al>er  nieht  beweisen  konnte,  dass  kmn  —  m  —  1  kein 
quadratum  seyn  konne  easu  ni  —  brt —  1,  so  wiirde  daraus 
schon  folgen,  dass  hmn  —  m — n  ganz  und  gar  kein  qua- 
dratum seyn  konne.  Vielleicht  durfte  aber  das  theorema 
générale  kmnp  —  m  —  n  =c  wnvon  Ew.  keine  Mcldung 
tbun ,  leichter  /.u  demonstriren  falien.  Es  ist  aber  fur  sieh 
klar,  dass  wenn  entweder  ni  -j-  n  ~  \  u  -\-  1  oder  m-\-n~ 
tft-j-2,  die  Formul  \mnp —  m  —  n  kein  quadratum  seyn 
konne  :  dahero  nur  die  beiden  easus  m  -\-  n  —  b  u  und 
m  -j-  n  —  hit  —  I  zu  demonstriren  ubrig  bleibcn.  Wenn  man 
fur  den  crsten  Fall  setzt  m  ~  2u  -\-  a  und  n~2u —  a, 
so  bat  man  zu  beweisen,  dass  p  (kuu  —  aa) — u  kein  Quadrat 

seyn  konne.  Es  kann  alsn  dièse  Formul  hh~*ru  nu_ 
merus  integer  seyn.    Ponatur  a~2u  —  c,  so  kann 


c  (4  u  —  c) 

kein  numéros  integer  seyn,  und  bieraus  kônnen  unendlieh 
viel  sehône  tbeoremata  hcriïelcitct  werden.  Fcfa  muss  indes- 
sen  gcsteben,  dass  ieb  aller  angewandten  Miihe  ungeaeht, 
nocb  keine  Démonstration  von  diesem  theoremate  habe  fin- 
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den  konnen  ,  dass  hmnp  —  m  —  n  m  quadrato.  Es  korotnt 
aber  darauf  an,  dass  mari  demonstrire .  dass  eine  solcbe  Zabi 
k  p  a  a  -|-  1  nimmcr  divisibilis  seyn  kônne  per  numerum 
formae  kpq —  I.  Es  sind  aber  aile  mngliehe  divisores  for- 
mulae  Kpaa-\-i  entbaltcn  in  einor  tjewissen  Anzabl  soloher 
Formuln  knp  -f- 1 ,  knp  -4-  a,  knp  -+-  ri,  knp  ~\-y  etc.,  wo- 
bey  zu  mcrken,  dass  wenn  nnter  den  Zablen  a,  ft,  y  etc. 
eine  Zabi  /  entbaltcn  ist,  zugleicb  aile  potestates  ipsius  / 
darunter  vorkommen:  nnd  wenn  darunter  zwey  Zablen  f 
et  g  vorkommen,  so  unisson  aueb  aile  potestates  einer  jeden, 
und  aile  daraus  mo^licben  prudueta  vorkonimen.  Wenn 
man  also  eînen  oder  etliebe  numéros  pro  a,  fi,  y  etc.  weiss, 
so  kann  man  zuçleieh  die  ubrij;en  tinden.  Die  simpelsten 
divisores  aber  der  Formul  kpaa  f  sind  die  val  ores  dieser 
Formul  selbst ,  wenn  pro  a  ein  numerus  deterniinatus  ge- 
setzt  wird,  und  also  bat  man  fur  a,  1  etr.  solrhe  valores 
primitivos  k  p  -f-  1  ,  i6pH-l,  36  p  -f-  1.  Daher  entsteben, 
wenn  man  aile  potestates  nimmt  und  solrbe  in  einander 
multiplicirt,  aile  ùbrigen  valores  litterarum  «,  fi,  y,  d  etc. 
Es  ist  aber  klar,  dass  aile  dièse  Zablen  von  solcber  Form 
bmp-f-i  seyn  werden.  Dabero  aile  divisores  formulae 
*poflH-  I  nothwendig  also  seyn  nuissen  knp^kmp-^-i 
nnd  kann  also  eine  solcbe  Zahl  knp  —  1  nimmer  ein  divi- 
sor  seyn.  Dièses  ist  aber  nui*  wabr  in  Sofern  die  divisores 
primitivi  von  der  Form  ^np-f  1  sind.  Wenn  aber  ein 
dérivait  vus  von  der  Form  kmp  —  \  wàrc,  so  miisste  auch 
ein  primitivus  dièse  Form  baben.  Hieraus  follet  nun  so 
viel,  dass  wenn  dièses  tbeorema  bei  klcineiï  Zablen  wahr 
ist,  dasselbe  auch  bei  grosscu  wabr  sevn  unisse.  —  Wenn 
glcieh  Sbarp  sa«t,  dass  er  von  seiner  letzten  Figur  in  quadra- 
tura  circuli  sieber  sey ,  so  kann  doeb  solebes  nicbt  bebauptèl 
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werden,  weim  er  nieht  fcuui  wenigsten  auf  3  oder  ^  Figuren 
weiter  hinau»  gerechnct  bat,  welches  dot  h  nieht  gesehehen. 
Dahero  dièses  «lion  als  ein  Merkmal  der  Arruratesse  zu 
halten ,  dass  seine  letztc  Figur  nnr  uni  1  zu  klein  ist.  Ich 
kann  mirh  aueh  nieht  erinnern,  dass  ich  jenials  uni  dieser 
Ursaeh  willen  au  der  Kiehtigkeit  des  Lapin  s  Zahlen  ge- 
zweifelt  habc.  —  Bev  der  Materie  ùber  die  slobulos  san- 
guineos  babe  ich  niclit  so  genau  angenommcn,  dass  die  glo- 
buli  rubri  mit  der  g.mzen  massa  einerley  gravitatem  speci- 
ticam  baben:  demi  meine  Reflexioncn  bleiben  einerley,  wenn 
gleich  dieselbe  2  oder  mebr  mal  grôsser  oder  kleiner  ange- 
nommen wùrde.  Unterdessen  ist  doch  so  viel  gewiss,  dass 
die  gravitas  speeifica  der  globorum  rubrorum  nieht  so  sehr 
viel  vom  Wusser  diiïeriren  wird;  es  vvare  demi,  dass  man 
dieselben  niemals  pur  ohne  Vcrmischung  der  lymphac  be- 
kommen  kônnte,  in  welchem  Fall  es  freylieh  nieht  mehr  auf 
die  gravitatem  speeihVain  allein  ankomuien  wiirde  um  die 
Unmoglichkeit  des  progressif  in  iniiiiitum  zu  zeigen. 

Ich  hatte  dièses  theoreuia:  Si 

— Trh  r  •2,Jl+ï^-3^H  +  etc'f 

erit 

etc. 

dem  Un.  Professori  Nieolao  Berimulli  gcschrieben ,  wovon 
er  mir  nachfolgendc  sehone  Démonstration  zugesehickt.  Ef 
srhreibt  x"  fur  a,  und  /  fur  s?-,  critque 

qua  differentiata  prodibit  dl  —  dx(i  4  x"  i  x1" -j-x'" -f  etc.). 
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Dièse  zwey  séries  multiplicirt  er  mit  einander,  terminos  se- 
cundum  potcstates  ipsitis  x  ordinando,  und  bekommt 

tdi  =  d*  (m  +  x—  (i  -r  ^ ,  -t-x»"-'<l  +4,4-5^) 

quae  integrata  dat 

dividatur  per  osjc,  et  ob  x"~a  crit 

etc. 

Ër  gelit  auf  dièse  Art  vveiter  und  multiplicirt  —  II  nochmal 
mit  dt  und  findet  post  integrationem 

+  â«  +  2  (!  +  7+7  +  liT+ï)) 

(t+      (*  +  4î)        •  • 

"+  77+1  ( 1  +  7+7  +  37+1  ) 

(l  +^  +2^H+s7rTî))+eU:- 

Um  nun  auf  tolrhe  summationes  zu  kommen,  dergleichen 
Ew.  gefunden,  so  sey  n  —  1 ,  erit 

1     1    1     3     '     4     1  o        1  —  a 

unde  fit 
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'  +t(»+t+t+t)+~ 

SU»  =  2,  erit  ,  =  I  +  ?  +  etc.  =^/.J±^ 
unde  fit 

»-W-î^)'=t+tO  +  t)+tO+t+t) 

+tO  +  t  +  t+t)+~ 

Sit  n  —  2  et  o  =z  —  /> ,  erit  s— 1  —  - — |-  —  -  4  etc.  ~ 
^  A  .  tang.  yV  unde  fit 

Ponatur  in  ^ ,  a  ~  —  1  ;  et  in  C,  b~\y  oh  A  .tang.  1  zz  — # 
erit 

*--'7<<2>,  =  T-K1  +  t)  +  7(1  +  -ï+?) 

etc. 
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—  m  — 
-K«-T  +  f-i+T-T+T)+- 

Si  Z>  subtrahatur  a  série 
erit 

G.  ..^-i(/2)*=i-±(1+i)+i(,  +  i  +  ;) 

-i(l+T+T+T)  +  *te 

Quoniam  si  fuerit  szna  —  b-\-  c  —  d-\-t—  etc.  et  r  =r  a* 
£*-4-c*  4-ûî*4-  etc.,  erit  summa  factorum  ex  binit  terminit 

•eriei  j         s  s  —     t  eritque  adto 

i  1 

.  fss  —  -  t=z  —  b.a-\-  c(a  —  6)  —  rf(a  —  6  +  c)  + 

e(a  — 6  +       d)  — etc. 

addendo  <  erit 

4-  s  s  +  -i  ^  aa  —b(a—b)  +  c{a—b+c)—d(a  —  b+c—d) 

-f-fc(a — 6-|-c — rf  +  tf) — etc. 

Sit  s  —  1  -1 -fl  — «te.,  erit  5  =  /2  = 

unde  fit 

H.  .._i(/2)»  +  ^=l.l_i.(,_l) 

+  T(1-i  +  T)-TO-Ki-i)+^.  =  G. 

r...^+i(/a)-=,.,-i(,-i)+i(,-i+i) 
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i>+H...^=«-4..  +  !(1  +  4)-4(«  +  i) 

+l('+i+i)-etc- 

ft6tl 

+  f6(«+T  +  T  +  T)  +  etf- 

Hier  sind  nun  die  beiden  séries  G  und  /  die  beiden  erstern, 
welche  Ew.  ùberschrieben. 

Et  ist  bey  der  série»  I  +  t  +^  +  ^  +  ^  -f^  +  etc. 
merkwùrdig,  dass  dieselbe  nur  in  drey  Fàllen  summirt  wer- 
den  kann,  welche  sind  x~l,  x zz —  1  und  £C zz y-  Der 
letztere  casus  folgt  aber  aus  der  série  G  kraft  dièses  theo- 
rematis :  Si  jzzl.a  —  ^(a  +  6)-f  |(o -f-i+c)  —  etc.  erit 

s=±  +  ^(^)+^8(û~26+c)^~l-(a-.3^+3c-(f) 

(a  —  bb  -\-  Se  —       -|-  e)  +  etc.    Wenn  nun  fur 

o-|-6-|-cH-c?  +  etc.  dièse  séries  i  -|_  1  -|_  1  -|-  -i  _{_  etc. 

gesetzt  wird,  so  ist  s  —  ~ — -^-(/2)*.  Um  aber  zu  tinden, 
was  dièse  Expression 

n     i        n(n-i)     i        „(„_|)(„_2)     1  » 

*— T"T  +  -| i— *  3  ri.a  -  -T  +  eW- 

fotrage,  so  setze  ich 

2  — x ~T*  2   TT1  T+etc' 

und  differentiando  wird 

dz  =  d*{\  —  ^  +  —  etc.)zzrfx(i  —  *)\ 

dahero  integrando  »  zz  '""^"^  "**    und  facto  iz  1  6t 
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1        1      7     '        1.3        3                12.3            4  ^  — "«+1 
Dahero  ist 

-M  —  ^  (/2^  ~  ï*72  ~+~  2274       3*78  +  4*  . 16  5*  .33  ~+~  etC* 

Was  aber  Ew.  beide  lctztcrn  séries  betrifft,  nehmlich 

-t(»-t+t-S)+~ 

f=f«-«'-T)  +  i(»-f+T)' 

so  ist  klar,  dass 

p  _  ,  =  (1-1  +  1-1  +  ,.tr.)  (1-1+1-1+  etc.) 

und  also  wcnn  die  Sunim  von  einer  bckannt  ware,  darau» 
die  andere  gleirh  summirt  werden  kônnte.  Es  ist  zwar 

-èO  -T+T-s)  +  etn" 

icb  habe  aber  noch  kcinen  Weg  entderken  kônnen,  um  die 
valores  p  et  q  zn  hestimincn,  dahero  von  Ew.  die  Méthode 
dièse  séries  zn  snmmiren  mit  grossem  Verlangen  erwarte. 
Wenn  Ew.  hernach  auch  dièse  seriem 

-t(«-;+i-^)+- 
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sunimiren  kdnnten ,  so  wùrden  die  beyden  série»  p  r 
die  schon  làngst  gesuchte  summam  dieser  seriei 

1  +      +  h  +  p  +  etc. 

geben. 

E  u  1  e  r. 

P.  S>  Mr.  Clairaut  hat  mir  nun  geschrieben ,  dass  meine 
nach  Paris  ge«chickte  pièce  zu  reehter  Zeit  glùcklich 
angekommen. 


LETTRE  LUI. 

* 


ElJLEft   •  GtfLDUACH. 

Sommaire.    Réponse  a  la  lettre  51*IU,\    Sommation  de»  séries  de  Goldback. 
Démonstration  d'un  théorème  de  la  théorie  des  nombres. 


Berlin  d.  10  Jantur  1745 

Ew.  habcn  in  der  That  dcn  gemeldeten  Schreibfehler  al« 
ein  grosse»  Gluck*  anzusehen,  wenn  derselbe  zu  solehen  herr- 
lic  ben  Erfindungen  Anlass  gegebcn.  Es  hat  raich  viele  Stun- 
den  und  grosse  calculos  gckostct,  ehe  ich  nur  die  Wabrheit 
der  mir  gùtigst  eommunicirten  Summationen  habe  einsehen 
kônnen.  Ich  kann  micb  aber  aucb  nicbt  weiter  nihnien,  al« 
dass  icb  dieselben  dcmonstrirt  habe.  Die  Méthode,  wodunh 
ich  dazu  gelanget,  ist  ziemlich  weit  hcrgesucht  und  ao  be- 
sehaffen,  dass  ieh  aueb  vermittelst  derselben  dièse  siiinma» 
nimmer  wùrde  herausgebraeht  hahen,  wenn  mir  solche  nirht 
sobon  vorher  ans  Ew.  Sehreiben  bekannt  gewesen  wàren. 
Ich  habe  aber  naehfolgende  séries  zu  Hùlfe  genommen: 
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i  =  P+?  +  £  +  ?  +         B='  f  T'  +  P  +  i*  +  e,c- 

E=l  +  l+l+,i  +  etc.    F=l+l+^+l  +  «M. 

0=^-4- £  +  «te.    H=t  +^+£+l+etC. 

etc. 

von  welchen  die  summae  A,  C,  E,  G,  etc.  bekannt  sind. 
A  us  dieaen  habe  ich  eiidlich  mit  grower  Miihe  folgende 
hergeleitet  : 

.=i  +  *(i  +  iW(«+4+i) 
'=«4-*0+t)+M«  +  t+t) 

+  p(«  +  ?  +  |  + -y)  +  «te  =  ,16 -Bf  +  C« 
rte  ~-±DD. 

•=« +        +      + +  *  + 

+  ^(l+é  +  ?  +  £)  +  <*=4^  +  TC- 

+   ( «  +  h  +  ?  +  ?)  +  Hc-  =  B  B  ~  4  E- 
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+  *  0  +  h  +  ?  +      *■  *•* ■=  2 ^  ~7CC+  7  G- 

etc. 

p  = 1  +  h  ('  +  •?)  ■+  s''  ('  +  h  +  jî) 

,  =  «  +  i  (l  +  i)  +  i  (l  + 1  +  i) 

+  p  (i  +  ?  +  h  +  ,f.)  +  etc.  =  £  ce  -  |  G. 

etc. 

Wcilen   nun   A,   C,   E,  G,  ete.   gegeben  sind  ,  nehmlich 

À-"l'  c-"k'  E=5s»  r*  =9ïsr ctr--  80  sebe"  obi«e 

welches  E\v.  zwey  erstern  theoremata  sind.  Ferner  îst  auch 
2y  +  C—2AE  ^ICC-^r^G  und  (i  +  p  —  AC  +  ^K. 
und  endlich  ist 

«     +-,'.) +s*  (• + £+f)+*-=-,s.;'».v 

W<»il  aber  dièse  meine  Méthode  nieht  natiirlieh  genug 
ist,  so  ersuche  Kvv.  gehorsamst  inir  Dero  Méthode  giitigst 
zu  eomnmniriren. 

Das  letzje  theorrma  war  mir  gleich  bekannt,  denn  wenn 
man  setzt 
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r  =  I  f  ,2!„  -h  3L  f  ^  4-  etc.  mid  .v—  l  -f  ^  4-  57.+ v«  f  «te. 
und 

so  wird  seyn 

1  +  i»  (*  ^~  r")  +  a»  (l  f  2-  +  3-)  +  pfr* 

1  4-  ,4,  (l  -h  -~)  -h  -  (»  f  ^  -f-  yn)  "h  etc. 

Da  nun,  wrnn  m  und  n  numeri  parcs  sind,  die  siimmae 
r,  s  und  t  anjjcgeben  werden  konnen,  so  sind  aucli  in  diesen 
beiden  Fallcn  dièse  beiden  letzten  séries  zusammeu^enommen 
siiuiniabel. 

Seitdern  ieb  E\v.  zugesebrieben ,  ist  mir  erst  eingefalïen, 
dass  ieb  Denselben  selion  vor  geraumer  Zeit  eine  rigorose 
Démonstration  von  diesem  theoremate  dass  hmn  —  m  —  naz 
quadrato  ubersebrieben  batte.  Solrbes  batte  ieb  aber  so  sebr 
vergessen  .  dass  ieb  in  meincm  let/.ten  sebrieh,  ieb  batte 
aller  Mulie  un^caebt  davon  noeb  keine  Démonstration  fin- 
den  kônncn.  Ieb  will  also  diesc  Démonstration  kiirzlich 
wiederbolen. 

Leinma.  Si  fuerit  p  nnmerus  primus ,  haee  expressio 
ap~  1  —  t  divisibilis  erit  per  p.  Hievon  haben  Fax.  die  Dé- 
monstration sehon  approbirt.  Hieraus  raisonnire  ieb  also; 
Sit  p—kn  —  t  ,  erit  «4"_i — t  divisibile  per  kn —  l,  si 
fuerit  Vn  —  1  nnmerus  primus.  Erço  atn~~2  ]-i  non  erit 
divisibile  per  —  t.  \t  n%"  —  1-\~{  <ob  \n —  2  —  nu- 
méro impariter  pari)  est  divisibile  per  an  +-  t.  Consequen- 
ter  eum  a*n~%  4-  t  non  sit  per  **n —  l  divisibilis,  nec 
ejus  faetor  an  -\-  I  per  Vn  —  I  erit  divisibilis. 


-  m  — 

Porro  si  a  a  -f  I  per  nullum  numerum  primum  formae 
kn  —  1  fuerit  d'msibile,  etiam  per  nullum  numerum  com- 
positum  formae  kn — 1  divisibile  erit.  Si  enim  km  —  1 
non  fuerit  numerus  primus,  unum  saltem  factorem  primum 
habebit  formae  kn —  I.  —  Gum  igitur  aa  -\-  î  per  kn —  1 
dividi  nequeat,  haec  aequatio  aa -j- î  —  (kn —  \)(km —  1) 
erit  impossibilis,  ideoque  aa  x  16mn  —  km  —  kn,  »eu 
kmn  —  m  —  n  nz  quadrato  .  Q  .  £ .  D. 
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LETTRE  LIV. 


GOLDBACH  à  EULER. 
Somma  ikk.  Racine»  imaginaire».  Théorème»  de  nombres.  Sommation  de» 


St.  Peter»burg  d.  6.  Febr.  174S. 

Wenn  dasjenige,  was  Ew.  von  den  radicibus  imaginariis 
melden,  demonstriret  werden  kônnte,  so  mùsste  auch  folgen, 
dass  posito  c  imaginario  quoeunque , y reali  quoeunque,  und 

cV  (le*  —  f)  =  r  ~  numéro  reali,  m  —  Y ^ —  c*  -f-  -j\9 
n  yC —  c*  —  y)>  sowohl  m  -\-  n  als  c(m  —  n)  reaies  sind. 

Es  stiïnde  solchemnach  etwa  der  casus  as*  +  72  x — 20  zu 
untersuchen,  allwo  die  *  divisores  sind,  positis 

e=i  +  y-2./=-ao.  vV-/)  =  £=ï+£ry 

L  x+c  +  T/(-C»  +  -^);  H.  «+«._✓(-€»  +  -£); 
IH.  x_c  +  l/(— c»— 0:  IV.x  -c  —  V(-Cx  —  A 

C*»r/\  «a/A  r/  phi/i   T  f  |  «J 
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Auf  Dero  anderes  Schreiben  voni  5.  Januar  habe  ich  zu 
antworten,  dass  die  Objection,  wclehc  Ew.  bey  kmn  —  m  —  \ 
zjzD  und  den  andern  Formuln  machen  ,  schon  damais  7.11m 
Theil    von    mir    b^merkt   worden  .    wiewohï    ich  mevnte, 
dass  selbige  leicht  wïirdc  zn  solviren  seyn.   Jedoch  glauhe 
ich,  dass  ailes  VÎH  kûrzer  und  o!»ne  derglcichen  casus  par- 
ticiilares  zu  Hulf  zu  nehmen,   demonstriret  werden  kann. 
Vorhero  aber  will  nur  ad  verba:    Ferner  ist  klar,  dass 
wenn  man  nur  bewiesen  lutlie .  dass  bmn —  m —  1  zn.D  casu 
m  —  ku  —  1  .  daraus  snhon  faigtn  witrde,  dass  hnp  —  n  — p 
zn  □.  W enn  aber  bewiesen  nuire ,  dass  \np  —  n  —  p  zn  □, 
so  wiïrde  daraiis  fol^en ,  dass  bmn  —  m  —  1  kein  quadratum 
seyn  kônne  casu  qtto  m  — kit  —  1 .  aber  nicht  generaliter.  — 
dièse  kleine  Krinnerung  machen,  dass  nicht  allein  B  .  .  . 
\np —  n — pznD  ein  casus  particularis  von  À...kmn  —  m  — 1 
zn  □,   sondern  auch  A  ein  casus  particularis   von  B  ist, 
welches  natiirlicherweise  contradictorium  seyn  wùrde,  wenn 
das  □  in  A  und  B  idem  quadratum  determinatum  bedeutetc; 
nun  aber,  da  es  in  beyden  Fâllen  di versos  valores  hat,  gar 
wobl  bestehen  knnn;  denn  gleich  wie  aus  dem  casu  parti- 
culari  ipsius  A,  ubi  mzzi\rt  —  1,  die  formula  \(\nu— u-n), 
oder  dirse  aequivalens  B  .  . .  h  nu  —  n  —  uznD  entspringet, 
so  kômmt  aus  dem  casu  partieulari  ipsius  B,  wenn  u  g*- 
«etzt  xv'wdzzkn*p —  n,  die  formula  knp  —  p  —  i  znQ 
beraus,   welche   posito  />  pro  numéro  integro  quoeunque, 
die  formulam  A  gibt,    wie  denn  auch  generaliter 
imn-m-n1"  'nzDdurch  die  Substitution  mzn  \n*ap  — n*""' 
alsofort  in  knp  —  p —  1  znD  verwandelt  werden  kann. 

Hier  sollte  die  neue  Démonstration  folgen;  weil  sie  mir 
aber  nach  besserer  ITeberle£ung  selbst  kein  Geniige  thut, 
M  mu**  dieser  Pnnkt   bi*   anf  eine   andert?  Zeit  ausge*etzt 
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bleiben.  Indessen  habe  ich  angemerket,  da*s  die  propotitio 
kpmn  —  m  —  n  zn  □  per  substitutionem  m~  kn2  q  —  n,  iu 
hanc  similem  \npq — p  —  quzU   verwandelt  wird. 

Aus  der  mir  communicirten  Démonstration  des  theore- 

matis:  Si  s  —  t  -I  -\-  etc.,  erit 

erhellct  zugleich  die  grosse  Einsicht  des  Hu.  Autoris  in  der- 
gleicheo  Sachen,  und  die  unterschiedenen  applicationes ,  so 
Ew.  von  dem  theoremate  selbst  machen,  halte  ich  fur  sehr 
merkwùrdig.  Die  summae  serierum  G  et  I  sind  eben  dieje- 
nîgen,  so  ich  gefunden  hatte;  die  suinma  D  -\-  H  war  mir 
auch  bekannt. 

Dass  die  summae  serierum 

^t-K*-T)+»(«-r+T)-* 

f=T-«-T(t-4)  +  à(l-^  +  ^)-* 

so  ieh  gefunden  zu  haben  vermeinet,  aus  einem  blossen 
Schreibfehler  entstanden  waren,  habe  ich  selbst  schon  in 
meinem  letzten  Schreiben  erinnert:  ich  batte  dahero  auch 
an  selbige  séries  nicht  gedacht,  wenn  ich  sic  nicht  in  Dero 
Schreiben  wiederliolet  geschen,  worauf  i<h  denn  alsofort 
befunden,    dass  beyder  siinima  von 

1        *  * 

?  =  1  h  p  +•  ïï  H-  + 

dependiret.  Ew.  inferiren  mit  grôssestem  Recht,  das«  wenn 
irh  die  sérient 

auch  stimmiren  kônnte,  alsdann  z  —  p  -\-  r  gefunden  seyn 
wurde.    iNun  làsset  sieli  zwar  die  séries  r  gar  srhôn  mm- 


1%  — 


miren,  denn  sic  ist  —  — — ~ — >  aber  p  weiss  ich  nicht  an- 

ders  zu  cxprimiren  als  durcfa  z  —  r.  ïch  hatte  auch  in  mei- 
nem  vorigcn  geschrieben ,  dass  ich  die  summam  seriei 

noch  nicht  wiisstc:   selbigc  aber  dependiret  gleichfalls  von 

.2  ni 

der  summa  z,  und  ist  zz  —  -y  -f-  «r^s—  * 

Ans  Ew.  letztem  vSchreiben  vom  19.  Januar  ist  mir  lieb 
gewesen  zu  erschen,  dass  die  séries  et,  (i  und  b  niebt  von 
den  leichtesten  zu  summiren  sind.  Was  nun  die  séries  a 
und  2fi-\-b  betriftt,  so  kommen  unsere  methodi  darin  vôllig 

îiberein,  dass  a  —  ~  A  A  und  2     -\-  b  —  n  i  hierin 

aber  sind  sie  unterschieden ,  dass  Ew.  Méthode  gibt 

P=zAC  —  ±  BB,  b  —  BB  — |e, 
meine  hingegen 

Den  valorem  pzn  ^-  BB  -\-  ^-  E  finde  ich  richtig,  die  ùbri- 

gen  habe  noch  nicht  untersuchet.  Meine  Méthode  werden 
Ew.  ans  nachfolgendem  einigen  schemate  gnugsam  pro  om- 
nibus seriebus  huic  similibus  ersehen  kônnen:  Sit 

Az~  1 +^-H^-hctc  .=."->    C—i  +^ï-|-^  +  etc.=-^ 

erit  duplum  summae  productorum  ex  binis  terminis  seriei 
A  aequale  A%  —  C:  sed  hoc  duplum  etiam  est  aequale  se- 
qtientibus  seriebus 

ri)  (ii)  (iii) 

=*G4      -■  -0 
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(I)  (I!)  (III) 


+  2  (pu*  +  'à5".!5  +  3*  .6*     ^ï5  +  etc) 

(i)  ao  a») 

"~      3.31  3*  3*  / 

etc. 

Wenn  nun  die  drey  columnae  perpendiculares  besonders 
summiret  werden,  ao  entstehet 

©T-'0+P+P+i+*)=S 

(II)  _»(i+!î(1+i)  +  if^+.L+.|.)  +  etc.) 

(HI,  -2(1+^(1 +^)  +  i5.(l+^  +  |I)  +  etc.) 

-  7*r4 

Die  letzte  séries  aber  ist  bekanntermaassen  gleicb  -ygo-  >  also 
mus»  die  mittlere  seyn  A*  —  C  — 1~  +  ^  —  oder 

»  +  T(»+f)  +  éO  +  T+T) 

+k(«  +  t  +  t  +  t)+**=S- 

Dass  das  theorema  kmn  —  m  —  1  xD  von  Ew.  schon 
lângst  demonstriret  worden,  habe  ich  nicht  vcrgessen;  es 
ist  aber  nur  die  Frage  gewesen ,  ob  man  es  nicht  noch  auf 
eine  andere  Art  demonstriren  kônne? 

.  Goldbach. 
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LETTRE  LV. 


GoLDBAl.H   à  Kl-LhR. 

* 

foM«Ai*«   Rectification  d'un*  erreur  coraraw  d«n*  U  lettre  précédente.  Ob**r»«- 
tiont  ultérieure»  *ur  U  sommatinn  des  teriet 


d.  13    Fehruar  i7«S. 


Da  ich  anjetzo  nach  Kônigsberg  sebreibe,  so  habe  Gegen- 
wàrtigea,  al»  PosUcriptum  zu  meinem  letzten  Briefe  an  Ew. 
mit  absenden  und  zugleich  einen  abermal  eingeachlichenen 
Febler  corrigiren  vvollen,  denn  die  summa 


^-40-i)+40-î+-î)- 

i»t  nicht  z  —  -f-  y»  sondern  z  —  + 

-=«-t0+t)+t0+t+4) 
-is(l  +  4+  i+-I-)  +  ete- 


etc. 
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Setzet  man  fcrner 

'=«-*(i-4)+f(«-t+t) 
-f('-t+t-t)  +  *. 

j  n*lï 

so  wird  m+i-=  -y-- 

Sonst  habe  ich  auch  observiiet,  dass  wenn  man  setzet 

+  h  0  +  *  +  * + f) + elc- 

alsdann  seyn  werde 

5^  =  a==:t  +  ^r  +  -^  +  -^  +  etc. 

Ich  weiss  nicht,  ob  dergleichcn  casu»  bishero  sonderlich 
betrachtet  worden  ,  ubi  séries  ~  oo  dividitur  per  aliam 
seriem  —  oo.  Ich  mag  mir  nicht  die  Mùhe  nehmen  zu 
sehen,  was  per  actualem  divisionem  der  seriei  B  durch  2  A 
vor  termini  herauskommen  môchten,  weil  ich  vermuthe, 
dass  dieselben  sehr  (onfus  aussehen  werden. 
Wenn  man  ferner  setzet 

=  *+t(«+»)+4(«+f+f) 

.    ,    C  .1,1  I 

so  wird  ^z^zz-l-t- -f  3,  -j-  -¥  -f  etc.,  woraus 

aber  nicht  folget,  dass  2CzzB,  sondern  nur  dass  %C — B 
ein  infinité  parvum  sey  respectif  ipsins  B  vel  C. 

Goldbach. 
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LETTRE  LVI. 


EULKR  à  GoLDBACH. 
Sommaire   Réponse  «us  deu»  lettres  précédente»   Même»  »ujet». 


Berlin  d.  26.  Kebruar  1743 

—  —  Die  uber  die  Akademie  hochverordnete  Commission 
hat  mir  letztens  die  versprochene  Pension  auf  das  Gnàdigste 
ronfirmirt  und  der  Hr.  Admirai  Graf  Golovvin  pressirt  mirh 
•ehr  meine  Scientiam  navalem  nâchstens  gegen  eine  ansehn- 
liche  Reeompens  einzuschicken.  Irh  habe  solche  vôllig  m 
Endc  gebracht  und  nur  um  Erlaubniss  gebetcn,  solche  vor- 
her  abschreiben  zu  lasse n. 

Was  icb  von  den  radicibus  imaginariis  aequationum  ge- 
meldet,  dass  dieselben  immer  dergestalt  paarweis  genommen 
werden  kônnen,  dass  sowohl  das  Product  als  die  Su  mm  von 
zweien  real  werde,  kann  irh  zwar  nicht  generaliter  dcmon- 
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striren,  aber  doch  von  allen  aequationibus  sexto  gradu  in- 
ferioribus,  ingleichen  aucb  von  dieser  weit  generaleren  ae- 
quatione  axln  +  (Sx'"  +  yxl"  +  dxln  -f  ex"  +  f  =  0 ,  dé- 
notante n  numerum  integrum  quemcunque.  Dabcro  der  von 
Ew.  gemeldete  casus  keine  Srhwicrigkeit  hat.  Ich  glaube 
aber,  dass  in  den  Expressionen  ein  klcines  Verseben  seyn 
muss,  weilen  dieselben  nicht  zusammenstimmen  ;  denn  wenn 

c—i  +  V—  2  und/=— 20,  so  wird  V (»c4  — /)—  i  ^ 2 

und  nicbt  Ich  bin  den  Spuren  Ew.  nachgegan- 

gen,  und  glaube,  dass  Dieselben  auf  dièse  Aequation  gekom- 
men  seyn  wùrden 

xf+8(aa-f  ^)xV2(/J/<*— aa)-\-\2u'  —  W)a*/**  + 12/?*=0, 
welche  erstlicb  in  dièse  zwey  factores  iraaginarios  resolvirt 
wird 

xx  +  2(a+fi  V—  I  )x  +  h  a(iV—  1  —  2(0/?— a  a) 
—  2{a— fiV—  IJVW,*—  a«)zz0 

2(a+fiV— t)*+*a/fV'—  t—  2(00—  a  a) 
+  2(a — /S]/ — l)l/2(/>0 — ce)  =  0, 
dahero  die  '*  radiées  sehr  romplicat  seyn  wiïrdeti.  Denmn- 
geaebt   aber  ist  eben  diesclbe  Aequation  auch  ein  Prodnet 
von  diesen  zweyen  faetoribus  realibns 

xx-\-  2r  V2(fl;i—aa)  -4-       —  2au~  0 
xx  —  2xV2[(ifi—aa  -+-2{i(i—  6aa  =  0 
worans  die  Wahrbeit  meincs  Satzes  erhellet.  lîeberbaupt  aber, 
wenn  zwey  fartores  imaginarii  in  se  durti  dièses  productiiin 
roale  jr'  -f- Bxx  -|-  Cx  -f-  D  heransbringen  sollen,  so  nnis- 
sen  dieselben  also  besebaflen  seyn 
xx  -+-  (6  -\-  cy  —  1)  x  —  aa  —  ab  +  bv.y —  1  \-  acV —  t 
xx  —  {b-\-cV—\)x  —  aa  A-ab-\-bcV—  I  —  acV—  I 
Nun  aber  kann  das  produrtnm  dieser  zwev  faetortim  ima 
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ginariorum  auch  in  dièse  zwey  factore*  reaies  resolvirt 
werden  xx-\-2ax^-aa  —  bb)(xx  —  2  a  x  -f-  aa  +  ce). 
Gleichergestalt  wenn  eine  Aequation  nachfolgende  %  ra  dires 
imaginarias  hat 

ï.  xzip-h  qV —  1-f  V  {pp  -\-2pq\  — I — qq  —  r — sV  —  î) 
II.  irpt^'  — 1  —  V  pp-\-2pqV  —  1  —  qq  —  r— s  V  —  t) 
\\\.x  —  p  —  q\  —  \  ^V  pp— 2pqV  —  \—qq~~r+sV~~\) 
IV.  x  —  p—q^—i—Vipp -2pq  V- 1  —  qq-  r+$V—  I  ) 
um  abzukùrzen,  setze  irh  pp  —  qq — r  —  t,  2pq —  s—u, 
so  wird  erstlicb  Vf/Z-^-z/M  ±  /  allzeit  eine  quanti  tas  posi- 
tiva, und  folglich  V  {H  t  -h  +  eine  quantttat 
realis  seyn.  Dièses  vorausgesetzt ,  so  ist  die  su  m  ma  radicum 

I  +  III  =  2p  -4-  V(2t  +  2  V  tl  -t  ««v  :  summa  II  +  IV  — 
2p  —  V{2 1 -|-  2  k     +        :  productum  radicum 

I .  III  —  pp  +  qq  +  p  Vi2t  +  2  V(tt  -\-  uu),  -h  Vilt  -f  wi<) 

+  </  V'f—  2£-f  2 !/(«+«■))  % 
produrtum  radicum 

II  A\-=.pp-\-qq—p  V(2t-\-2V(tt  +  uu})  4-  V  Ut  +  uu) 

JrqV'{-2t+2V[lt  +  uu)), 
welches  ailes  quantitates  reaies  sind. 

Ew.  transformatio  formulae  kpmn  —  m  —  n  m  □  in  hanc 
knpq  —  p  —  </nzD  ope  substitutionis  m~  kn*q  —  n  kann 
ein  grosses  Licht  zur  Démonstration  geben.  Denn  wenn 
man  nur  demonstriren  kônnte  dass  Kpmn  —  m  —  n  kein 
Quadrat  sey,  wenn  m  eine  Zabi  ist  von  dieser  Art  knnq — n, 
so  wùrde  zugleicb  demonstrirt  seyn  dass  \pmn —  m  —  n 
nullo  modo  ein  Quadrat  seyn  kônne.  Eine  gleiche  Trans- 
formation gcht  auch  an  durrh  dièse  Substitution 


oder 
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m—knri  (knp)Aa  y  — ±l  ^. 

Ich  kann  auf  keine  YVeise  herausbringen,  dass  dièse  séries 

denn  da  aile  ter  mi  ni  evoluti  von  dièse  r  Form  -r—, — ;  »»nd, 

xx(x-\-k) 

und   ^ — -  =  —  •  —  -h  —  • ,  \   N>  so  follet  nach 

xx(x-f-n)        n    xx       nn    x        nn    [x-Jpn)  ° 

der  von  Ew.  mir  gùtigst  communicirten  Méthode,  das* 

MX  11  IX.     .     IN         1  ,     1     ,  1\ 

r-S  «  +  Ï-C1  +t)-?C'  +T+T)  +  etc-' 

alto  musste  seyn 

|»-I_^(l+l.)  +  ^(t+±+4.)-etc. 

Ich  tinde  aber  die  surnmam  dieser  série»  per  approximatio- 
nem  =;  0,750V,  und  folglich  grôsser  aU  12. 

Dass  dièse  séries 

(»=  «  +  f(*  +  4)+  F  0  +  T  +4)  +e,c-  -  '4C~  TBB 

habe  auch  durch  Ew.  Méthode  gefunden.  Dass  ich  also  die 
Su  mm  ^  3>  ^  —  yBB  fur  verdàrhtig  halte,  weilen  proxime 

^-^-2,5*335  und  -1  BB=.  0,722*7 ,  und  also  der  valor 

fur  (i  viel  zu  gross  hrrauskâme,  dièses  wird  noeh  mehr 
bestàtigt,  wenn  Ew.  angeben 

+  +        +  £(l  4  ^+^)  4  etc. 

denn  da  BBzz  l.HWW  und  =  1,86513,  so  wurde 

£  negativum  werden. 

Fur  die  von  Ew.  mir  giitigst  eommnninrte  Méthode 
sage  tansendfaltigen  Dank,  indem  diesHbe  weit  leirhter  und 
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nuturlicher  auf  dièse  séries  Icitet,  als  diejenige,  welche  irh 
gebrauchet  und  selir  embarassaut  ist.  II m  aber  dièse  herr- 
lichc  Méthode  auf  die  folgenden  easus  zu  applirircn,  so  habe 
dièses  Lemma  gebraucht 

xn(x  +  a)n  —  a"  \xn  —  Çv+ar)        an+*  \xn~x  ~*~  (x+a)»-*) 

■   »(»+o  /  1           !  \ 
»(«  +  n(«+2)  /__!__  _   i_\  . 

bis  man  ad  potestates  primas  ip&arum  x  et  x  -j-  a  kommt. 
Von  den  signis  ambiguis  gelten  die  oberen,  wenn  n  ein 
numerus  par  ist,  sonst  die  unteren.  Wenn  auch  ungleiche 
dignitates  mit  einander  multiplicirt  werden,  so  dienet  diè- 
ses Lemma:  —=7 — ; — -4-   „7   , -\m 

xm(x-\-a)n  xn(x-\-a)m 

n(n  +  i      Si   * 

Wenn   man   nun   setzt  f>  =  |  -|-  A  4.  A  -|_  _L  ^  etc, 
G=.  +  £  +  £  +  4V+e«c.  et 
-h  ï7ïr+ïi  +  etc.,  so  findet  sieh 

P  Q  —  %  =  +  +  +  3".*">  +  CtC- 

+  !  3^  +  «2». 4*"  ~t~  3"TV"  Gtr" 
+  il»  +  ï"  *»  +  3™  5"  +  etC* 


* 
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+  ,  yn  +  2». 5"»  "H  3».6m  etC* 

"H  1.4"  ^~  2n,  6n  "1"  S™. 6"  etC* 
etc. 

Wenn  man  nun  sowohl  gleiche  als  ungleiche  dignitates  mit 
einander   multiplicirt ,   wie  E\v.  unfehlbar  werden  gethan 

haben,  so  finde,  wie  schon  vorher  gemeldet,  (iz=AC — ^BB 

und  bz=.BB  jE  und  wenn  man  weiter  geht  und  setzt 

«  =  l  +  ^(l  +  ^)+eto. 

r  =  t  f  ^  (l  +  y)  +  etc. 
<o  findet  «ich  -/  —  A  E  —  BD  -f  y  CC  und  2a  +  5/ï  = 
10  BD —  y  CC,   wo  A,  B,  C,        etc.  die  vorgemeldten 
valores  behalten. 

Die  série»  BiZLÎ  +  ^  -\-  ~  +  +  etc.  will  sich  noch 
auf  keinc  Art  tractiren  lassen.  Ich  fand  letztens  per  appro- 
ximationem,  dass  B  B  rz:  A — y>  welches  ziemlich  genau 
eintrifft,  aber  doch  nicht  Stich  Mit,  denn  es  ist 

BB=z  I,um0798l3  und    A  =  1,61193106681, 
A  —  \-  l,Ut93t0668t  und  BB  =  A—  -i -J  ?ÏL~. 

5  5    '  100OOOOOO 

Inzwischen  Ut  der  nexua  zwischen  dieser  Série 

fi=»  +  ^+^-h^"fetc. 
und  dm  làng*t  bemerkten  Brùchen 

1        1        1       3      5       «91  35 

T 9    T  '    6 '    W'   è  9    iîo  '     2    0t<  - 
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remarquabel  ;  denn  wenn 

 l        t        t_  ,    6       691  35 

so  ist  B     1  Der  Beweis  davon  stebt  in  meiner  Disser- 

tation :  De  inventione  termini  summaiorii  ex  data  lermino  getœ- 

ralL  Denn,  wenn  man  setzt  z  :=  1  +  -!T  -f  ^  +  •••^i  und 
Hrl  +  2~»  +  3T  4~  etc«  in  mfinitum,  so  wird 

—       '    2x4       2x»   ^    2*2x*        6  *2x*   '    6  *  2X1  lo'î*10 
5        1  69t       1  , 

+  "?  *  TxT2"       2ÏÔ  "  2x14  T  etC- 

Wenn  man  also  fur  x  eine  beliebige  Zabi,  als  10,  nimrnt, 
so  kann  man  per  additionem  artualem  Z  finden:  es  wird 
nehmlich 

Z  —  U9753198567M932516686862869780 
dabero  ist 

,    J  JL-l_  _J  !  i  ' 

—        '    200       2000    '    40000       12000000   '  1200000000 

und  wird 

B—  1 ,2020569031 5959*. 
Gleicbergcstalt  kônnen  auch  die  summae  serierum  reliqua- 
rum  potestatum  gefunden  werden,  nachdem  man  einige  ter 
rainos  ab  initio  actu  addirt  hat.   Als  es  sey 

*  =  +  "n*  7V=  1  -f  ^     1  +  etc.  in  inf. 

so  wird 

"  —  z+~rx^^rTx^^r^*2^FT 

n(/t+1)(/i-f-2)   I  «Ç/i-fl).  .  .(w-H)  1 

~~       1.2  3.4.5     '6x"+>    '  1.2.3. ..T  *6x"+s 

/i(n  + !)...(/« +  6)         3  n(n+l)...(n+8)  5 

1.2.3.  .9        *10x"+T~ï       1.2.3  .11      '  6x*+* 


«  (  n 


-f  l)...(n+10)  691 
12  3    .13      "710x»+«»  +  etr' 
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Durch  die*e  Regel  habe  ich  nachfoigende  siimmas  vero  pro- 
ximas  gefundcn 

1  +  ^  +  ^  +  ctc'  —  1 .6**93*0668*8226*36  —  A 
1  +  h  +  h  +  etc"  —  1.20205690315959*281  =  B 
1  +  h  +  h  +  elr  —  1.08232323371  tt  38191  =C 
1  +  ¥  +  ^  4-<*c.=  1,036927755106863293  =  0 

*  4-  ^  +  3,  -h  etc.  —1,0173*3061981119139  =  E 
1  +  h  +  etr*  =  1 ,0083*9277386601872  —  F 
!  f  ^  4      -f  rte.  —  1,00*0773561979**339  =  G 

1  +  5F*  +  5^  +  etc  =  i  ,002008392826082210  =  H 

•  -Kjîo-f  3^0  +  etc.  =  1,00099*575127618085  =  1 
1  +  4- 3?i4--eti-.  =  1,000*9418860*19*651  =iï 
1  +  5T»  +  5n4"  etr-  =  1 ,0002*60865533080*8  =  L 
1  -H  ^-i  +  gT»  4"  <*C.  =  1 ,00012271 33*75857**  =  A/ 
1  +  in  4-  ^  +  ^c.  =  1 ,0000612*813505870*  =  N 
1  4-  5n4  5n4-  ^c  =  1,000030588236307020  =  0 

I  4  _L  4.  _L  4-  etc  =  1 ,00001 5282259*08657  = 

Bald  wird  der  7"  tomu»  von  den  hiesigen  Miscellanei» 
zum  Vor*chein  kommen,  welcher  ziemlich  atark  aevn  wird, 
indem  ich  allcin  in  der  malhcmatiftchen  Claftg  auf  28  Bo- 
gen  habe.  Darunter  iat  eine  grosse  pièce  von  dem  Cometen 
de»  vorigen  Jahres  und  eine  neue  Art  die  aérien 
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1  +  Jr»  +  pi,  +  ^  +  CtC. 

zu  «unimiren,  welebe  blosa  allein  durcK  Diflerentiation  gc- 
w  hiehet.  -  Vor  itlicben  VVochen  hat  man  wiederum  einen 
Cometen  allliier  gesebn,  welcher  aber  obne  Schwanz  und  «ehr 
klein  war,  aucb  nur  10  Tage  lang  au»  dem  Dracone  durch 
Lrsam  majorcm  in  Leonem  minorera  gehend  observirt  wor- 
den;  e«  ist  aber  keine  so  accurate  Observation  gemacbt  wor- 
den ,  wodnrch  man  seinen  Lauf  bestimmen  kônnte.  Die 
Opéra  Joh.  Bernoullii  omnia  werden  bald  aus  der  Pres&e 
kommen  nnd  unserm  Kônig  dedicirt  werden.  Es  nimmt 
micb  sebr  Wunder  ob  Ew.  mit  der  Akademie  in  gar  kei- 
ner  Connexion  mehr  steben. 

Eu  1er. 
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LETTRE  LVI1. 


GoLDIiCH   à  ElJLKH. 


St.  Prtrrsburg  d.  9S  M»r«  |74«. 

Endlich  slellet  sicli  die  demonstratio  nova  em,  *o  im  Fol- 
genden  bcstehet: 

Lemnv.i  1.  Si  aequatio  B  .  . .  kmn  —  m  —  1  no1  non  eat 
possibili»  casu  quo  m  est  numerus  hnju»  forma e  ku  —  t , 
neque  ullo  alio  casu  ipsius  m  erit  possibilis,  ut  in  superio- 
ribus  litteris  ostensum  fuit. 

Lemma  2.  Si  vera  est  aequatio  B.  vera  etiam  erit  C... 
\Mn — M — I  -  #*,  posito  Ai  —  2a  f  m-^-hn  —  i,  fiet 
enim  A  ta  -f*  4 n  —  1. 

Sed  aequatio  C  non  potest  fieri  vera,  nisi  Ai  sit  numerus 
hujus  formae  kv~~  1  (per  lemma  1),  erit  igitur  Mzz.  ku—  i 
n  2a      fcn  —  1  -j-  fc«  —  1 ,  ergo  Kv  z=l  2 a  -f-  kn      *n  —  1, 

Cmrretp.  math,  et  phyt.  T.  !..  i  1 
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hoc  est  numéros  par  ~  numéro  impari,  quod  est  absurdum, 
ergo  et  acquatio  H  est  absurda. 

Similiter  de  aequationc  D  .  .  .  Wpmn  —  m  —  n  —  a1  judi- 
candum  est,  quae  vera  esse  non  potest,  nisi  sit  m  hujus 
formae  kn^q —  n  (ut  in  superioribus  litteris  ostensum  fuit), 
quo  facto  erit  h- p  n  M  —  M  —  n  —  A2,  si  ponatur 

M  —  [(hpn  —  1  )  -f-  2a  -t-  m, .  A  z=  {\p n  —  i)  \  a. 
Sed  quia  m  est  hujus  formae  k  n2  q —  n  et  M  hujus  formae 
hn2Q  —  n,  habebitur  \pn  —  I  -(-  2a  f  ïd^r  k'Ç,  hoc 
est  numcrus  impnr  ~  numéro  pari,    quod  est  absurdum, 
ergo  et  acquatio  1)  est  absurda. 

YVas  ich  von  den  radicibus  imaginariis  erinnern  wollen, 
gehet  eigentlich  dabin,  dass  weil  die  vier  fol^enden  radiées: 

Œ~/+f±>/t-T-V/(r-/)) 
in  se  ductae  a;4  ±  2a       —  /V  x  -f  /  —  0  geben.  folglich 

auch   so  oft  aïs  /  und  2  a  — numeri  reaies  sind, 

zweene  von  gemeldten  radicibus  in  se  ductae  numéros  rea- 
les  hervorbringen  mussen,  wenn  aber  Ew.,  wie  Sie  in 
Dero  letztern  Schreiben  mclden,  die  Wahrheit  Ihres  asserti 
von  allen  aequationibus  quartac  potestatis  demonstriren  kôn- 
nen,  so  cessiret  das  angefùhrte  dubium  von  selbstcn. 

Aus  den  in  Ew.  Sehreiben  bevuebraebten  Umstanden  sehe 
ich  wolil ,  dass  die  von  mir  angegebene  summa  aus  einem 
IiTlhum  entstanden  ,  wobey  ich  die  von  M.  Vaugelas  in  den 
Remarquas  sur  la  langue  française  gemachte  Erinnerung  ap- 
pliciren  muss,  wenn  er  saget.  dass  im  Fall  es  sich  tinden 
•ollte,  dass  er  selbst  anders  geschrieben,  als  er  nach  seinen 
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Remarques  hàtte  schreiben  sollen,  man  alsdann  nicht  seineni 
Exempel,  sondern  seinen  Regeln  zu  folgen  habe.  Es  ist 
mir  also  sehr  lieb,  dass  Ew.  an  meiner  Méthode  etwas 
Gutes  gefunden,  ohngeachtet  in  die  von  mir  angefiihrten 
Exempel  einige  Fehler  cingeschlic  hen  sind. 

Wàre  mir   Ew.   lemma  ,    wodurch  -=-—---,_  in  andere 

xm(.r-j-a)n 

séries  resolviret  wird ,  eher  bekannt  gewesen,  so  hàtte  ich 
die  erwahnten  summas  viel  leiehter  und  ordentlicher  finden 
kônnen.  Ich  habe  indessen  angemerket,  dass  wenn  die  summa 

seriei,   deren  formula  gênera  lis  ist  a  fur  bekannt  an- 

genommen  und  zzl  a  gesetzt  wird,  alsdann  jede  séries,  cujus 

terminus  generalis  est       *     t»  ubi  p  sit  numerus  quicun- 

que  integer,  exprimiret  werden  kann  per  a  et  quadraturam 

circuli,  hingegen  kann  ich  die  séries  hujus  formae  ^  *  ^, 

dato  p  numéro  uuocunque,  nicht  anders  ad  quadraturam 
circuli  reduciren,  als  cognitis  si  munis  trium  casuum  11, 
p— 10,  p-=z9,  aut  aliorum  trium  his  aequivalentium. 

Es  wird  Ew.  vermuthlich  nicht  schwer  seyn  Ihr  lemma 

auch   auf   ; — n,      ,  rj, — —  -:"  zu   extendiren:  so 

ist  z.  Ex.  positis         ^.  </zz  —  3,  r  ~  4- 1 ,  die  summa  seriei 

(%x-3)*(4.r- \)1 —  î*  '  V  '  1» 

wenn  u  die  summam  seriei  - — andeutet. 

Imgleichen,  wenn  p~\,  q  — —  2,  r  —  0 ,  so  wird  die 

summa  seriei 

«x«-|-/?x-f  y   an*   ,    /?(*'- S/2)        j(x*  -  1711) 

Wenn  man  setzet  p  —  - — y  -l~  — •  |-  ~ 
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A  —  !  4r  °~V-(*>  4-  —  )  +  *" 

~  (n-\-\)2nn  \  .       n+i'    '    6(n-f  l)n 
R—  1  ^"  +  5>        /„  J  »       1  _U\ 

6  C«  +  '2K*  -1-1) 


-T.T 


so  werdrn  die  qnantitates  AC  et  7?B  desto  weniger  von 
einander  diffcriren,  je  grosser  der  nnmerus  n  genommen 
wird. 

Was  E\v.  von  der  sumnia  seriei  B  in  Dero  Schrciben 
beyfùgen,  halte  irh  fiir  selir  merkwùrdig.  Die  Dissertation 
de  inveniione  tcrtnini  summatorii  erinnere  ieh  mich  niclit  ge- 
sehen  zu  haben ,  weiss  auch  nirht,  ob  dieselbe  in  Berlin  oder 
allhier  herausgekommen  ist.  Fiir  die  mir  communicirten 
lumtnas  in  t^rminis  decimalibua  danke  ich  ergebenst. 

Goldbach. 


i  > 
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LETTRE  LVIII. 


EULER  à  GOLDBACU. 

Sommaire  Insuffisance  de  la  démonstration  de  Goldbach  du  théorème 
4 m  n  —  m  —  i  ~T~a*.  Résolution  des  fractions  composées  en  fractions  simples. 
Rapport  fini  entre  deux  séries  infinies  Le  terme  général  d'une  série  étant 
donné ,  trouver  le  terme  sommatoire  de  cette  série  Méthodes  d'approximation 
pour  trouver  le  nombre  n. 


Berlin  d.  0  April  1745 

Ew.  hiii  ich  fur  die  mir  gùtigst  ùbersehricbene  Démonstra- 
tion, dass  k  m  n —  m  —  1  keine  Quadratzahl  seyn  kann, 
gehorsamst  verbundcn.  Die  raisonnemens  darin  sind  wegen 
der  propositionum  cxclusivarum  und  intinitarum ,  so  darin 
hàuh'g  vorkoinnien,  so  ticfsiimig,  dass  ich  vicie  Mùhe  gchabt, 
ehe  ich  diesrlbcn  babe  vollig  cinsehen  und  aus  einander 
wickeln  konncn,  und  die  gewôhnlichen  Regeln  der  Logik 
srbeinen  mir  dazu  kaum  binlànglieh  zu  seyn.  Ailes  berubet 
auf  dem  ersten  lemmate,  und  wenn  dassclbe  seine  Richtig- 
keit  hat,  so  ist  an  der  Démonstration  nirbt  das  Geringste 
auszusetzen.     Ew.   bcrufen  tirh  wegen  diesë»  lemmat»  àtif 


Dero  vorige  Briefe,  au»  welchen  ich  dièse  Démonstration 
gezogen : 

I.  Si  \nc  — x-  —  I  est  qtiadratum  easu  x  —  m,  tum  erit 
etiam  quadratum  easu  x      16mn* —  5m»  —  I. 

II.  Ergo  si  \n  c  —  x — 1  non  es'  quadratum  easu  x~=. 
16  mn1  —  \i\ — I,  tum  e  idem  formula  knx —  x — 1  non 
erit  quadratuu.  easu  x  —  m. 

III.  Curn  igitur  16mna  —  *n —  1  contincatur  in  forma 
kv  —  I  ,  si  deuionstretur  furmulam  %nx  —  x  —  1  quadratum 
esse  non  posse  easu  x—\v-~  1,  tum  etiam  certum  erit 
formulant  Kmn  —  m  —  1  quadratum  esse  non  posse. 

IV.  Quare  formula  bmn  —  m  1  quadratum  esse  non 
poterit,  nisi  quadratum  sit  haer  formula  knx  —  x — 1  exi- 
stente  x  numéro  formae  kv  —  t. 

V.  Quoniam  erço  hae  formulae  Ktnn  —  m — 1  et  \nx 
—  x  1  congruunt ,  formula  \m  -i  —  m  —  I  quadratum  esse 
non  potest  nisi  sit  m  numéros  formae  \v  —  t. 

Wenn  dièse  let/te  Conclusion  ihre  Richtigkeit  hat,  als 
worin  Ew.  erstes  lemma  besteht,  so  ist  die  ganze  ùbrige 
Démonstration  vollkommeu.  A  Hein  ehen  dièse  letzte  Consé- 
quent erweeket  bei  mir  einen  Scrupel ,  welchen  ich  nicht 
wohl  mit  Worten  ausdnicken  kann.  Dass  aber  dieser  mein 
Scrupel  gegrùndet  sev.  kann  ich  dadureh  zeigen,  weilen 
man  auf  gleiche  Art  beneisen  konnte,  dass  Vmn  — m  4*  I 
kein  quadratum  seyn  konnte,  nisi  sit  m  numerus  huj us  for- 
mae \v  -f  t,  welches  doc  h  falsch  ist.  Dièse  Démonstration 
wurde  also  lauicn: 

I.    Si  kn  r  —  .r  4-  1  est  quadratum  easu  x  —  m,  erit 
etiam   quadratum  easu  x  —  i$  m  n2       b  n       \ ,   fit  enim 
$Vmn*  -  itmn*      16a  -—  I6nl  Vmn   -  m  +  I), 
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H.  Ergo  si  k  n  x  —  x  +  1  non  fuerit  quadratum  casù 

!•=  iGmn1-!-  ^fi-f  i,   non  erit  quadratum  haec  forma 

« 

kmn  —  nif  1. 

III.  Curn  ii>itnr  16  m  n%  4-  kn-\-  1  contineatur  in  forma 
kv-\-\,  si  demonstretur  formulam  *inx  —  x  -}-  1  quadra- 
tum esse  non  possc  rasu  x~  kv^-X,  tum  simul  certum 
foret,  hane  formulam  kmn  —  w+  l  prorsus  quadratum  esse 
non  posse. 

IV.  Quare  formula  kmn  —  m  -u  1  quadratum  esse  non 
poterit,  nisi  quadratum  sit  haec  formula  knx  —  x  -f-  I  casu 
x~kv  +  1. 

V.  Quoniam  ergo  formulae  kmn  —  m^-  i  etknx — x-\-î 
congruunt,  formula  k  m  n  —  m  ~j-  1  quadratum  esse  non 
poterit  nisi  sit  m  numerus  formae  kv  J-  1. 

Da  nun  in  dieser  Démonstration  ein  Feliler  gewiss  steckt, 
so  kann  aucli  die  vorhergehendc ,  als  welche  dieser  in  allem 
gleieh  ist,  nicht  admittirt  werden.  Yielleicht  kônnen  aber 
Ew.  von  Dero  erstem  lemmate  eine  andere  Démonstration 
geben,  welche  dieser  DifHcultitt  niebt  unterworfen  ist,  deren 
Riehtigkeit  am  fùgliebsten  auf  gleiche  Art  erkannt  werden 
kann,  wenn  nebmlieb  E\v.  aul'suchen  werden,  ob  eben  das- 
selbe  ratioeinium  nicht  auf  die  Formul  kmn  —  m  -4-1  sieh 
appliciren  lasse. 

Was  die  andere  Démonstration  betrifft,  dass  k()mn  — 
m—n  kein  quadratum  seyn  konne,  so  kommt  gleirherge- 
stalt  die  ganze  Sach  nur  darauf  an,  dass  man  richtig  be- 
weise,  dieselbe  Formul  kônne  keine  Quadratzahl  geben,  nisi 
sit  m  —  knnq  —  n.  Wenn  dieser  Satz  seine  Riehtigkeit  batte, 
so  wiirde  die  foigende  Démonstration  niebt  einmal  nôthig 
seyn,   wetlen   ob  eandem  rationem  auch  seyn  miisste  n — 
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kmmr  —  m,  und  folglich  zugleicb  m  <  n  und  n  <  m,  wel- 
cfaes  unmôglicb  ist.  Man  kônnte  aber  auf  eben  dièse  Art 
auch  beweisen ,  dass  pmn  —  m  —  n  ni  m  mer  ein  quadratum 
seyn  kônne,  denn  kraft  eben  des  vorigen  ratiocinîi  musste 
pmn  —  m  —  n  kein  Quadrat  seyn  kônnen  ,  nisi  sit  m  — 
nnq  —  n;  nun  aber  wiirde  dieser  Scblnss  der  Wahrheit  dock 
nicbt  gemâss  seyn. 

Ungeaeht  îch  aber  auf  dièse  Weise  in  dem  ratiocinio  ei- 
nen  Febler  verspùre,  so  muss  icb  doch  gestehen,  dass  ich 
denselben  nicht  deutlieh  darthun  und  vor  Augen  legen 
kann,  welches  dorh  sehr  nôthig  wàre  um  in  andern  Fàllen 
denselben  desto  sieherer  verrneiden  zu  kônnen. 

Meine  Regel  urn  eine  solehe  Expression 

axk     Bxk"x  -f-cx*  —  *  -{-elc. 
(j>*  -q)m(rx-s)n 

in  ihre  partes  simplices  zu  resolviren,  wenn  nur  k<m  +  n, 
verhâlt  sirh  folgendergestalt.  8int  partes  quaesitae 

i        ±        ,  g         ,  c        _   n   , 

+  — 

i  *  I  g  i  g  ,  g> 

^    rx-s)n  ~^  (rx-  s)"-1    '    {rx  -  s)n~*        (rx  -  s)"'*  1 

g» 

~T~rx-, 

Ponatur  brevitatis  gratia       +  t^"*'* +  Q  et 

quaerantur  per  differentiationem  continuam,  posito  dx  con- 

.        dQ    ddQ    d*Q  d*Q 
rtantf»,  valores  ^ ,         ,  .  /  etc.  entque 

dx     dx'      dx*      dx*  1 
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...  ,  ai'  vij*-1  -fcx*    24-eic  c 

Simili  modo   ponatur   ^  _  ^m  !  =z  S  ,  erit 


>  posito  x  ~  — • 

Wenn  also  dièse  Formul  ^  *        ^"t-^ y*  proponirt  wird, 

«m  die  parte.  +  -'^  +  (TJL_-  +  ^  zu  finden . 

so  wird  erstlirh 

xx- 

(4x-l2     '   rfx — e*x-l)s  (4x-  1)" 

3 

4                    64        1    16        1  4 
4  V      4  8  /    64  8  4 

Hernarh  ist 

«  axx  -f-  A  x  -\-  c    dS         ïax-\-b        8(<zxx  -f-  bx  -f-  c) 

v  —     (4x-3)*     '  dx  —  (4x-3)2  (4x-3)» 

und  posito  ac  —  ^  ob  et  j~ f,  erit 

Folglich  wird  die  proponirte  Expression     ^^^"t*!)8  »n 


  axx-\-bx-f-c    dQ        1ax-\-b  8(axx-)-bx-\-c) 

—  (4x 

3 

und  posito  x  —  —  ob  p  —  k  et  ^  ~  3,  erit 

c 

c 


°  U'*(4-r  -  3)*  64  (4j  -  3)  ^~  64  Ci  z-lj'  +  fi^U-  I)) 
+  b  (t«(J-  S)*""  *(J-3,  +  I6(4x-1)>  +  8(J-  lO 
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C  U(*x  -  3)*       4  (4  x  -  3)       4(4x  -  l)a    *~  4  (4x  -  1)) 

Wenn  also  die  gegebene  eipressio  ein  terminus  generalis 
seriei  infinitae  ist,  ob 

Kx~  3  I          Ve     7(4 .r- 3) 2  "I*  .'(4.r-  1)»  —  ~8~ 

  <•  1 

U  —  '(>♦■*  -  3)» 

wie  Ew.  annehmen,   So  wird  derselben  seriei  summa  seyn 

7  n  n  1  3JT\    ,     ,        >r         1  ;r  \    .       <  >r  jt        jt  \ 

=5âl«  +  »*  +  l««)  +  j'«  +  *'-^  3«»  +  8/,  +  »6c). 

Wenn  also  a~  —  so  kann  die  summa  seriei  per  solam 
quadraturam  cireuli  angegeben  werden. 

Dass  die  drey  Formula    4,  B,  C,  posito 
u  ~  1  H  h  —  -4-  •  •  •  — 

so  besehaffen  sind,  dass  wenn  n  ein  numerus  valde  magnus 
ist,  proxime  AC—B2  seyn  wird,  deucbt  mir  daraus  klar 
zu  seyn,  weilen  in  diesem  Fall  dieselben  Quantitaten  sogar 
fast  einauder  gleieb  werden. 

Wenn  die  summa  seriei     -  fur  bekannt  angenom- 

men  wird,  so  ist  aueh  die  summa  seriei  -r  bekannt, 

(3r->)' 

und  da  in  beiden  die  termini  aiterni  besondcrs  suinmirt 
werden   konnen,   so   findt  man  daraus  die  suminam  seriei 

(6r^_„^2  dénotante  n  niinicrum  quemcunque  integriiin.  Hier- 
ans  ist  ferner  klar,  dass  um  die  seriem  - —~ — zu  sum- 

(l'2.r  37  n)* 

miren,  drey  rasus  diversi  ipsius  n  fur  bekannt  angcnommen 
werden  musse  u. 

Ew.  Postscript»™  vnm  12""  Februar  babe  icb  wohl  er- 
halten,   und  weilen  ieh  auf  die  fùrnehmsten  Punkte  srhon 
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geantwortet  hatte  und  nicht  wusste,  dass  Denselben  die  Briefe 
franco  zugestellt  werden,  so  habe  meine  fernere  Antwort 
bis  jetzt  verspart.  Evv.  darin  enthalteiie  Réflexion  iiber  zwey 
séries,  deren  jede  eine  summum  iiifinitain  liât,  doch  aber 
nnter  sich  eine  rationem  finitam  baben ,  ist  sebr  merkwùrdig. 
Dergleichen  séries  kônnen  nacb  Belieben  auf  folgende  Art 
gefunden  werden.  Sit  seriei  a  +■  b  -j-  c  \-  d  etc.  —  A 
•umma  inlinita,  hujus  autem  seriei  a  -\-ti  -j-  y  -j-  d'-j-  etc.  —  B 
summa  finita.  erit 

A  B—aa  -\-b(u  -f/*)-j-c(a  -\- ri  j-y)-\-d(u  -4- ft -\- y 4- ù)  etc. 

-M«         -j-y(a-i-b)        f-ô'fa  -h&-f-c)~f- etc. 
hier  ist  aber  die  summa  seriei  inferioris  finita  nnd  folglich 

evanescirt  dieselbe  prae  superiori,  dabero  ist-— ~B,  oder 

a  -j-  b  -\-c  -\-  d  -j-  e  te . 
a  -4-  y  +     +  etr- 

ferner  ist  auch  ^-j"0^^-!"6-!"  etc-  —  4  l,n<*  a^8° 
^Bzz^a  +  c(a-\-tt)  +        + /*  +  y)  -h  etc. 
welebe  znr  obigen  gethan  gibt 
2ABz=z(u+b)a  +  (b+c)  (a+fi)+(c  +  d)(a+fi+y)  +  etc.  =  C 

und  also  ^z=.B.    Wenn  .4  =  1+  —  ~|---)---|-  etc.  urtd 

■ 

B  =  1  +  «  +  rs+  r|  +  etr-  *°  kommen  Ew.  séries  beraus. 

Meine  Dissertation  de  inventione  termini  snmmatorii  ex 
dato  termino  generali  seriei  ist  in  dem  8t(>"  tomo  Gommen- 
tariorum   gedrnrkt    Dieselbe  hestehet  kiirzlich  darin,  dass 

1         1         i        \  X 

wenn  man  setzt:  A  -\-  B-j-C-j-  D-\-.  .  .+  X  —  S  oder  wenn 
S  den  terminum  summatorium  einer  séries  andeutet,  deren 
terminus  generalis  ist  V,  das  ist  eine  quantitas  ex  indice 
x  utcunque  composita ,  so  wird  seyn 
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c       /Vj     i     x        *        4X  i        d*X      .      t  dlX 

S—JXdx^  —  ^ff^/-  "ê'i  2..  5dx*  "T  g  'iïZUx* 

TÔ  '  1.2.  .  i»  dxr        6  '  1  '2-  .   ii  .dx* 
691  rf»»Y 

da  ob  integrationem  fXdx  eine  solrbe  constans  muss  addirt 
oder  subtrabirt  werden,  dass  die  gaiize  expressio  wird  :n  0, 
wenn  x  —  0. 

Wenn  also  ztim  Exempel  der  terminus  sumniatoriui  von 
dieser  «crie  1  -j-  2  8  +  3 8  +  H~  et('  «  •  •+  x*  gcsucht  wer- 
den soll,  so  ist  Xn^,  =  ^=8a>7, 

7.8x6,  6.7.8*1,  £.î  =  5.6.7  Sx\  *Jf-~k3JMJBltt 

d1 X  d%  Y 

j-,  :=2.3.fc  5.6.7.8x,  j-f  —  0  tind  die  folgcnden  diffe- 
rentialia  aile  evanesciren.  Dahero  wird 

So  oft  also  X  eine  functio  intégra  von  jc  ist,  weilen  bey 
einer  jeglicben  Difterentiation  die  dimensiones  abnehmen,  so 
muss  immer  ein  terminus  summatorius  in  forma  tinita  ge- 
funden  werden.  Wenn  aber  der  terminus  generalis  X  eine 
Fraction  ist,  so  geben  aurb  die  differentiationes  in  infinitum 
fort  und  folglicb  wird  der  terminus  summatorius  per  seriem 
infinitam  evprimirt.  In  diesem  Fall  kann  auch  die  constat* 
adjirienda  nicht  andrrs  gefunden  werden  als  dass  man  da- 
tum  terminorum  numerum  actu  addire  und  die  constantem 
so  annehme,  dass  in  diesem  Fall  die  bekannte  Su  m  ma  heraus- 

komme.  Als  es  sey  S  ~  \  -\-  ^  4-  ~  -j-  ^  etc.  •  •  •  fyi 
so  ist  X  =  \    und  I  Xdx  •=.  Constant  —  ~  :  femer 

x  '  Ixx 
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dX  _  ££X__3L4    £1?  —      3i5    3.4.5.6.1 

dx*  —  xl  9   dx*  —  "    ~  x*    '  dx*  —"  x* 

Dahero  wird  S  -nConst. 

Um  die  constantem  zti  finden,  go  addire  man  actu  10  ter- 
minos.  Gesetzt,  die  gefundcne  Summe  sey  N,  so  musa,  po- 
sito  x~l0,  S—N  werden,  also  wird 

Const.  =  A  4-  27,02— ^108i~2.2.1o^2Tlô*~l"2.6.io,—  etc* 
woraus  dièse  constans  verae  proxima  leicht  gefunden  wird. 

Hiernach  kann  man  leicht  die  su  m  ma  m  seriei  ad  datum 
quemvis  terminum  finden ,  und  wenn  man  die  summam  in 
infinitum  verlangt,  so  setze  man  x  z=z  oo,  und  da  wird 
S  —  Const. ,  also  die  constans  inventa  ist  die  summa  «eriei 
in  infinitum  continuatae. 

Wenn  man  dièse  seriem 

actu  summirt,  *o  ist  die  Summ  deswegen  merkwurdig,  weil 
durch  dieselbe  die  quadratura  circuli  so  nahe  gefunden  wer- 

den  kann.  Es  sey  i  =z  S  ^  L_  _L  _L_^  _j  1  L  ,  , 

3  aa    1    aa-\-\    •    aa  *■  k  '  aa+aa 

so  wird  proxime  seyn  n  —  kas  —  -?--|_JL.  Als  wenn  man 
setzt  nui,  fit  x  -=z  1,5  et'  n  Z=  3,166666  ...  eu  gross. 
Si  a  —  2  fit  j  —  l-j-l-f-l—  0,575;  kas—kfi  und  also 
*  =  3,1^166666.  .  .zu  gros». 

SU  p  =  3,nt  s  =  {  -f  1  +  1  -f-  i  :=:0,3<i35897%35897!>35897 
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kas—\2s—  1,1230769230769210 
subtr.     —  zz:  1 

a 

add.    -i-  :=  0.0185185185185185 

fiaa 


fiet  7T  =  3.1V1595U1595U15.  Dièse  Expression  gibt 
also  die  Peripherie  mimer  zu  grogs.  Ich  habe  demuach  den 
exeessum  gesucht ,  und  gehinden ,  dass  se) 

3  t  I  II  5  I 

n  ==.  *  as  —  -  f  -  •         —  ^  •  ^r^f  -h  6  *  2«  s  ua" 

~  T  *  2«  7.15a1*  42     *  '28.«>.19a,B 

85>*.'i>3  1   7fi9T/927  1 

~6        *210  11  .2j,i"  ^        -2       '2»M3.27«M  " 

•W 

alhvo  dieser  letzto  terminus  uugemein  klrin  wird,  wenn  a 
mittelrnàssig  gros»  angenommen  wird;  denn  es  ist  sebon 
*ST:=  153552990,  weilen  eT  —  23,1  V0G9.  -  Ew.  wartm  ein- 
mal  auf  Operationen  hcdarht,  wie  man  Zahlen  finden  kônnte, 
so  obne  einige  legrm  fortgingen,  uni  zu  versurhen,  ob  man 
niebt  etwa  auf  eine  solche  Art  die  Zabi  ;z~3,tVl59  etc. 
herausbringen  konnte.  Solche  irre™ul:ire  Zahlen  konnen  nun 
gefunden  werden  durrh  die  ordentlirhe  Division,  wenn  man 
bey  jeder  Opération  den  divisorem  uni  1  verinehrt;  als  aus 
diesem  Exempel  zu  sehen 

1  1  2  '1  h  2  fi  4  4  10   1    10  9  fi   tS   6    9  18  9 

1, 0000000000  0  000  00  00  0000 


Dividend 
Divisorps 


1,  2, 5,  6.7.8,9,10,11,  12,13. l 't.  1".  18,  I1..20 


Quotas     0,fc6V7  82  7fc3  9  07  6  39  3  '+  d  <t  etc. 

Wenn  ich  nehmlirh  so  viel  mal  nehmen  kônntr,  dass  nirbts 
ùbrig   bliehe,   so   nehmp  irh  einmal  weniger,   damit  dièse 
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Division  in  infinitiim  forl^ehe.  Wcnn  nian  nun  auf  eine 
soiche  Art  die  quadraturam  circuli  nnden  kônnte,  so  hielte 
ich  dieselbe  fur  so  gut  als  wùrklich  gefunden. 

Auf  die  vorher  hesrhriebene  Art  durch  die  séries  n  rz: 

\as  —  —  +  - — etc.,   wenn   fur  a  eine  etwas  crosse  Zahl, 

a  fi  art  '  D 

als  10,  genommen  wird,  kann  der  valor  ipsius  tt  auf  viel 
Fiçruren  ziemlich  leicht  «çefunden  werden,  allein  da  die 
coëfficientes  sehr  irrepular  fortçehen,  so  halte  ich  keine  Mé- 
thode bequemer  uni  den  valorem  ipsius  n  zu  tinden,  als  die- 
jcniçe,  welchc  schnn  lâjiçstens  rinnial  gefunden.  Ich  weiss 
nicht,  oh  Ew.  dcrselhcn  sich  noch  erinnern:  sie  bestchet  aut 
zwey  scriebus.  dercn  j-dc  sfark  converçirt  und  auch  leicht 
per  approximationes  auf  sehr  viel  Figurcn  suuimirt  werden 
kann.    Es  sey  nehinlich 

A —  l~2  "+"  H.T2        5.7*       7.24  ~"~  ÏK'i*  "+"  11. '2*  ~~  13. V  CtC- 

u  _    ■       1    ij  L  lJ  1       I       1  etc 

n  —  T5'~T&'TW       1.7^9.7*       11.1»"+  l.V2l»~elC' 

so  wird  seyn  n  —  k  A  -(-  2  B  oder  es  ist 

3_l±_^J  î  Lj.J_4.J-    1  _J  ! 

1  1 

~~  T4     ~~  15  i*  elc 

Da  in  diesen  seriebus  nur  die  potestates  binarii  vorkommeu, 
so  kann  ich  auch  soiche  geben ,  worin  nur  die  potestates 
von  2  und  3  enthaltcn  sind.    AIso  wenn  man  setzt 
r        1  1  1  1  ,      t  1 

und 

n_  1  î  i  1  !  î  1  1       .  etc 

X/—  3         3  3»  ^5.3*        7  3'  ^  9.3»         113»»  ^  eiC* 

so  wird  seyn  rr  ir.  hC -h- k-'D.  Dièse  séries  scheinen  mir  nun 
wcit  bequeiner  zu  seyn    als  diejetiige,  welcher  sich  Sharp, 
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Machin  und  Lagni  bedienet,  als  welche  ihre  grosse»  Zah- 
len  dureh  Hulfe  dieser  seriei 

_  2V3        2/3        2/3        2/3    ,    li  3 
*  —    1  3.3  7.3'    '    ».3«  '~  etC' 

gefunden,  welche  nicht  so  stark  eonvergirt,  als  eine  von 
den  obigen,  und  noch  dazu  dieser  Schwierigkeit  unterwor- 
fen  ist,  dass  man  erstlich  j/?  auf  so  viel  Figuren  als  man 
haben  will  suchen,  und  dann  dièse  beschvverliche  Zabi  be- 
standig  dividiren  niuss.  Deswegen  kann  sich  in  keinem  ter- 
mino  eine  revolutio  periodica  figurarum  finden,  wodurcb 
man  die  folgenden  Figuren  aus  den  vorhergehenden  finden 
kônnte.  Dahingcgen  bey  meinen  seriebus  dieser  Vortheil  in 
einem  jeden  termino  stattfindet,  so  dass  ich  wohl  10  ter- 
mine* per  fractiones  décimales  von  meinen  seriebus  evol- 
viren  wollte ,  ehe  Lagni  einen  einzigen  von  seiner  evol- 
virt  hat. 

Enter. 
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LETTRE  LIX. 

GoLDBACH  à  ElJLEH. 
Sommaire.     Continuation  *ur  le»  mêmes  sujet*. 


St   Petenbnrg  <L  4.  Mai  194S. 

Ich  sehe  in  der  That,  dass  das  letztlich  angefùhrte  lemma  1 
nicht  alsofort  au»  dem,  was  ich  vorher  von  der  aequatione 
kmn  —  m  —  1  zz:  a%  geschrieben  hatte,  erhellet;  dahero  bitte 
ich  nachfolgendes  raisonnement  in  considération  zu  ziehen: 
Si  in  aequatione  E .  .  .  kmn  —  m  —  1  —  a*  ponatur 
m  —  bi>  —  l ,  v—  hn%M  —  n  et  a*  zz:  i6n*  Ax,  transmutabitur 
aequatio  E  in  F.  .  .bnM  —  M —  1=^4*  quae,  cum  non 
différât  ab  aequatione  E ,  nisi  sola  specie  litterarum  M,  A 
et  m,  a,  et  pro  unaquaque  harum  litterarum  poni  possint 
omnes  numeri  integri  aftirmativi,  necesse  est  aequationem 
E  et  F  unam  eandemque  esse.  Si  vero  in  E  solus  valor  (ex 
hypothesi  impossibilis  mz=.kv — I  comprehendit  aequationem 


Corr.  math,  et  phyt.  T.  I. 
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F  in  omni  sua  amplitudine,  quae  aequatio  F  rêvera  aequi- 
valet  aequationi  E,  sequitur,  per  casum  m-=z\v — 1,  si 
impossibilis  est  in  E,  non  magis  excludi  omncs  rasus  pos- 
sibiles  aequationis  F,  quam  omncs  casus  possibiles  ipsius 
aequationis  E,  cum  nulliis  casus  possibilis  reperiatur  in  E, 
quin  sit  assignabilis  in  F. 

Dièses  wird  sich  hoflfcntlich  auch  in  dem  von  Ew  vor- 
gcschlagencn  parallelismo  mit  der  Forinul  knx  —  x-f-i, 
dcren  casus  quadrabilitatis  ich  nicht  untersuchet  habe,  sou- 
tcnircn.  VVo  nicht,  so  wird  es  mir  lieb  seyn  die  Sache  ins 
kùnftige  besser  einzuschen.  Ich  danke  indessen  dienst).  fur 
die  in  Ew.  Schreiben  enthaltenen  schôncn  theoremata,  wo- 
von  ich  viclleicht  kûnftig  etwas  zu  meldcn  Gelegenheit  ha- 
bcn  wcrde.  Goldbach. 
P.  S.  Haben  Ew.  eine  Méthode  den  valorem  in  dem  casu 
zu  determiniren,  da  f—  i  und  tt  in  der  gcwôhnlU 
chen  Bedeutung  genommen  wird  in  hac  formula? 

•/(/-  %)      /*  (/-  l)2  V  ^  "2  ^  3  ^       ^  f  )     /(/-  i)* 
!ch   halte  dafiir,   dass   der   valor  quaesitus  alsdann 

seyn  werde 

Wenn  ich  mich  recht  crinncre.  so  haben  Sie  mir 
ehcmals  eine  Formai  communi«iret,  welche  die  ium* 

mas  scrierum,  quarum  formula  est  ~^rj-x»  generaliter 
gibt,  posito  pro  f  numéro  quociinque  ctiam  fracto; 
die  Formul  selbst  aber  ist  mir  vorjetzo  nicht  bekannt. 
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LETTRE  LX. 

EULER   à  GOLDBACH. 
Sommai»!.   Continuation  rar        mime*  «ijeu. 


B«rlin  d.  31.  Mû  174». 

Aus  der  Verwandelung  dieser  Formul  hmn  —  m — iznaa 
in  dièse  àhnliche  kMn  —  M — 1  =  A  A  facta  substitution© 
m  ~  hv — t,   vz=.KnnM  —  n  et  a«zzt6n*^*  kann  ich 
nicht  sehen,  dass  mehr  folget  aïs,  si  formula  kmn  —  m— I 
qaadrata  nequeat  esse  casu  m  —  k  v  —  1 ,  omnino  quadratum 
esse  non  poterit;  oder,  wenn  man  demonstriren  kônnte, 
dass  Kmn  —  m  —  1  nullo  casu  m  —  *  i>  —  1  ein  Quadrat 
wàre ,  so  wàre  zugleicb  richtig  erwiesen ,  dass  eben  dieselbe 
Formul  nullo  prorsus  casu  ein  Quadrat  seyn  kônnte.  Hin- 
gegen  kann  dièse  Conclusion  nicbt  zugegeben  werden  :  om- 
nes  casus,  quibus  V  ma — m — 1  sit  quadratum,  babere 
m~  \v  —  I.   Aber  dièse  Conséquent  bat  wiederuro  îbre 
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Riehtigkeit  si  cognitus  csset  casus,  quo  Vmn  —  m —  1 
neque  tamcn  fucrit  m  numerus  formae  kv  —  1,  ex  co  certe 
alius  casus  derivari  posset,  quo  m  esset  mimeru*  formae 
Vi> —  i.  Uni  aber  die  Sarh  deutlicher  zu  marhen ,  so  will 
ich  dièse  àhnlichc  Formul  9mn  —  m  —  \~aa  betrachten, 
welche  wenn  man  setzt  m  —  9  i> —  1,  PZz9ftf|j(f  —  n  et 
a  —  9n  A  in  dièse  9  Mn  —  M  —  I  —  A  A  verwandelt  wird. 
Wenn  man  nun  schliessen  wollte  dièse  Formul  9 mn—  m—  I 
kiinne  kein  quadrahim  scyn,  nisi  m  sit  numerus  formae 
9t'  —  1,  so  wiirde  di<*  Cnrichtigkeit  dièse»  Schlusses  sogleich 
erhellen.  denn  9r?m —  m —  t  wird  ein  quadratum  in  fol- 
genden  casibu*: 


nz. 

2,  m  — 

1 

n  — 

3 ,  m  — 

1 

/i 

=  6,  m  — 

10 

n  — 

2.  m  — 

10 

n  ~ 

3 ,  m  ~ 

17 

n 

~  6,  m  — 

17 

n  — 

2,  m  — 

26 

n  — 

3,  m  — 

37 

n 

—  6,  m  — 

109 

n  — 

2,  m  — 

53 

n  — 

3,  m  — 

85 

n 

=  6,  m  — 

130 

etc. 

etc. 

etc. 

woraus  erhellet,  dass  9mn  —  m —  1  inBnitis  modis  ein  qua- 
dratum seyn  konne,  ohne  dass  m  ein  numerus  hujus  formae 
9^ — 1  ist,  ungeacht  eben  dasjenige  raisonnement  hier  an- 
gebracbt  werdcn  kann,  welches  bey  der  Formul  Un-m-i 
gemacht  worden. 

Dièses  Jahr  hat  der  Hr.  Prof.  Daniel  Bemoulli  das  ganze 
praemium  erhalten  und  meiner  pière  ist  das  Accessit,  je- 
doch  ohne  mcincn  Nahmen  zuerkannt  worden. 

Nunmehr  sind  die  opéra  Joh.  Bernoullii  omnia  in  vier 
Quart -Bânden  fertig  worden.  Der  Verlegcr,  M.  Bousquet, 
hat  dieselben  selbst  hiehergebracht  und  dem  Kônige  ein 
magniHq  eingebundenes  Exemplar  praesentirt.  Ich  habe  auch 
eins  von  dem  Hn.  Bemoulli   zum  Praesent  erhalten.  Die 
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3  ersten  tomi  enthalten  aile  seine  Piècen,  welche  bisher 
hin  und  wieder  gedruckt  worden,  der  4te  aber  die  anecdota. 
Da8  Exemplar  wird  nicht  anders  als  fur  20  Rthlr.  in  Franc- 
furt  verkauft.  M.  Bousquet  liât  einen  Contract  mit  mir  ge- 
schlossen,  kraft  welches  er  aile  meiue  Schriften,  ausgenom- 
men  diejenigen,  welche  ich  nach  St.  Pctcraburg  zu  schicken 
schuldig  bin,  drucken  wird,  und  wird  den  Anfang  mit  dem 
tractatu  de  Isoperimetris  machen.  Er  batte  gern  mit  der 
Scientia  navali  angefangen;  ich  muss  aber  erst  vernehmen, 
ob  die  Akademie  noch  gesinnt  scyn  wird,  dassclbe  zu  drucken. 

Ew.  problema  de  inveniendo  valore  hujus  expressionis 

p_     .«       ■        t  (gn-l)(t+4-+-f+-  +  ^) 

6n(/t  — 1)  '  «(«—  i)*  an  [n  —  1  f 

casu  quo  n  —  1  ist  gewiss  mit  eiues  von  den  sebwersten  in 
dieser  Art.  Ich  habe  eben  denjenigen  valorem  herausgebracht, 
welchen  Ew.  mir  entdecket.  Um  denselben  zu  rtnden,  habe 
ich  gesetzet  n  zzz.  1  -\-  a,  dénotante  a  numerum  evanescentem. 

Sit  enim  hoc  casu  1  +   ^^  —  Q  atque  for- 
mula proposita  abibit  in  hanc 

r  —  6a(l-f-«)    I    a»(l  +  a)        a»(M-«)2  "~ 

T(.L-0+P-T+»-<?0+*«)(?-|+3)^ 

Die  ganze  Sach  kommt  also  auf  den  valorem  ipsius  Q  an, 
posito  n  ~  1  -\-  et.    Diesen  finde  ich  also  :    gcneraliter  ist 

Qz=z  fj^jdx  si  post  integrationem  ponatur  jrzr  t.  Oenn 
es  ist  zz  1  +  x  4  a.1  4-    .  •  x"    1  folgluh 
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dahero,  facto  x=l,  erit  Q=  1 +4-  +  4--I  1-— ,  ww 

angenommen  worden.  Nun  seize  ich  n  zz.  i  -\-  a,  eritqoe 
Q—  J  ~i~x  ~  àx  —  /**  ~        dx.    At  cum  sit  generaliter 

*  -  «  -  y/f£  ('*>'  -  ï/f£  P*»'  -  «*•• 

posito  post  singulas  integrationet  a;  —  1 .  Nun  integrire  ich 
eine  jede  Formul  à  part. 

Primo  est  f^^lxzz  fdx  (x  -h  x»  +  x*  +  etc.)/*;  at 

generaliter  est  fxmdxlx~  —  fr-iff  poaito  post  tntegratio- 

nem  x  —  1.  Ergo  erit  f\^zx  ^x  —  —    —  3T  —    —  etc.  — 

—  A+  1  =  !  —  ™ posito  i=t  +  ^  +  p-h^t  + 

Secundo  est  y^^-(/x)*  yrfx  (x -|-x*-|-x*-|--etc-)  Cx)*ï 
at  est  generaliter  fx"'dx  (/x)*  ~        g|  posito  x  —  1 ,  unde 

*  fêk ^  - 2  (* + ^ + + etr) p»«to 

Tertio  est  ff^L(lx)s  =  fdxix  +  x*  +  x*  +  etc.)  (/x)*; 
at  est  generaliter  fxmdx(lx)*=.  —  ^m  +  v>i  posito 
unde  fit  ]^z(lxY  -  _  6  (1  +  3~«  +  £  +  etc)  - 

—  6^C  —  I)  posito  C-z  1  -1-  a-4  ^-  p  |  eh. 
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Simili  modo  si  ponatur  D~  *~l~Jî~i_^s-h^s"h  etc*  e*  ^= 
1  +  ^  -f-  ^  +  ^  4-  etc.  reperietur  tandem  Q  —  1  -f  -  a(A  —  1) 
—  a*(B — l)-|-aa(C  —  1;  —  etc.,  hincque  ob  A  —  ~  erit 

P  =  t—  ^+0  +  ?  ^- ?  +   + etc-) 

wie  Ew.  gefunden  haben. 

Fur  die  summa  seriei       '  —  babe  icb  eine  formulam 

*  -h/* 

integralem  scbon  làngst  gefunden;  nun  aber  hat  midi  eben 
dièse  Untersuchung  atif  eine  bequemerc  Expression  geleitet, 
welche  allem  Anseben  nach  Evv.  bekannt  seyn  und  Diesel- 
ben  ebenfalls  auf  dièse  Materie  gefùhrt  haben  wird.  Denn 

da,  posito  x  z=.J ,  gefunden  ist  1  +  +     +  "  /XI = 

1  -\-J(A  —  i)— Jf(B—  t)4-/3(C  —  1)  —  etc.  erit  quoque 

1  +  T  +  T  ~1  *~  i+7=  1  2(2+/) +  3(347)  *<*ï7î 
+  etc.  SM  =  /,T+/*  =  î^+iTO 

J(B  -  1)  +//(C  -  1)  -f  (D  -  t)  +  etc. 

Euler. 


- 
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LETTRE  LXI. 


GOLD  BACH  à  EULF.R. 
SoMMàlKK.   Continuation.  Division  infinie. 


St.  Pelenburi  d.  39  Juni  »t  n.  174S. 

Ew.  waren  in  Dero  vorigem  Schreiben  der  Meinung,  dass 
Aile»  auf  dem  bewussten  ersten  lemmate  beruhete,  und  wenn 
dasselbe  seine  Richtigkeit  hàtte,  an  der  Démonstration  des 
theorematis  nicht  das  Geringste  auszuset/en  wàre.  feh  wollte 
dahero  in  meinem  letzten  Briefe  die  Wahrheit  des  lemmatis 
primi  darthun,  und  sehe  auch,  dass  irh  darin  nicht  ùbel 
rëussiret  ,  nachdem  Kw.  zugeben,  dass  wenn  man  demonstri- 
ren  kônnte ,  dass  hmn  —  m  —  1  nullo  casu  m-=zhv  —  I  ein 
Quadrat  wdre,  zugleich  richtig  enviesen  seyn  wùrde,  dass 
eben  dieselhe  Formul  nullo  prorsus  casu  ein  Quadrat  seyn 
kônnte;  dièses  ist  aber  der  einzige  fnhalt  des  lemmatis  primi. 
Ohngeachtet  aber  beyde  lemmata  ausser  Zweifel  sind ,  so 
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erkenne  ich  do»  h  nunmehro,  dass  diète  Démonstration  aut 
einer  andern  Ursache  nicht  bestehen  kann,  denn  et  heistet 
daselbtt:  aequalio  C  non  potest  fieri  vera,  nisi  M  sil  numerus 
hujus  formae  W —  t  {per  lemma  primum);  dietet  folget 
aber  in  der  That  aut  dem  lemmate  primo  nicht.  Vielleicht 
findet  tich  kùnftig  etwat  Betteret. 

Die  tummam  der  Formul 

t  i»«-i)(«+T+T+--4) 


l> —       "  | 

—  6/i(n-i)  aa(n—  i)% 

catu,  quo  n=i,  welche  Ew.  durch  eine  to  schône  und 
générale  Méthode  héraut  gebracht,  hatte  ich  ganz  ohngefàhr 
und  nur  in  telbigem  catu  particulari  allein  angemorket, 
denn  weil  die  séries 

^••n+â(«+i)+W«+T  +  T) 

1  1.1 

1  "+"  7}  +  3*  +  Ï*  ■** 

aut  nachfolgenden,  numéro  infinitis  teriebut  bettehet 

B* '  "  TXÏ  +  ÏYÂ  +  3X9  +  VTTs  +  ete'  =  1  +  1  —  T 

c',,^  +  3-îi  +  rb'f  irrië  + etc-  =  tt*  + 

-•4.0+4) 

'  *  ixî  +  an + si»  +  êTfTe  + ctc-  =     +  t£î 

etc. 

und  die  tumma  général»  omnium  sérier um  B,  C,  D  etc.  ist 
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so  wird  die  lumna  seriei  B  allwo  n  —  1)  —  a  -j-  i  — ~- 

Diejenige  Division,  welche  Ew.  in  Dero  Scbreiben  vom 
9  April  angefuhrct  hahen,  dienet,  so  viel  ich  sehe,  nur 
dazu,  dass  man  in  dem  quoto  einen  nomerum  non  circu- 
lantem  cr  halte;  dergleichen  nu  mer  i  non  circulante*  aber 
kônnen  auf  unzàhlige  andere  Arten  ohne  »olche  muhsame 
Division  gefunden  werden,  zum  Ex.  der  numerus 

1 . 1  .  .  1 ...  1 ....  1  etc.  in  inf. 
ist  gewiss  non  circulans,    es  môgen  die  loca  vacua,  quae 
punctis  designata  sunt,  mit  allen  Zahlen  nach  Belieben  (wenn 
es  nur  nicht  lauter  I  in  infinituin  sind)  ausgefùllt  werden,  als 

1 01 00 1 000 100001 000001  etc. 
121221222122221222  21  etc. 
10123UM1267U351U  etc. 
etc. 

Es  kônnen  aile  frartiones  rationales  per  denoininatorem 
10000.  ...  et  numeratorem  circulantem  exprimiret  werden, 
welebe  numeratores  aber  zweierhy  sind,  lj  in  quibus  datur 
elementum  initiale   non  circulans,  2)  in  quibus  idem  est 

elementum  initiale,  quod  circulans,  als  z.  Ex•-y^~ïoI,  allwo 

das  elementum  initiale  non  circulans  ist  5 ,  das  unterstricbene 
elementum  circulans  ist  0 
i  3 

allwo  das  elementum  initiale  und  circulans  i 

3  «0 

ist,  nehmlich  3. 

6,  3265430198 


sind  non  circulantes. 


allwo  das  elementum   initiale  =3. 
16?  10 

das  elementum  circulans  =765*32198.    Es  trifft  sicb  auch 
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bisweilen ,  daM  dat  elementum  circulans  a  us  so  vièl  Ziffern 
bestehet ,  als  in  dem  denominatore  fractionîs  — r-r  dcr  nu- 

«  +  1 

merus  a  unitates  hat ,  ex.  gr.  si  a  —  22  ,  erit 

j         43*783608695653 1 739 1 30 
23      TÔÔ  ' 

Wenn  man  setzet 

—  Y  und  dV=.  Pdy,  so  wird  die  formula  —  —  n  die 
summatrix  tôt  terniinorum  seriei 

A  •  >-> -i    sy-i  "t" 5^-»  - 1  +  etc- 

quot  n  continet  unitates;  est  autem  terminus  generalis  seriei 
A~^x_x  ly-i_t9  posita  x  pro  exponente  terminorum  ; 
igitur  quia,  si  ponatur  y  —  ~t  séries  A  transit  in 

fî  "  7^3+577  +  9~7ï  +  Ï3~Ï5  +  etC' 
quaè  in  infinitum  eontinuata  aequalis  est  semicirculo  eujus 

Pr 

diameter  =  1,  erit  seriei  B  summatrix  p- —  n,  si  dif- 

ferentiatione  peracta  ponatur  y—-^*  Sit  ex.  gr.  n  m  2,  fiet 


)y-1y*    38 


Py      a   10J     -1       _  10 

Y  — 9/--*- lO^-'+l       9  -  \Qy-\-y%  105' 

[/Vote  marginale  d' E,0er  : +  +  ^_  p  +  +  etc. 

1  l  !  n  V y         n  V  y  ~\ 

p=r~i  +  ^prrzr,  +  vy=  rzn  +     -  ~T~  «"*  ~r  J' 
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Eft  gibt  unzàblige  quadrata,    welche  zu  dieser  Formul 

C  .\nn  -f-  2  (rn  —  1)  n  m  —  1,  denontantibus  m  et  a  nu- 
meris  integri»  affirmativi»,  nicht  gcbracht  werden  kônnen, 
als  1*,  2a,  3*,  5*,  71,  etc.  Wenn  man  aber  eine  formulam 
infinitorum  quadraturum  ad  formulam  C  non  revocabilium 
geben  kônnte,  »o  wàre  auch  das  problema:  invenire  nume- 
rum  primum  dato  quocunque  majorem  solviret. 

Dato  termino  primo  «eriei  —  et  lege  progretsionis  bac, 

ut  dato  quocunque  termino  —  fiât  terminus  sequens  ~ 
a  :  '  x  .  .>  erit  summa  totiut  «eriei  -=l  — ï—> 

A(A  —  i)-f- 1  a—  1 

Goldbacb. 
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LETTRE  LXII. 


EULER    à  GOLDBACH. 
Somma  me.   Continuation.  Réponse  é  la  lettre  précédente. 


Berlin  d.  0  Juli  1845. 

Ew.  erstes  lemma,  worauf  ich  die  ganze  Démonstration 
gegriindet  zu  scyn  glaubte,  hatte  ich  nicht  sowohl  nach  den 
Worten,  womit  dasselbe  ausgedruckt  war,  betrachtet,  ait 
nacb  der  Application  desselben  in  den  nachfolgenden  Pro- 
positionen  und  habc  deswegen  die  ganze  Démonstration  aus 
eben  demjenigen  Grunde  fur  unrichtig  gehalten,  welchen 
Ew.  anjetzo  selbst  anzeigen.  Denn  ich  gab  zu,  dass  wenn 
4-mn  —  m  —  1  nullo  casu  m  —  kv  —  1  ein  quadratum  ware, 
eben  dieselbe  Formul  nullo  promis  casu  ein  quadratum 
*eyn  kônnte.  Ich  zog  aber  diesen  Satz,  worin  die  Application 
bestund,  in  Zweifel  :  quod  omnes  casu»,  quibus  unquam 
formula  kmn  —  m — t   quadratum  fieri  que.tt,   ideo  in  bac 


—  23a  — 

forma  mrzz  kv  —  I  contineantur.  Die  Unrichtigkeit  dieser 
Application  kann  durch  folgendes  Exempel  am  deutlichsten 
eingeseben  werden:  Si  demonstrari  posset  nullum  n  uni  o  ru  m 
imparem  esse  quadratum ,  simul  demonstratum  foret,  nullum 
prorsus  numerum  esse  quadratum.  Dièse  propositio  bypo- 
thetica  hat  ihre  vôllige  Ricbtigkcit;  daraus  aber  folget  dièse 
keineswegs:  Ergo  si  ulli  dantur  numeri  quadrati,  ii  omnes 
erunt  numeri  impares. 

Die  Art,  nach  welcher  Ew.  den  sohônen  Satz,  betreflfend 
den  valorem  expression is 

.       .  (2n-l)(l+l  +  |+-4) 

6«(n  - 1)     it(/i -  i)«  ni*(n— - 1)* 
casu  r i  —  t ,  berausgebracht ,  ist  sehr  merkwiirdig.  Man  kann 
auf  eine  àbnliche  Art  viel  andere  dergleirhen  sehône  Sàtze 

herausbringen.  Als,  da 

_J   1        1  i  /   i   1_\ 

m  (m  — a)2        a     (m  —  a)2        a  a  \m  —  a        m  / 

so  wird  seyn 
etc. 

Erit  ergo  generaliter 

*Tï*       (n-f  1)  2*  +  (n-f  !l).3»        («  +  3).4*        6tC*  = 

— 'f|  +  i-Li-L...  +  _L ^  - 
(n-  (n-  t)a  V  2  ^  3    '         ^  n  -  1  /  ■  — 

(/i-l)6       (/»  -  1)*  V      '    '2  ^  3    '  '  nj^n{n-i)* 

Dahero  muss  dieser  expressionis  valor  casu  quo  n  m  f  die 
iuramam  hujiis  seriei  geben  1  -J-  ^  +         ^  -J-  etc. 
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Oh  diejcni^e  Division ,  wodurch  ich  einen  numeruin  in 
infînituui  excurrentem  non  circulantem  erhalten,  in  der  That 
einigen  Nutzen  haben  kônne,  will  ich  nicht  bestimmen;  ich 
dachte  aber,  wenn  man  auf  eine  solche  Art  dièse  Zahlen 
3.1  M  59265  etc.  herausbringen  kônnte,  die  quadratura  cir- 
culi  fur  vôllig  gefnnden  gehalten  werden  kônnte.  Ew.  Art 
numéros  circulantes  zu  formiren  war  mir  noch  sehr  wohl 
bekannt:  es  ist  aber  meines  Erachtens  dienlicb,  viel  dergléi- 
chen  Arteh  zu  bemerken,  um  etwan  mit  der  Zeit  eine  sol- 
che zu  entdecken,  wodurch  die  quadratura  circuli  ausge- 
drùckt  werden  kônnte.  Es  findet  sich  aber  in  Ew.  Art  noch 
eine  gewisse  Ordnung,  dergleichen  in  den  Zablen  3,1  k\ 59  etc. 
allem  Ansehen  nach  nicht  stattnndet.  Dass  aile  numeri 
rationales  in  fractiones  décimales  circulantes  (das  elementum 
initiale  ausgenommen)  resolvirt  werden,  ist  eine  proprietas 
essentialis  numerorum  rationalium,  und  es  ist  leicht  zu  se- 
hen,  dass  das  elementum  circularis  fractionis  decimalis  en 

hac  fractione         ortae  niemalen  mehr  als  b  Figuren  ent- 

halte;  denn  wenn  man  wirklich  dividirt,  so  kônnen  nicht 
mehr  als  A-erley  residua  ùberbleiben,  so  oft  man  aber 
gleiche  residua  bekommt,  so  oft  circulirt  der  quotus. 

Die  expressio  summatrix,  welrhe  Ew.  fur  dièse  seriem 
 i  i  t  .  i  

geben ,  kann  in  vielen  Fàllen  sehr  nùtzlich  seyn.  Es  kônnen 

aber  immer  aus  factoribus  per  differentiationcm  séries  sum- 

mabiles  gefunden  werden.   Die  von  Ew.  gefundene  Sumin 

bringe  ich  solchergestalt  heraus.  Cum  sit 

<)•— — %)<*y~l-  1  (5»)-1-  l)...«2*~ -if  y  1    1)=  F, 

erit 
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lY-=zl(y      1  ) 4- /(3*  v-1— 1  ) -h  /(5* j~'-.1)-K..+/((2ii—  t  )  V"1-*  ) 

==/ri-j)+/(3t-j)+/(5*-j)H-...H-/((2»-.|)1--j)-.ii/j 
tumantur  differentialia,  eritque 

y  r—       1-r      38-^      5»-^      "'  r* 

Multiplicetur  per  —  ^  erit  —  ^  —  n  — 

Um  aber  auf  dièse  Art  einen  numcrum  terminorum  finitum 
zu  summiren,  so  dcucht  mir,  dass  die  additio  actualis  nicht 
schwerer  seyn  wiirde ,  als  die  Execution  dieser  Méthode. 
Wollte  nian  aber  dièse  sericm  in  infinitum  excurrentem 
su  mm  ire  n ,  so  wiirde  man  auf  dièse  Art  um  so  viel  weniger 
gewinnen,  da  man  die  stimmam  hujus  seriei  A  alsdann  ab- 
solute  anzeigcn  kann.  Denn  man  suche  einen  angulum  et, 
qui  sit  ad  angulum  rertum  ut  Vy  ad  I  ;  ait  porro  radiui 
ad  tangentem  hujus  anguli  a  ut  1  ad  Q ,  dico  fore 

jr-\^  t  +  3t, Ji  _  t  4-  ,s«r-i__  t  +  gtc-  in  infinitum  = 
tenente  n  valorem  consuetiim  3,1  VI 59265  etc.  ïch  kann  auch 
die  summam  hujus  seriei  angeben 

Sit  enim 

,:=t  +  T  +  Tl  +  ÏTÏ+ÏTn  +  etr' 

ac  ponatur  e*y?  -=z&,  «eu  sit  l.Q—nV  y  *  eritque  somma 
quaesita  ^~  j.HlZ.  Est  vero  quoque 

^     1  1.2    '   TTÏTâ        1  2.3.4  ^ 

Vel  ponatur-'  imyzz.  n,  erit  sequenti  modo 
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'2  P  — 

•  +  -" 

3  + 


n 

5  +  


7  + 


9+^ 


1 1  +  etc. 

Diète  Exprettion  ist  eine  frartio  continua,  von  welcher  Ma- 
te rie  etliche  Dissertationen  im  akademischen  Àrchiv  liegen, 
um  deren  Copie  ich  letztens  angehalten,  weilen  ich  das 
Meiste  vergessen,  und  bei  mir  nirgend  angemerkt  finde. 

Was  fur  Quadratzahlen  in  dieser  Expression 
U*4  2  (2m  —  1)  n  +  m  —  I 
nicht  enthalten  sind,  ist  schwer  zu  sagen,  indem  diejenigen 
quadrata,  welche  darin  enthalten  sind,  nicht  anders,  als  durch 
unendlich   viel  Fonnuln  ausgedruckt  werden  kônnen.  Fur 
das  erste  habe  ich  gleich  gesehen,  dass  aile  biquadrata  in 
dieser  Formul  enthalten  sind.   Hernach  kann  ich  unendlich 
viel  séries  numcrorum  gehen,  deren  quadrata  in  dieser  Ex- 
pression lns  -t-  2(2m —  i)n  -\-  m  —  1  enthalten  sind:  nehra- 
lich  aile  Quadratzahlen,   welche  in  nachfolgenden  formulit 
enthalten  sind,   werden  zugleich   in  obiger  Expression  be- 
griffen:    (5p±i>2;   (13p  ±  kf;   (I7p  ±  8)*;  (29p  ±  6)*; 
(37p±3)*;  (Mp±i6)*;  (53p±\5)%;  (6lp±25)*; 
(73p±  23)a ;  (89p±  1 7)1  ;  (97p±  1  !  )a  ;  (1 0 1  p± 5)* ;  (  1 09p± 38)1  ; 
(113p±*9)*;  fl37p±50)î;  (H9p  ±  22)»;  (157p  ±  H)*; 
(173/r  ±40)*;  (»8tp±8t)1;  (t93p  ±  56)*;  (197p  ±  7)*; 
(229p±61)*  etc. 

Diejenigen  quadrata  aber,  welche  in  keiner  von  diesen 
Formuln  enthalten  sind,  sind  allein  diejenigen,  welche  Ew. 

Corr.  math  et  phyi.  T.  t.  f  Ç 


Expression  nirht  in  sirh  begreift.  Es  kàme  also  darauf  an, 
wie  man  auf  leichte  Art  aile  diejenigen  Zalilen  finden  solle, 
welche  in  keiner  der  obigen  Formuln  bogriffen  sind,  und 
da  wùrde  man  freylich  das  problema,  de  invrniendo  nu- 
méro primo,  dato  majore,  leicht  solviren  kônnen.  Denn 
wenn  man  setzt     n1  -|-  2  (2  m  —  i)  n  -\-  m  —  1  —  aa,  so 

wird  Km  —  —  kn  4-  3  -4-  t— r^r*   Wenn  also  \aa  4-  \  ein 

1  itn  -f-  1  1 

numerus  primus  ist,  so  kann  das  quadratum  a  a  nicht  in 
jener  Expression  enthalten  seyn  ,  und  hinwiederum  alU 
quadrata  aa,  welche  nicht  in  kn2  2  (2m  —  1  ;  n  -h  m  —  1 
enthalten,  sind  von  dieser  Beschaffenheit ,  dass  baa  ~f-  t  ein 
numerus  primus  ist.  Da  nun  kb*  -j-  1  nimmer  ein  numerus 
primus  ist,  sondern  allzeit  zwey  oder  mehr  divisores  formae 
^n-f-i  hat,  so  sind  auch  aile  numeri  biquadrati  in  Ew. 
Expression  enthalten.  Ich  erinnere  mich,  dass  ich  einmal 
eine  Tabelle  gemacht  von  allen  Zahlen  bis  auf  1000  ,  deren 
quadrata  unitate  aucta  numeri  primi  sind  *) ,  wovon  der 
Hr.  Prof.  Krafft  Ew.  eine  Abschrift  gemacht.  Dieselbe  Ta- 
belle habe  ich  fast  aus  cinem  gleichen  Grund  verf«*rtiget, 
als  Ew.  bey  Dero  Formul  ohne  Zweifcl  vor  Augen  gehabt 
haben. 

Wenn  4-  n  -\-  1  ein  numerus  primus  ist,  so  ist  drrselbe 
immer  eine  summa  duorum  quadratorum,  idque  unico  modo. 
Es  gibt  aber  allzeit  unendlich  viel  quadrata,  quae  unitate 
aucta  sint  per  kn-\-  1  divisibilia.  Aile  dièse  quadrata  kônnen 
nun  leicht  in  einer  formula  generali  exprimirt  werdrn  fol- 
gendergcstalt:   Sit  kn  -\-  1  z=  r*  -j-  s1,   erunt  utique  r  et  s 

numeri  inter  se  primi.    Formetur  fractio  —   et  quaeratur 
in-  minpribus  numeris  fractio  proxime  accedens        ite  ut 
•)  Voir  à  la  fin  de  cette  lettre. 
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pt  —  qr  sit  ±  1  (der  Bruch  £  kann  aber  durch  eine  von 

mir  gegebene  Méthode  allzeit  leicht  gefunden  werden).  Tum 
ponatur  pr  -\-  qszzik ,  atque  dico  omnes  numéros,  quorum 
quadrata  unitate  aucta  iint  per  *n  +  l  divisibilia,  contineri 
in  hac  forma  (Vn-f  \)m±k.  Sic 

1.  Omnes  numeri,  quorum  quadrata  unitate  aucta  sint 
divisibilia  per  5  continentur  in  formula  5  m  :±  2. 

2.  Si  sit  aa-\-i  divisibile  per  13  erit  a=13m±  5. 

3.  Si  sit  aa-\-i  divisibile  per  17  erit  fl=zl7m±  K. 
V.  Si  sit  aa  -j- 1  divisibile  per  29  erit  az=:29m  ±  12. 

etc. 

Exemplum.  Quaerantur  omnes  numeri,  quorum  quadrata 
unitate  aucta  sint  divisibilia  per  numerum  primum  1381. 

Gum  sit  1381  r=  15*-)- 3**,  quaeratur  fractio      tam  prope 

accedens  ad  ^>  ut  differentiae  numerator  fiât  z=  1.  Ad  hoc 

cum  duobus  numeris  15  et  31  instituatur  operatio,  qua 
maximus  rommunis  divisor  quaeri  solet,  hoc  modo 


15 

34 

2 

** 

15 

3 

3 

h 

1 

Ex  quotis  2,  3,  1,  3  formetur  sequens  fractionum  séries 

a       s        i  s 

0       i        5       4  13 

7'    V    7'    T'  S* 

incipiendo  ab  j;  hac  l«fc*  Mt  quwque  nuroertlor  per  indi- 
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cem  supra  scriptum  multiplicatus  cum  nu  niera  tore  praece- 
dente,  praebeat  numeratorem  sequentem .  similique  modo 
denominator  quisque  per  indice  m  suprascriptum  multiplica- 
tus cum  praecedente  denominatore,  praebeat  denominatorem 

sequentem.  Hoc  modo  ultima  fractio  —  semper  erit  ipsa  pro- 

posita,   penultima  vero  erit  ea  proxime  accedens  -£»  <\uam 

quat  re  Jam  ergo  erit  k  —  k.  15  +  9.  3V  —  366,  unde  om- 
nes  numeri,  quorum  quadrata  uni  ta  te  aucta  sunt  per  1381 
divisibilia,  continent ur  in  hac  forma  1381  m  ±  366. 

Ew.  summatio  seriei  —  -4-  tf  .  1  ^  ,  ;  ist  so 

a     1  A        A  {  A  —  Y)-\-\ 

merkwùrdig ,  dass  ich  anfànglich  dariiber  erstaunet  bin. 
indem  dièse  séries  so  stark  convergirt  und  die  grôssten 
exponentes  ipsius  a  in  den  denominatoribus  nach  der  pro- 
gressione  geometrica  dupla  aufsteigen ,  dergleichen  seriez 
summabiles  sehr  rar  sind.  Icb  babe  aber  nacb  einigem  Nach- 
sinnen  bald  dii  se  Démonstration  gefunden.  Sit 

-L-=±+lli  erit  i  =  e(a-t)-M 
porro  ^J-— I-|__Lj  erit  c  =  b(b  —     +  | 

rh=T+d-i erit  d=e(c-i)+t 

etc. 

Ergo  fiet  — î-  -s  1  -U  i+i+i-U  etc.  welches  Ew. 

°  a  —  1  a  b  c  d  1 

séries  ist.  Euler. 

Addition  à  la  marge. 

Einige  numeri  prinii,  so  grôsser  sind  als  1000000,  wel- 
che  icb  dureb  obige  Méthode  leiebt  gefunden,  sind:  1008017; 
1020101;  1073297;  1110917;  1123601;  1136357:  1IM901; 
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1196837;  1201217;  hi  enim  numeri  sunt  formae  aa~\-  1, 
neque  ullum  habent  divisorem  primum  formae  kn-\-  1. 

Feuille  volante  appartenant  a  cette  lettre. 

Catalogus  numerorum  a,  ex  quibtts  Jît  kaa-\-  1  numerus 

primus  : 

1,  2,  3,  5,  7,  8,  10,  12,  13,  18,  20,  27,  28,  33,  37,  42, 
45,  47,  55,  58,  60,  62,  63,  65,  67,  73,  75,  78,  80,  85,  88, 
90,  92,  102,  103,  105,  112,  115,  118,  120,  125,  128,  130. 
132,  135,  140,  142,  150,  153,  157,  163,  170,  175,  192, 
193,  198,  200,  203,  210,  215,  218,  220,  222,  232,  233, 
235,  237,  245,  248,  268,  272,  278,  285,  288,  292,  297, 
317.  318,  322,  323,  327,  337,  340,  343,  345,  348,  350, 
352,  357,  358,  370,  375,  380,  382,  390,  392,  408,  413, 
422,  430,  432,  445,  453,  455,  460,  %65,  468,  473,  475., 
480,  483,  493,  502,  505,  518,  52Î,  530,  533,  535,  547, 
548. 

Sollte  in  diesen  Zahlen  eine  séries  regularis  enthalten 
scyn,  so  wàre  das  problema  de  inveniendo  numéro  primo, 
datum  numerum  excedente,  leicht  solvirt.  Es  kommt  mir 
aber  dièse  séries  eben  so  confus  vor,  als  die  séries  nume- 
rorum primorum  ipsa. 
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LETTRE  LXIII. 


QOLDBACH  à  EVLEI\. 

Sommaire     Nôuvell*  demotUlritidrt  du  théorème  \mn  —  m  —  i 

iv«  dé  U  v*Uur  d.  tr.  TWéorem.*  de 


St.  PtUrsWurg  d.  80  JuK  n.  *t.  |T«t. 

Nacbfolgendé  Démonstration  babè  icb  zu  dcm  Ende  in  un- 
terat-hiedene  kléine  propoaitionea  abgetheilet,  damit  Ew.  dic- 
jenige,  bei  welcher  aie  einigen  An  «tan  ci  flnden  môchten, 
deato  bequemer  anzeigen  kônnten: 

1.  In  aequatione  kmn  —  m— Izzaa  pono  a  a  quadra- 
tum  integrum  minimum  omnium  eorum  quae  aequationi 
satiafacere  poaaunt  (ai  quae  posaunt). 

2.  Utrique  aequationia  parti  addo  —  Ima  -\-  kmm,  fiet 
\m(n  —  a  -|-  m)  —  m  —  1  —  (a  —  2m)1. 

3.  In  bac  aequatione  non  poteat  fieri  o  —  m  (poaaet  enim 
altéra  para  aequationia  dividi  per  m,  altéra  non  poaaet). 


v 

■ 
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k.  Neque  potest  fieri  a  >  m,  esset  enim  n  «  +  »*<n» 
ad coque  ^a  —  2m) 2  <al,  quod  est  contra  hypothesin,  cum 
ao  sit  omnium  possibilium  minimum. 

5.  Restât  ergo  ut  ait  a  <  m. 

6.  Similiter  si  ad  acquationem  kmn  —  m  ^  î  zz^na  ex 
utraque  parte  addatur  — kan-\-knn,  fiet  bn(m —  a  -\-  n) 
—  m  —  Info  —  2n)  *. 

7.  In  hac  aequatione  non  potest  fieri  o  —  n,  propterea 
quod  foret 

\mn  —  m  —  trrznn  scu  nr2m-f  V(^mm-m^l), 
qui  nuinerus  nequit  esse  rationalis. 

8.  Sed  non  potest  fieri  a>n,  quia  (m —  a-\-n)  fieret 
<  m  et  {a  —  2n)a<ao,  quod  est  contra  hypothesin. 

9.  Restât  igitur  ut  a  sit  <  n,  et  quia  jam  supra  prop.  5 
ostensum  est  û  <  m,  sequitur  oa<mn. 

10.  Erit  igitur  hmn —  m  —  1  <  mn,  quod  est  absurdum. 
Ergo  inter  omnia  quadrata  (si  quae  sunt)  hujus  formae 

kmn —  m  —  i  non  datur  minimum  in  integris,  ergo  datur 
nullurn. 

Dièse  Démonstration  kann  etwas  kurzer  gefasset  und  nur 
allein  gezeiget  werden,  dass  a  non  m ,  nec  ^  n,  woraus 
schon  folget,  dass  k  mn  —  m  —  1  non  >  mn,  quod  Ml 
absurdum. 

Was  die  von  Ew.  angefùhrte  Aequation 

i   £       1         j_  /  _i         1  \ 

m{m-  a)2       a  "(m  — a)2       aa\m  —  a        m  / 

far  eine  influence  in  die  séries  B,  C,  D,  etc.  hab«,  sehe 
ich  noch  nicht. 

Mir  ist  es  wahrscheinlich ,  dass  eine  solche  séries 

a  h  c     ,  d 

r+  To"+'i^  +  îow-+-etr--7r 
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gefunden  werden  kônne,  darin  die  numeratores  a,  b,  c,  etc. 
(entweder  integri  oder  fracti)  allezeit  grôsser  werden,  ob- 
gleich  die  Méthode,  selbige  numeratores  zu  determiniren,  viel- 
leicht  niemals  bekannt  werden  wird;  denn  dure  h  formulas 
algebraicas  dièse  numeratores  zu  bestimmen,  ist  in  sofern 
eine  vergebliche  Mùhe,  als  man  persuadiret  seyn  kann,  dass 
die  ratio  diametri  ad  peripheriam  nicht  in  numeris  rationa- 
libus  bestehet;  doch  gibt  es  einige  merkwùrdige  approxima- 
tiones.  Es  ist  z.  Ex.  eine  sehr  leichte  progressio  numerorum 

secundum  hanc  formulam  irr  »  und  wenn  ich  7  sol- 

cher  terminorum  zu  2  addire,  so  wird.  die  su  m  ni  a  3,1*15922. 

Ew.  danke  ich  dienstl.  fur  die  Communication  der  Zah- 
len  a,  welche  \aa  -\-  \  numerum  primum  geben.  Den  Auf- 
satz  von  dergleichen  Zahleri  bis  1000  habe  ich  zwar  schon; 
ich  weiss  aber  denselben  jetzo  unter  meinen  andern  Schrif- 
ten  nicht  hervor  zu  finden.  Dass  aus  solchen  Zahlen  eine 
ordentliche  séries  herausgebracht  werden  sollte ,  zweifle  ich 
sehr.  Es  haben  aber  nicht  allcin  aile  quadrati  a  a,  welche 
in  der  formula  k  nn  -f-  2  (2  ni  —  1  )  n  -j-  m  —  1  nicht  vor- 
kommen,  dièse  Eigenschaft ,  dass  sie  in  Vaa -h  1  einen  nu- 
merum primum  geben,  sondern  aile  trigonales  in  illa  for- 
mula non  extantes  geben  gleichfalls  k  A  -|-  1  numerum  pri- 
mum und  die  Formul  -j-  2  (2m  —  1)  n  m  —  1  kommt 
dermaassen  mit  dieser  k  M i\ -\- M -\~  N  ùberein,  dass  kein 
casus  in  der  einen  ist,  welcher  nicht  in  der  andern  assig- 
nabilis  wâre  (wie  denn  auch  aile  casus  *nn-|-2(2m  —  3)n  — 
m — 1)  in  dieser  Formul  bMN — M — A,  et  contra,  ent- 
halten  sind;.  Wenn  man  also  nach  der  Formul  kMfl+M  +  N 
folgende  Tabelle  formiren  wollte: 
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6.  11.  16.  21.  26.  31.  36.  M... 
11.  20.  29.  38.  V7.  56.  65.  .  . 
16.  29.  12.  55.  68.  81... 
21.  38.  55.  72.  89..  . 
26.  M.  68.  89.  . . 
31.  56.  81. .  . 
36.  65 ... 
M... 

so  kônnte  man  festsetzen,  dass  aile  in  dieser  Tabelle  nicht 
enthaltene  sowohl  trigonales  aïs  quadrati  per  k  multiplicatif 
addita  unitate,  numeri  primi  sind. 

Ich  erinnere  mich  in  den  Gôttinger  gelehrten  Zeitungen 
gelesen  zu  haben,  dass  wenn  km-\-i  ein  numerus  primus 
ist,  selbiger  allezeit  eine  summa  duorum  quadratorum  sey, 
welcbe  Observation  ohne  Zweifel  von  E\v.  kommt,  und  mir 
schon  vorher  bekannt  war.  Gleicbwie  aber  auf  dièse  Weise 
in  den  numeris  primis  bujus  formae  k  m-\-i  allezeit  wird 
m~aa-\-bb-^-b,  boc  est  duplo  trigonali  plus  quadralo.  so 
halte  ich  davor,  dass  in  den  numeris  primis  km  —  1  aile- 

zeit  seyn  wird  mzz:2(a —  l)1-) — -  >  bor  est  duplo  qua- 
drato -\-  trigonali.  Sit  ex.  gr.  m  zz:  1 ,  erit  a  —  b  zz:  1  :  m— 2, 
erit  a  zz:  2,  6  zz:  l  :  m  zz  3,  erit  a  zz:  b  zz.  2,  etc. 

Als  ich  vor  einigen  Wochen  in  einem  Bûche  schon  A.  1718 

von  mir  notiret  fand  -  -f.i.+i-|-^-f  —  +  etc.  zz:  1  . 

nebst  der  lege  denominatorum  2-|-lzz:3,  2.3-1-  1  zz:  7, 
2.3.7  +  1  zz:  k3,  2.3.7*3  +-  1  zz  1807  etc.,  schrieb  ich 

gleich  dabei:  si  terminus  primus  fuerit  -^-»  lex  progressionis 
ut    dato    termino    qtiocunque       ,    fiât    terminus  sequens 
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-77^ — .x  i  „*  «rit  summa  seriei         :  ich  erinnere  mich  aber 

A  {A  —  l)-f-  1  a  —  l 

nicht  mehr,  worin  meine  Démonstration  bestanden,  und 
danke  Ew.  desfalls  uni  so  viel  mehr,  dasfrSie  mir  die  Ihrige 
communiciren  wollen,  welche  ganz  évident  îst.  Sonst  halte 
auch  bey  dieser  série  die  leirhte  Art,  dato  termino  quocun- 
que  die  summam  ipsius  seriei  usque  ad  hunr  terminum  zu 

finden,  fur  merkwùrdig.  Sit  terminus  quicunque  datus  -^i 
erit  summa  ejusdem  et  omnium  sequentium  terminorum 
—  2Z.t'  *umma  vero  »p*»18  seriei  usque  ad  hune  terminum 
-4-  exclusive  erit 


A   a  -  1       A  -  1 

Dass  H.  Rasumovsky  und  H.  Teplov  bey  Ew.  logiren 
und  sich  noch  eine  Zeit  lang  in  Berlin  aufhalten  werden, 
ist  mir  sehr  lieb;  Ew.  werden  hiedurch  nicht  allein  Gele- 
genheit  haben  die  Ilussische  Sprache  ferner  zu  excoliren, 
sondern  auch  die  hiesigen  nova  academica  von  denselben 
recht  frisch  erhalten  kônnen. 

Goldbach. 
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LETTRE  LXIV. 


EULER  à  GoLDBACH. 
Sommaire    Re"pon»e  au*  articles  de  la  lettre  précédente. 


Berlin  d.  34  Aofuat  174* 

Wenn  kmn  —  m  —  1  in  einem  Fall  ein  quadratum  wàre, 
so  wùrde  man  gleich  unendlich  viel  andere  casus  daraus 
finden  kônnen.  Wenn  nun  Ew.  annehmen,  dass  a  a  das 
kleinste  quadratum  sey,  welehes  in  formula  kmn —  m — 1 
enthalten  Ut,  so  muu  nothwendig  a  kleiner  seyn  als  m,  und 
daher  haben  die  5  ersten  propositions  ibre  vôllige  Ricb- 
tigkeit.  Wenn  aber  Ew.  ferner  zu  dieser  Aequation  fortgehen 
kn  (m  —  a  4~  n)  —  m  —  1  rz:  (a  —  2  n)' ,  weilen  dieselben 
nicbt  in  der  vorgelegten  Form  kmn — m — 1  entbalten  Ut, 
so  folgt  auch  nicbt,  dass  (a  —  2n)%  kleiner  «eyn  musse  als 
a%,  denn  kmn  —  m  —  !  kônnte  da»  kleinste  môgliçhe  qua- 
dratum geben,  ungeaeht  kn  (m  —  a  -f  n)  —  m  —  i  einem 


Digitized  by  Google 


—    252  — 

noch  kleinern  quadrato  gleirh  wàre,  und  also  kommt  mir 
die  8te  Proposition  verdàchtig  vor,  weilen  non  obstante  hy- 
pothesi  aa  grôsser  seyn  kann  aU  (a — 2n)*, 

Bey  diesem  tentamine  fallt  mir  ein,  ob  man  diètes  theo- 
rema  nicht  ctwan  auf  eine  glciche  Art  demonstriren  kônnte, 
wie  man  zu  erweisen  pflegt,  dass  a*  -\-  b*  oder  a*  —  b*  keîn 
quadratum  seyn  kônne.  Man  nimmt  nehmlich  an  dari  casum, 
quo  û4  -|-  b*  sit  numerus  quadratus,  puta  —  mm,  und  lei- 
tet  daher  einen  andern  c*  -f  d*-=inn,  dergestalt  dass  n<m. 
Auf  dièse  Weise  zeigt  man ,  dass  wenn  ein  quadratum  quan- 
tum vis  magnum  mm  eine  summa  duorum  biquadratorum 
wàre,  man  daraus  soglcich  ein  klcineres  nn,  und  daher  fer- 
ner  ein  kleineres,  und  so  fort  findcn  kônnte.  Man  nimmt 
aber  als  ein  postulatum  au,  dass  in  numeris  parvis  kein 
casus  satisfaciens  begriffen  sey.  Weil  nun  ebenfalls  gewis* 
ist ,  dass  in  numeris  parvis  k  m  n  —  m  —  I  kein  Quadrat 
seyn  kônne,  so  wùrde  die  Démonstration  auf  folgende  Art 
vollkommen  rirhtig  seyn: 

I.  Ponamus  dari  quadratum  aa  qui  in  forma  kmn-m  —  i 
contineatur. 

H.  Inde  inveniri  posset  alius  quadratus  bb  minor  quam 
aa,  qui  pariter  in  forma  knin  —  m  —  1  esset  contentus. 

ÏIÏ.  Gontinuo  ergo  ad  numéros  quadratos  minores  per- 
veniretur,  quod  foret  absurdum. 

Die  ganze  Démonstration  wurde  also  auf  den  II  Satz 
ankommen:  an  concesso  quadrato  aa,  aliud  minus  bb  ex  eo 
inveniri  posait,  quod  in  forma  \mn  —  m  -  I  contineatur. 

E\v.   bin   fiir  die  Communication    Dero  Idée    uber  die 

seriem  4-  4-  .4  4-  rrr  *f  ~z      etc.  sehr  verbunden ,  denn  auf 

1     '    10        100  1000 

solehe  Art    werden  ofters  grosse  und  betchweriirhe  Zahleo 
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leicht  ausgedriickt  werden  kôimen.  Uni  dièse  Zahl  1,1  VI 592 
durch  sieben  terminus  su  bekominen,  brauchen  Ew.  diesen 


terni  in  uni  gêneraient  2xx  ^x^"^'  '('n  glaube  aber  Dieselban 
haben  nch  versrbricben .  indem  7  termini  hujus  seriei  nicbt 
mehr  geben  als  1.1  V 12882.   Die  verlangte  Zabi  konunt  aber 
heraus  wenn  man  diesen  terminum  generalem  10~^j"^r 
annhnmt 

Ich  babe  neulich  eine  expressionem  indefinitam  gefunden, 
wodurch  der  valor  ipsius  n  ausgedriickt  wird.  In  circulo, 
cujus  radius  zz  i,  capiatur  arcus  quicunque  m,  cujus  cosi- 
nus zz  a  et  sinus  zz  a  ;  sit  autem  sinus  arcus  2  u  zz  fi, 
sin.3«zzy,  sin.buzz  ô,  sin.5«zze  etc.  His  positis  dico  fore 

^-z:u  +  fl«-h  ±a*(i-\-±a*y-\-±  a*â-\-  etc.    Setzt  man 


rr  1  1  1 

t 

1 


u  zz         ob  o  =         a  zz  y-,  fi  zz  1 ,  y  =  t^'  J  zz  0, 


c  zz —     etc.  findet  man  folgende  seriein 

n_          J_        J_  1  1  _J_  t  .11 

«  — i.i^n^î.î1     s.ï*     6.a«  ~V9.is  "+*  10. af 

■ 

4-  nr«  "~  etr- 

wehhe  ziemlich  stark  convergirt. 

l 


hatte  ich,  wo  ich  nicbt  irre,  zu  diesem  Ende  angefùhrt,  um 
die  summam  bujus  seriei 

i  i         -        1        ,        i  . 

(a-f  1)12  ~+~  (*-f  2)'2*        (a-f  3)3*        (a  -f '*)  4* 

desto  leicbter  zu  tiuden,  denn  im  ersten  termino  ist  mzza+1, 
im  zweitcn  m  zz  a  -|-  2 ,  im  dritten  ist  m  zz  a  -+-  3  und  sa 
fort,  dahero  dièse  séries  sogleich  in  dièse  resolvirt  wird 


i  /  i         i      ,    i         î         i         i_    .  \ 

welche  lummai  Ew.  in  Dero  letztem  Schreiben,  allem  An- 
iehen  nach,  auf  eine  andere  Art  gefunden  haben. 

Dass  aile  numeri  quadrati  aa,  welche  in  dieser  Formul 
knn  +  2  (2m  —  1)  n  +  m  —  I  oder  in  dieser  *M AT+JW+ 
(welche  mit  jener  ûbereinkommt  ponendo  iVrzn  et  JHt^n 
4-  m  —  t)  nicht  enthalten  sind,  einen  nutherum  primurti 
fur  gebcn,  ist  klar.  Denn  wenn 

aa=:kn*(2m—i)n  +  m—i  =  kMN-\-M  +  N, 
so  wird 

kaa  |l  =  i^  +  ^-3  (kn+i)=L(kM+i)(kN+i) 
und  hat  folglich  Fartoren.  Wenn  also  kaa  -J-  1  ein  numerus 
primus  ist,  so  kann  a  a  in  obgcdachtcn  formulis  nicht  ent- 
halten seyn.  îeh  zweifle  aber  sehr,  ob  durch  solche  formu- 
las exclusivas  jemals  etvvas  herausgebracht  werden  wird, 
indem  darin  die  ganze  Kenntniss,  welche  wir  von  den  nu- 
meris  primis  haben,  gegrùndet  ist;  denn  auf  gleiche  Art 
kann  man  sagen,  da»s  aile  numeri,  welche  nicht  in  dieser 
Formel  mn  -\-  m  -\-  n-\-  i  enthalten  «ind,  numeri  primi  seyen. 

Ich  ïweifle  auch  sehr,  ob  die  valores  von  m,  wenn 
km —  1  ein  numerus  primus  ist,  eine  solche  gewisse  Eigen- 
schaft  haben,  dergleichen  statt  findet,  wenn  -)-  1  ein 
numerus  primus  ist.  Denn  dass  m  nicht  immer  sey  ein  du- 
plum  quadratum  ~[~  numéro  trigonali,  wenn  km — 1  ein 
tiumerus  primus  ist,  erhellet  ans  dem  casu  km  —  1  —  79; 
dann  wird  m  — 20,  welche  Zahl  die  vermuthete  Eigenschaft 
nicht  hat.  Eu  1er. 
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LETTRE  LXV. 


GOLDBACH   à  EULEB. 

Somma  lit  s.   Nouvel  amendement  &  la  démonstration  précédente.  Série»  représen- 
tant la  valeur  de  n.  Divers  sujet*. 


St.  Petrrshurg  d.  38  Sept.  1743. 

Aus  Ew.  Erinnerung  gegen  die  vorige  Démonstration,  habe 
ich  die  prop.  6  ipsius  demonstrationis  allerdings  unrichtig 
befunden;  dabero  ich  dteselbe  nebst  den  darauf  folgenden 
in  meinem  letzten  Schreiben  auszustreichen  und  an  deren 
Stelle  folgendc  zu  snbstitniren  bitte: 

6.  Ad  hanc  aequattonem  (fcn  —  1)  m  —  t  =z  oa  ex  utra^ 
que  parte  addatur  —  2a  (*n  —  t)  -f  (kn  —  1)%  fiet 

fin—  i)  {m-~2a-{-  kn      i)  —  i  =  (a  —  (fcn  —  I))* 

7.  Quoniam  vero  aa  est  quadratum  minimum  quaesito  sa- 
tiftfaciens  ex  hypothesi,  erit  aa<(a  —  fc/i-j-  1)*,  vel  ao — 
eidrm,  sed  aequale  esse  non  potest  ob  »nx  1,  erit  ergo 
^«o^_(^n_l])(^n_l)>0,  ergo  (kn—  !)>2o:  est 


—    256  — 


autem  ex  hypothesi  hn —  1  ~ — ~  »  ergo  J  >  2a,  seu 
ûû>2om —  1,  teu  o>2m  —  — • 

8.  Sed  per  prop.  5  patet  esse  a  <  m,  ergo  m  >  2  m  —  ^» 

quod  est  absurdum  si  m  et  a  sint  integri,  quod  absurdum 
sequeretur  ex  fcmn  —  m  —  f  —  aa. 

Vor  einigen  Tagen  fielen  mir  unterschiedene  propositio- 
nés  ein ,  die  bey  dem  ersten  Anblick  schwer  zu  demonstriren 
scheinen  môchten,  ex.  gr.,  wenn  ich  setze 

1  -  T  +  T-T+  eic'  =  A 

1  —     +  $i  —  ^  -f  etc.  z=  C  et  sic  porro, 

ent  y  —  ^  -f  y  +  T  -h  T  4-  etc. 
Vel  si  ponatur 

7+**  +  ^+  ^  +  etc.  =  fi 
i    i    1        1        1  i 

1  +  ^  +  &  +  7»       etC>  =  d  Ct  *"  P01"1,0 
eritf  +  etc. 

Wenn  ich  eine  seriem  mâche,  in  deren  terminis  der  nu- 
merator  perpetuus  ist  f  ,  die  denominatores  aber  aus  allen 
numeris  possibilibus  omnium  potestatum  hestehen,  folgen- 
dergestalt: 

4    <    8   —   9  ^  16  —  25  —  27    '    32  T 
so   wird   die  su  m  ma  seriei  in  casu  signi  superioris  seyn  1  ; 
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in  casu  signi  inférions  autem  (quod  omnibus  denoininato- 
ribus  imparibus  pracfigitur)  erit  summa  seriei  2/2  —  1. 

Was  Ew.  bey  der  formula  der  7  terminorum,  welche 
i ,  I V  l  T>92  mâche n ,  erinnert  haben,  ist  ganz  richtig;  die  an- 
dere  Formul  war  aus  Verschen  dahin  geschrieben. 

Ob  es  zwar  sehr  leicht  ist  bu  demonstriren,  dass  eine 
formula  algebraica  hujusmodi  a  -\-  bx  cxx  -(-  dx3  -\-  etc. 
lauter  numéros  primo»  geben  kann,  posita  x  pro  exponente 
terminorum,  die  coëfficientes  a,  b,  c,  etc.  môgen  numeri 
integri  quicunque  seyn,  so  gibt  es  doeb  formulas,  welebe 
vor  vielen  andern  eine  Menge  numerorum  primorum  in 
sich  halten;  dergleichen  ist  die  séries  xx  -f  19a? — 19,  so 
in  den  ersten  kl  terni i ni»  nur  vier  numéros  non  prinios  bat. 

Gleichwie  in  casu  f  I  —  numéro  primo,  m  est  — 
duobus  triangularibus  -|-  □,  so  kônnte  dennoeb  wohl  seyn 
in  casu  km  —  1  —  numéro  primo,  dass  m  ~  duobus  qua- 
dratis  -f  A  wâre,  uti  20  —  1  -f  *~hl5>  wiewohl  ich  es 
noch  nicht  probiret  und  fernerer  Untersucbung  anheimstelle. 

Dièse  beyden  propositions  :  dass  8/1  +  3  allezcit  in  drey 
quadrata,  und  n  m  très  trigonales  resolvirt  werden  kann, 
sind  aequivalentes  und  concessa  una,  sequitur  altéra. 

Es  scheinet  mir  sebr  probable,  dass  wenn  in  der  obge- 
daehten  Formul  xx  -f  19» — 19  vor  x  gesetzt  wird  2m, 
alsdann  posito  m  numéro  quoeunque  integro  affirma tivo, 
allezeit  ein  numerus  primus  herauskommt;  wenn  aber  diè- 
se* aucb  wâre,  wùrde  es  doeb  schwer  zu  demonstriren 
seyn;  ingleicben,  dass  dieselbe  Formul  .*•*-[-•  19 a: — 19  kei- 
nen  divisorem  hujusmodi  fOn-M  bat. 

Goldbach. 


Corr  math  tt  rkyî.  T  I 
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LETTRE  LXVI. 


EtILER   à  GoLDBACH. 

Sommaire.   La  démonstration   du   théorème  A  mn  —  m—  i  HZ  aa  approuvé*. 

Démonstration  de  celui-ci  4m«  —  m  —  nZTZaa.    Autres  théorèmes  ana- 
n 

logues.  Série»  pour  —  et  autres.  Théorèmes  de  nombre*. 
2 


Berlin  d.  IS  Oetober  «743 
Nunmehr  hat  Ew.  Démonstration ,  dass  (kn —  ljm —  îzxzaa 
ihre  vol  lige  Richtigkeit;  denn  da  Diesel ben  vorher  erwiesen, 
dass  posito  aa  omnium  quadratorum,  si  quae  darentur,  mi- 
nimo,  seyn  musse  m  >  a,  anjetzo  aber  pro  eodem  casu, 
dass  kn  —  l)>2a,  so  muss  folglich  seyn  (kn  —  l)m>2as; 
nun  aber  ist  (kn —  i)m— aa-{-\  und  wâre  also  aa  -{-i  >2<w, 
welches  nicht  seyn  kann  nisi  sit  a  —  0  vel  a  —  i  (denn 
hier  muss  das  Zeichen  >  nicht  ma  jus,  sondern  non  minus 
heissen).  Wenn  man  aber  setzt  vel  0  =  0,  vel  a  zzz  1 ,  so 
wird  die  Aequation  (kn — 1)  m — 1  zz  aa  unmôglich.  Ich 
muss  gestehen,  dass  ich  nicht  geglaubt  batte,  dass  dièses 
theorema  auf  eine  so  leichte  und  schône  Art  bewiesen  wer- 


den  kôniite,  und  bin  daher  versiehert,  daté  die  meisten 
theoremata  Fermât ii  auf  eine  gleiche  Art  bewiesen  werden 
konncu,  weswegen  ich  Ew.  um  so  viel  mehr  fur  die  Com- 
munication dieser  herrlichen  Démonstration  verbunden  bin. 
Ungeacht  nun  daraus  folget ,  dass  auch  dièse  Fornml 
kmn  —  m  —  n  kein  Quadrat  seyn  kônne ,  so  habe  irh 
doch  nach  Ew.  Anleitung  darûber  folgende  Démonstration 
gemacht  : 

Qui  negat  veritatem  propositions  kmn — m  —  nzjzaa, 
is  statuer  e  débet  dari  quadratum  a  a  minimum ,  cui  formula 
kmn —  m — n  aequari  possit.  Sit  ergo  aa  hoe  quadratum 
minimum,  sit  que  kmn—m—n  —  aa  erit  (km  —  i)(kn— 1)—  I 
~koo    Addatur  utrinque  —  8  a  {k  n  —  1)  +  k  (k  n  —  l)*, 

erit  (km^i'-&a+hKkn-î)){kn-i)^i=k(a-%n+i)%ZZa. 
Quod  cum  praecedente  minus  esse  nequeat,  sequittir 
(km  —  1  —  8a +  k  [kn  —  t))  (kn  —  !)>(*m  —  î){kn—î) 
idenque  kn —  l>2a  (ubi  signum  >  signiticat  non  minus) 
Simili  modo  demonstrabitur  esse  km  —  t  >  2o.  Sit  ergo 
km  —  t  =l  2  a  -f  p  et  %n  —  I  —  2a  4  <7  eritque  p  >  0  et 
^>0,  unde  fiet  (km—  î)(kn—  1  )  z=z  kaa  -\-  2a  (p~f  q)-\~pq- 
At  est  (km  —  t)  (kn  —  I)  —  kaa  -\-  I  et  ideo  %a(p~\-q)-\-pq 
m  1 ,  quod  fieri  uequit  nisi  sit  a  ~  0  et  p  —  1  et  q  m  I . 
Verum  al i unde  constat  esse  non  posse  ozzO;  quamobrem 
non  datur  quadratum  minimum  a  a  formulae  kmn—  m  —  n 
^aequale  et  eonsequenter  haec  formula  quadratum  nullo  modo 
esse  potest.  Q.  E.  D. 

leb  habe  noch  cinen  grossen  Yorratb  von  dergleichen 
theorematis,  welrher  Démonstration,  wenn  solcbe  auf  gleiche 
Art  sollte  berausgebracht  werden  kônnen,  gewiss  nieht  wenig 
2n  Erweiterung  dieser  Wissensrhaft  beytragen  wiirde.  Dièse 
theoremata,   wie  irh  sie  der  Ordnung  narh  herausgebracht 
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habe,  tind  folgende,  nehmlich  aile  nachfolgenden  formulât' 
kônnen  nullo  modo  numéros  quadratos  geben 


I.  4mn  —  1  (m-f-n) 

II.  4mn  — 3(ro-f-n 


III.  8mn—  l(m-j-n) 

IV.  Smn  —  3(m-\-n) 

V.  8mn+3(m  —  n) 

VI.  8mn-±H^m  —  n) 

VII.  8  m  n  -f-  5  (m  4-") 

VIII.  8m»-f7(/n-{-/!) 


IX.  nmn-l(m  +  «) 

X.  1 2  mn  4-  5  (m  r  n) 

XI.  l'imw4-5(/ra  -j-n) 
XIM2m«-+;*?(m-{-fi) 

XIII.  lfcwt  — *7(m-|-* 

XIV.  i2mn-n(m4-n) 


XV.  20 mn-  1  (m  +  n)  XXVII  24/n/i -  1  («+») 
XVI  20«n-  3  (m +n)  XXVIII.  24m*  _  5(m+«) 

XVII.  20mn+  3  (m-«) 

XVIII.  20m/i-  T  (m+n) 

XIX.  20m*:±  T  (m-n) 

XX.  20  m  n—  9  (m-fn) 

XXI.  20mn-{-ll(m-{-n) 

XXII.  20m«±l3(m-n) 
\XIU.  20m»-f  13(m  f-„) 
XXIV.  K)mn±ll(m -n) 

XXV.  20m/i  n(m-fn) 


XXIX.  24m*-  1  (m+n) 

XXX.  2\mn±  1  (m-n) 

XXXI.  24m«_ll(m+n) 

XXXII.  24m*±ll(/n-n) 
XXXIII  2ïm«;±13(/n-n) 

XXXIV.  24  m  «+13  (m-n) 

XXXV.  24mn±n(m-n) 

XXXVI  24mn4-n(m-f  n) 

XXXVII  24m*4-  19(m+n) 


XXVI.20m«-f-i9(m-f-«)  XXXVlIl.24m*4-23(m+n) 

etc. 


ferner  ist  auch  7  m  n  —  m — nxao. 

Aimer  diesen  habe  ich  auch  noch  einige,  welche  gene- 
râler  sind,  als  Kkmn—  m  —  «xO,  oder  auf  folgende  Art 
exprimirt  : 

Theorema.  Existente  mn  divisore  quocunque  numeri  iV 
dico  formulam  ^  iV  —  m  —  n  quadratum  nunquam  esse  poste 

Hernach  kann  auch  dièse  Formul 

k(kk+  i)mn  —  [8k  +  l)(m-f  n)  t 
nimmer  ein  quadratum  geben. 

Die  theoremata,  welche  Ew.,  durch  unendlich  viel  seriei 
den  valorem  ^  zu  exprimiren,  gefunden,  waren  mûr  schon 

làngst  bekannt,  denn  da  ^  —  \  —  \  4-  \  —  \  4  <*c  so 
seyn 
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JL  -  J_  !  I  !  !_  .  etc 

Wenn  nun  ein  jeglicher  terminus  in  progrcssionem  geome- 
tricam  resolvirt  wird,  so  kommt 

n  1.1,1  1 

î       i        î         î  1 


2        2.4        2*. 8       2». 16       2*. 32 


—  etc. 


,1,1  1       ,       1  _1_  | 

*"  3  ~*    2.9    '   2TT7~'~2TëiT'T  2«.243   >  elC" 

etc. 

^ifi-l+l-    1  r-  etc^ 

4  V        8    1    27        64    '    125  / 

+  t  0  ~  r*  +  h  -  s + 625  ~ etc  ) 

etc. 

Gleichergestalt,  da      =  ^  -H  ^  +  g4?  +  etc-  *  »°  wi 

-)-  &>^_1  -f-  etc.  Wenn  nun  ein  jeglicher  terminus  in  ein« 
seriem  geometricam  resolvirt  wird,  so  kommt  Ew.  andere 
Expression  heraus 

T=  1  +  ji  +  gi  +     +  etc. 

+  t  0  +  h  +  h  +  *  + 

etc. 


In  der  série 

1  +  1-4-1+  i^i  +  i+I  4-1  +  etc.  • 

wovon  Ew.  casu  signorum  superiorum  die  Summ  —  I, 
at  casu  signorum  inferiorum  die  Summ  —  2/2 — 1  angeben, 
wird  ein  Versehen  scyn,  indem  aile  denominatores  unîtate 
minui  debebant.  Àlsdann  aber  kommen  eben  diejenigen 
theoremata  heraus,  welche  Ew.  mir  schon  lângst  commu- 
nieiret  und  giitigst  erlaubet,  dieselben  nebst  Dero  Démon- 
stration im  9,e"  tomo  zu  publiciren. 

Die  séries,  deren  terminus  generalis  ist  xx  +  19  (x  —  1), 
ist  in  der  That  wegen  der  hàufigen  numerorum  primorum, 
so  darin  vorkommen,  sehr  merkwùrdig.  Inzwischen  finden 
sieh  docb  die  numeri  rompositi  um  so  viel  hàufigcr  ein,  je 
weiter  man  die  seriem  continuirt.  Denn  da  in  den  crsten 
V7  terminis  nur  4  numeri  non  primi  vorkommen ,  so  kom- 
men in  den  ersten  75  terminis  schon  H  numeri  non  primi 
hervor.  So  weit  habe  ich  dièse  seriem  continuirt,  und  diè- 
ses war  genug,  um  Ew.  beyden  Mutbmassungen  ùber  die 
Bcschaflenhcit  dieser  Progression  zu  widerlegen.  Denn  erst- 
lieh  habe  irh  gesehen,  dass  nicht  immer  ein  numerus  pri- 
mus  herauskommt,  wenn  vor  x  eine  po testa*  binarii  gesetet 
wird:  der  6Ve  terminus  ist  5293  =  67.79.  Hernach  weiset 
aber  der  73  terminus  6697  =  37.181,  dass  die  divisorei 
formae  10  n  +  1  nicht  exrludirt  werden.  Was  im  ùbrigen 
die  divisores  terminorum  hujus  seriei  anlangt,  so  ist  zn 
merken,  dass  keine  andern  stattfinden,  als  welche  zugleirh 
divisores  numerorum  hujus  formae  19«a —  2Zbb  sind  und 
virissim. 

Ew.  Observation,  dass,  wenn  h  m — 1  =  numéro  primo, 
auch  m  ein  numerus  sey  ex  duobu»   quadratis   et  trian- 
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gularî  compositus,  kann  ich  weder  refutiren  noch  de- 
monstriren,  indem  ich  noch  nicht  einmal  einen  numerum 
hahe  findcn  kônnen,  der  nicht  in  duo  quadrata  et  numerum 
trigonalem  resolubilis  wàre,  zum  wenigsten  gibt  es  unter 
100  keinen.  Sollten  nun  aile  numeri  dièse  Eigenschaft  ha- 
ben,  80  hàtte  auch  dièse  Observation  ihre  Richtigkeit,  aber 
auf  eine  solche  Art,  als  wenn  ich  sagen  wollte,  dass  m  im- 
mer  eine  summa  trium  trigonalium  oder  quatuor  quadrato- 
rum  wàre.  Dass  dièse  beyden  Propositionen  :  8  m  -|-  3 — 
summae  3  □  et  m  —  summae  3  A  aequivalentes  sind,  ist 
leicht  einzusehen,  und  dependiret  eben  davon  auch  die  Dé- 
monstration» dass  omnis  numerus  summa  k  quadratorum 

~                        aa-\-a       bb-\-b  ,    ccA-c  â        ,  « 

sey.  Denn,  si  m  ~ —  (  -1  f-  — ^ —  ent  8m-(-  3  — 

m  m  m 

(2  a  +  1)*  -f  (2  b  4- 1)*  +  (2  c  +  1)* ,  folglich  ist  immer 
8m-f  *  eine  summa  quatuor  quadratorum,  und  ferner  ejus 
quadrans  2  m  4-  i,  folglich  omnis  numerus  impar,  et  per 
consequcng  omnis  omnino  numerus  crit  in  \  quadrata  re- 
solubilis. Bey  dieser  Form  8m-|-3  ist  zu  merken,  dass  so 
oft  dieselbe  ein  numerus  primus  ist,  auch  in  dieser  Form 
2aa-\-bb  enthalten  sey.  Um  dièses  und  andere  dergleichen 
theoremata  zu  bewcisen,  kommt  das  mciste  auf  folgende 
Icmmata  an,  wovon  ich  noch  keine  rechte  Démonstration 
habe  findcn  kônnen: 

I.  Si  numerus  integer  n  non  sit  summa  duorum  qua- 
dratorum integrorum,  talis  quoque  non  erit  in  frac- 
tis,  seu  nul  lus  numerus  npp  in  duo  quadrata  intégra 
resolvi  poterit.  Atjue  vicissim,  si  npp  fuerit  summa 
duorum  quadratorum,  etiam  numerus  n  erit  summa 
duorum  quadratorum,  idque  in  integris 
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II.  Si  numerus  n  non  fuerit  summa  3  quadratorum  in 
integris,  etiam  talis  non  erit  in  fractis. 

III.  Si  numerus  npp  fuerit  summa  k  quadratorum,  erit 
quoque  numerus  n  summa  k  quadratorum  integrorura 
cyphra  non  exclusa. 

Ich  kann  mich  nicht  erinnern  ob  Ew.  nachfolgende  Ex- 
pression bekannt  ist 

a"  -  i  (a  +  b)'"  +  5JgS  («-fat)»— afe^iQgpg  («+»)- 

+  "'""'ff"?0'"'*  la  +  W  -  etc. 

Wenn  m  und  n  numeri  integri  sind  und  m<n,  so  ist  die 
ganze  Expression  immer  =  0. 

Nachfolgcndes  theorema  scheint  mir  auch  merkwùrdig 
zu  seyn:  Si  fuerit  aa-\-kn  numerus  primus  —  p,  atque  d 
sit  divisor  quicunque  numeri  n,  erit  p  numerus  in  hac 
forma  dxx  -|-  yy  contentus  (idque  unico  modo).  Ex.  gr.  sit 
n~30:  sumto  a— 11,  fit  kn  -\-  aa  —  2*1  —  p.  Continetur 
ergo  numerus  2*1  in  sequentibus  formis  xx  -{-YY'y  2xx-\-yy, 
Zxx-\-yy;  5xx-\-yy:  $xx-\-yy:  i0xx-\-yy\  \5xx-\-yy\ 
30a: ac in  unaquaque  autem  scmel  tantum  continetur. 

Gleirh  wie  eine  summa  duorum  quadratorum  inter  se 
primorum  aa -\- bb  keine  andere  divisores  haben  kann,  ali 
welche  in  dieser  Form  *n-|-l  enthalten  sind;  also  kann 
ich  auch  demonstriren ,  dass  aile  divisores  formae  o* -f  b* 
in  dieser  Formul  8n -f- 1  enthalten  sind;  gleichergestalt. 
dass  aile  divisores  von  a*  -f-  b9  numeri  hujus  formae  16n-|- 1 
seyn  miissen.  Et  gênerai iter 

Numerorum  in  hac  forma  a*m  -|~  b%m  contentorum  alii 
divisores  non  dantur,  nisi  bujni  naturae  2m^  in+  1. 
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Wenn  dièse  factores  in  infinitum  wirklirh  mit  einander 
multiplicirt  werden  (1  -n)  (1  -/»*)  (I  -»•)  (1  -n4)  (t -n*)  etc., 
so  kommt  nachfolgende  séries  heraus 

I  —  n1  —  n*-f  n'  +  n7- n11— nl4  +  /i"+n"-n"  — V-Hn" 

-f  n*7  —  etc. 

wovon  per  inductionem  leicht  erhellet,  dass  omnes  termini 

IX  X  ^X 

in  hac  forma  n  1  begrifien  sind,  und  das  signum  -f~ 
praefixum  haben,  wenn  x  ein  numerus  par,  das  signum  — 
aber,  wenn  x  ein  numerus  impar  i«t  Ich  habe  aber  noch 
keine  Méthode  findcn  kônnen,  wodurch  ich  die  Identitàt 
dieser  zwey  Expressionen  demonstriren  kônnte.  Der  Hr.  Prof. 
Nicolaus  Bernoulli  hat  auch  praeter  inductionem  nichts 
darùber  herausbringen  kônnen. 

Euler. 
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LETTRE  LXVII. 


GOLDBACH  à  EULER. 
Sommaire.    Réponse  à  la  précédente. 


St.  Peterstmrg  d.      Dec.  174*. 

Au»  Ew.  Schreiben  vom  15.  October  habe  ich  mit  Vergnu- 
gen  ersehen,  dass  endlich  aus  meiner  Démonstration  etwas 
geworden  ist.  Ob  mir  nun  wohl  meine  andcre  occupationes 
fast  keine  Zeit  ùbrig  gelassen,  die  von  Ew.  beygefugtcn  an- 
dern  tbeoremata  etwas  genauer  zu  untersuchen ,  so  hoffe 
ich  doch,  dass  man  kùnftig  in  diescr  generali  aequatione 
impossibili  emn  —  J  {m  -\-  n)  zn.  a  a  die  conditiones  niime- 
rorum  e  et  /  in  unendlich  vielen  casibus  wird  bestimmen 
kônnen. 

In  der  série  i  +  2±±-|-i±±±i.  etc.  und  dcn 
Von  mir  angegebenen  summis  ist  gar  kein  Fehler,  wie  sol- 
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ches  Ew.,  wenn  Sie  selbige  noch  einmal  zu  betrachten  be- 

»  • 

lieben,  leicbt  ersehen  werden. 

DaM  die  divisores  formae  10n-f-t  in  der  série,  cujus 
terminus  generalis  est  xx-\-\9x — 19,  nicht  excludirel 
werden,  ist  so  offcnbar,  dass  es  mir  des  Morgens  nach  Ab- 
gang  meines  vorigen  Briefes,  als  ich  obngefàhr  daran  dachte, 
selbst  beyfiel;  icb  achtcte  aber  die  gloriam  der  ersten  Ent- 
deckung  dièses  erroris  nicbt  so  wichtig,  dass  icb  selbige 
durch  ein  besonderes,  nur  blos  dazu  gcwidmetes  Schreiben 
notificiren  sollte. 

Die  séries  a"'  —  n(a  +  b)m  +  n(n—  l)(a-f  2b)'"  —  ete.  =  0 
ist  mir  vorher  gar  nicbt  bekannt  gewesen;  um  mich  von 
der  Wabrbeit  derselben  zu  convinciren,  wollte  ich  grada- 
tim  erst  m  —  i ,  m  — 2,  etc.  setzen,  und  dann  successive 
auch  n  —  1,  n~2,  etc.  nebmen,  so  wiirde  es  sicb  zeigen, 
dass  auch  in  den  grôsseren  valoribus  m  et  n,  die  séries  sich 
allezeit  destruiren  musse. 

Bey  der  série  (1  — n)  (1  — nn)(l  — n*)  etc-  mir  em 
besonderes  problema  eingefallen:  Data  série  A  intinitorum 
terminorum,  signis  -\-  et  —  dato  ordine  variantibus  proce- 
dentium,  invenire  seriem  B  hujus  naturac,  ut  in  producto 
AB  signa  et  —  eodem  ordine  sibi  succédant,  quo  ordine 
isbi  succedebant  in  A.  Dièses  problema  kann  sehr  leicht  sol- 
viret  werden  in  dem  casu  A  (I  — n)  (1  — nn)  (1  —  n*) 
etc.,  obgleich  darin,  wie  Ew.  angemerkt  haben  die  signa  -|- 
et  —  auf  eine  gar  ungewôhnliche  Art  abwechseln,  denn 
wenn  ich  setze  B  —  (1  —  ni)  (1  —  n*)  (1  —  nï)  etc.,  so  wird 
A  multîplicata  per  B  eine  neuc  séries,  welche  dieselbe  va- 
riationem  signorum  in  sich  hait.  Goldbach. 
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LETTRE  LXVIII. 

ElJLKR  à  GOLDBACH. 
Sommaire.  Même*  tujeU.  Problème  de  La  géométrie  des  courbe* 


Berlin  d.  21.  Januar  1744. 

—  —  Aimer  den  vorher  gemeldten  theorematibus  ùber  die 
formulas,  quae  quadratos  numéros  praebere  nequeunt,  habe 
ich  seit  der  Zeit  in  dieser  Materie  nichts  anders  angemerkt, 
als  dass  dièse  Formul  2abc —  b —  c  kein  quadratum  seyn 
kônne,  si  vel  b  vel  c  fuerit  numcrus  impar  formae  kn  —  i. 
Ferner  kann  auch  dièse  Formul  2a bc  —  b  c  kein  Quadrat 
seyn,  si  fuerit  a  numerus  impar  et  b  numerus  vel  hujus 
Kn-\-  i  vel  kn-\-2  formae.  Hernach  kann  auch  2abc-\-b±c 
nimmer  ein  quadratum  seyn,  si  fuerit  a  numerus  impar  et 
b  vel  hujus  formae  kn  —  1,  vel  hujus  kn  —  2.  Ich  kann 
aber  von  allen  diesen  Propositionen  noch  keine  andere  vôllig 
demonstriren ,  als  diejenigen,  welche  aus  %mn  —  m-nzizaa 
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fliessen,  und  welche  Ew.  folglich  auch  durch  Dero  letzt- 
gemeldte  Méthode  demonstriren  kônnen. 

Ich  kann  noch  nieht  einsehen,  dass  kein  Schreibfehler  in 
der  von  Ew.  letztangefùhrten  série 

4    '    8         9    '    16  —  25  ~  21  ~  32  T 
sollte  unterlaufen  seyn.  Denn  da  Ew.  gefunden,  dass 

!=T +T  +  ¥  +  r5  +  S  +  5i  +  elc' 

to  muu  dièse  séries  -î — | — ^ — |-  -| — h  ^  -h  etc-  nothwendig 

kleiner  als  1  seyn,  indem  sogar  der  defectus  angegeben 
werden  kann,  welcher  ist 

JÂ~^~îli  "^"O     ïsTîê  "I"  2*  25  etc* 
Gleichergestalt  da  fest  demonstrirt  worden,  dass 

2/2-1  =  +  +  -  +  etc., 

so  kann  ja  eben  dièse  séries,  si  singuli  denominatores  uni- 
tate  augeantur,  unmôglich  eben  dièse  Summ  2/2  —  1  haben. 
Dahero  noch  mehr  in  meiner  Meinung  gestàrket  werde, 
dass  Ew.  vergessen  die  d«-nominatores  um  1  zu  vermindern. 

Dass  dièse  séries 

0-_n(a4-6)/w4-',Cn1^,)  °  +  2*)m  —  etc.  -  0 

si  fuerit  n  >  m ,  erhellet  ex  natura  serierum  recurrentium. 
Denn  da  aile  progressiones  algebraicae  ad  genus  recurren- 
tium gehôren,  dergcstalt  dass  ein  jeder  terminus  e*  aliquot 
praecedentibus  determinirt  werden  kann,  so  muss  auch  dièse 
séries  a"',  (a  -f-  b)m ,  (a  -\-2b)m ,  etr.  eine  séries  recurrens 
seyn,  und  ein  bcstândiges  Verhàltniss  zwischen  einem  jeden 
termino  und  einigen  vorhergehenden  Statt  finden.  Dièses 
kann  sogar  infiniti»  modis  gesrhehen,  indem  die  scala  rela- 


-    «70    -  ^ 

tioni.  «jn  kann  |  -  »  +  «fc^  _->zJ£z2>  +  ^ 
wenn  nur  n  >  m. 

Ich  zweifle  sehr,  ob  man  eine  leicntere  Démonstration 
davon  wird  tinden  kônnen-,  als  dièse,  welche  ex  natura  se- 
rierum  recurrcntium  von  selbsten  folgt,  denn  wenn  man 
sich  srhon  per  inductionetn  von  der  Wahrheit  davon  uber- 
fuhret,  so  sieht  man  doch  nicht  den  Weg,  go  dazu  ge- 
fuhret,  ein.  .  .  • 

Ew.  Reflexion  ùber  die  Expression  (1  — -n)(l — n%) 
(1 — n*)  etc.  in  Ansehung  eines  factoris  (1 — ni/fl^nf) 

.  ji.,'  nril'.l 

(1  — ni)  etc.  also,  dass  das  factum,  si  evolvatur,  eine  gleiche 
Abwechselung  der  signorum  -h  et  —  gebe,  konnte  vielleicjit 
bey  andern  Unterauchungen  einigen  Vortheil  bringen;  allein 
in  der  série,  welche  ich  darans  hergeleitet,  habe  ich  daraus 
noch  keinen  Nutzen  ziehen  kônnen. 

Man  siehct  hier  schon  seit  mehr  als  8  Tagen  einen  ziem- 
lirh  grosscn  Cometen,  welrher,  da  cr  in  coelo  fast  gar  keinen 
mot  m  m  zu  hahen  und  dorh  immer  grossir  zu  werden  scheinet, 
allem  Ansehen  nach  gcnau  auf  die  Erde  zugehet. 

In  den  Actis  Lips.  M.  Nov.  ist  ein  problema  proponirt 
worden  solches  Inhalts:  Circa  data  duo  puncta  (Fig.8.)  Eet  F 
Iineam  curvam  describere  hujusmodi  ut  si  ex  duobus  eju» 
punctis  quihusvis  A  et  B  ad  illa  puncta  E  et  F  ducantnr 
rectae,  area  AEB  futura  sit  semper  proportionalis  an^ulo 
AFB,  Vel  si  corpus  in  peripheria  hujus  curvae  revolvatur, 
ut  areae,  quas  circa  punctum  E  describit,  proportionales  sint 
angulis,  quos  circa  alterum  punctum  /'  absolvit. 

Euler. 
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LETTRE  LXIX. 


GOLDBACH  à  ElJLER. 
Sommaire.  Reponte  à  la  précédente 


%  Moscao  d.  12.  Man.  »t.  n.  1744. 

Das  problema,  dessen  Ew.  ans  den  Actis  Lips.  Erwàhnung 
thun,  werden  Sie.  ohne  Zweifel  schon  solviret  haben.  So 
viel  ich  sehe  hat  die  curva  unter  andern  dièse  Eigenschaft, 
das»  wenn  sie  durch  eine  rectam  quameunque  per  punctum 
F  (Fig.  8)  transeuntem  in  zwey  Theile  getheilet,  und  von 
demjenigen  Theile,  in  welchem  das  punctum  E  stchet,  das 
tria  n  gui  u  m  rectilineum  AEB  abgezogen  wird,  das  trilineum 
residuum  AEB  allezeit  eine  aream  constantem,  areae  dimi- 
diae  totius  curvae  aequalem  habe,  oder  dass  die  pars  curvae 
EAGB  allezeit  —  sey  der  parti  curvae  EAHB. 

Die  vermeinten  summae  serierum  sind  allerdings  aus 
einem  oflfenbaren  Fehler  entstanden. 
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Die  von  Ew.  angegebenen  vielen  casu»,  wodurch  die 
quantitates  e  und  f  in  emn —  f(m  -\-n)ziLQQ  bestimmet 
werden ,  geben  mir  Uraach  zu  vermuthen ,  dau  selbige  noch 
viel  generaler  determiniret  werden  kônnen,  ob  mir  gleich 
dazu  bishero  keine  Metbode  bekannt  Ut-,  indessen  tcheinet 
doch  aucb  die«e  kleine  Observation  einigen  Nutzen  zu  haben, 
dass  die  aequatio  impossibili»,  so  vvie  aie  angedeutet  worden, 
allezeit  ibre  Ricbtigkeit  hat,  wenn  aa  b  [e — /)*,  allwo 
das  signum  ^  mimis  oder  gleich  bedeutet,  gleicbwie  icb 
»eit  Ew.  vorigem  Scbreiben  das  signum  >•  fur  majus  vel 
gleich  zu  meinem  eigenen  Gebrauch  angenommen. 

Goldbach. 
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LETTRE  LXX. 

EULER   à  GOLDBACM. 
Sommaire    Cause  de  U  pesanteur.  Réponse  é  la  précédente.  Divers  sujet*. 


Berlin  d.  36  April  1844. 

 Ich  bin  in  Verfertigung  meiner  pièce,  welche  ich 

ûber  den  Magneten  im  vorigen  Jahr  nach  Paris  geschickt, 
auf  einen  Einfall,  um  die  causam  gravitatis  zu  erklàren,  ge- 
rathen,  welcher  mir  je  langer  je  grùndlicher  vorkommt, 
ungeacht  ich  mich  noch  nicht  im  Stande  befinde  dentelben 
vôllig  auszufùhren.  Anjetzo  sollte  man  hier  schon  wissen 
kônnen,  wer  dieaes  Jahr  den  Preis  bey  der  Àkademie  zu 
Pari»  erhalten;  weil  mir  nun  der  Hr.  Glairaut  noch  nicht» 
davon  gemeldet,  to  kann  ich  gewisse  Rechnung  maehen, 
dass  ich  dietmal  wieder  leer  ausgegangen.  Ich  kann  auch 
die  Ursach  leicht  errathen,  denn  da  ich,  um  meine  Erkla- 
rung  zu  bekrâftigen,  die  Meinung  der  Englânder  von  der 

Corr.  math,  et  phy$.  T.  t.  |  g 
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Attraction,  als  einem  attributo  essentiali  corporum ,  zienilîch 
stark  angcgriffen  und  widerleget,  so  wird  dièses  den  Herren 
Cornmissariis,  welche,  wie  ich  seit  der  Zeit  erfahren,  dieser 
Meinting  vollig  beistimmen,  gar  nicht  gefallen  baben. 

Die  Eigcnschaft,  welche  Ew.  von  den  curvis,  dem  in  dcn 
Actis  Lipsicnsibus  proponirten  problemati  satisfacientibus, 
entderket  baben,  bat  ihre  vôllige  Riehtigkeit,  und  ist  also 
allen  den  unendlirb  vielen  krumnien  Linien ,  wodurch  das 
problema  solvirt  wird ,  gemein.  Ich  babe  vor  etwas  Zeit  eine 
ausfùhrliche  Solution  dafiîber  nacb  Leipzig  geschickt,  darin 
ieh  ex  quolibet  rurvartim  algebrairarum  ordinc  eine  angc- 
geben.  Ans  den  sectionibus  ronieis  satisfaeirt  dcr  Gircul,  da 
ein  punctum  im  rentro,  das  andere  in  der  Peripbcrie  an- 
gennmmcn  wird.  Ex  lineis  tertii  ordinU  satisfaeirt  dièse  Ae- 

quation  yy  —  ^a*X_  a*  >  positis  (Fia,.  9)  C  et  D  duobus  illis 

punctis,  eirca  quorum  illud  C  tint  areae  proportionales  an- 
gulis  ad  D  formatis,  et  vocatis  CD —  a,  DP~x,  MP—y. 

Ausser  diesen  eurvis  algebraicis  gibt  es  unendlich  viel, 
deren  Construction  a  quadratufa  circuli  depcndirt,  die  iïbri- 
gèn  aber  lassén  sich  durch  keine  Quadratur  construiren:  ich 
babe  aber  eine  Gèneral-Construrtion  per  motum  tractorium 
gegeben. 

Uebèr  die  tbeôretnata  nu  mer  ira  habe  ich  seit  der  Zeit 
nichts  Neues  entdecket  Was  die  neuen  Zeichen  ^  und  < 
hetrifft,  derglewhen  in  diesen  Speculationen  ofters  hôchst 
nôthig  sind,  so  wollte  ich  nach  der  Analogie  dièses  Zeichen* 
m,  wclches  non  ûequale  bedeutet,  vielnrchr  dicse  <  und  > 
£ebrauchen,  denen  jenes  non  minus,  d.  i.  entweder  aeqnale 
odcr  majus  (>•),  dièses  aber  >  non  m  a  jus ,  d.  i.  an  viel  ab 

mtniM  oder  aequale  bedeutèt. 
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Nàchstens  wird  bei  dem  Hn.  Bousquet  mein  Tractât  de 
problemate  isoperimetrico  herauskommen  ;  und  darauf  wird 
er  ein  anderes  Werk:  Inlroductio  ad  Analysin  infinitorum 
drucken,  worin  irh  sowohl  den  partem  sublimiorem  Al- 
gebrae  al»  Geometriae  abgchandelt.  Irh  habe  fur  nôthig  bc- 
funden  dièses  vor  der  Ànalysi  infinitorum  selbst  hergehen 
zu  lassen,  an  welcher  irh  jetzt  wirklich  arbeite. 

Jetzt  wird  hier  an  einer  Dissertation  de  motu  Planetarum 
et  Cometarum,  worin  ich  die  orbitam  des  letzten  Gometen 
bestimmet,  gedruckt.  Es  ist  bey  diesem  Gometen  merkwùrdig, 
da&s  derselbe  d.  k.  April  so  nahe  bey  dem  Mercurio  vorbey- 
gegangen,  dass  man  daher  eine  Perturbation  in  dièses  Pla- 
neten  Lauf  zu  vermuthen  Ursach  hat.  Bisher  ist  aber  der 
Mercurius  noch  unsichtbar,  dass  man  sich  also  hieriiber  noch 
nicht  hat  erklàren  kônnen. 

Evier. 
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GoLDBACH  à  ElJLER. 

Sommaire.  Encore  nar  les  expressions  qui  peuvent  et  ne  peuvent  point  donner 
de*  nombres  quarrés.  Savant*  de  Berlin.  Knutsen,  Traité  des  comète». 
Divers  sujets. 


Moscau  d.  1  Juni  st.  n.  1744. 

Vor  wenigen  Tagen  habe  ich  ganz  unvermuthet  gefunden, 
da»s  die  aequatio  emn  ±ftn  -\-gn  —  aa  allezeit  possibilif 
ist,  nehmlich  dass  datis  numeris  e,f,  g,  allezeit  gegeben 
werden  kônnen  m,  n  et  a.  Die  Démonstration  ist  sehr  leicht: 
ponatur  m  —  eg  ±  f  ±  2g ,  n  —  g,  erit  a  zz  eg  ±f±g- 
Wie  aber  bey  solcher  Bewandniss  der  Sache,  25  von  den 
38  casibus,  welchc  Ew.  in  Dero  Schreiben  vom  15  Ocl.  ait 
aequationes  impossibiles  anfûhren,  sich  werden  legitimiren 
kônnen,  lasse  ich  (nach  der  bewussten  phrasi)  gar  sehr  an 
seinen  Ort  gestellet  seyn. 

Von  Hn.  Prof.  Strube  hoffe  ich  bey  dessen  Zuriickkunft 
einige  particularia  von  den  dortigen  sa  vans  als  MM.  Jordan, 
d'Argens,  Algarotti  etc.  zu  vernehmen.  Ew.  werden  auch 
ohne  Zweifel  einen  gewissen  M.  des  Champs  kennen,  wel- 
cher  einen ,  mir  annoch  unbekannten  Cours  de  la  philosophie 
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Wolfienne  geschrieben  hat.  In  diesem  Bûche  soll  eine  pas- 
sage vorkommen,  da  ad  marginem  stehet:  «M.  Huygens  cri- 
tiqué». Wo  sie  so  beschaffen  ist,  wie  mir  hinterbracht  wor- 
den,  wird  es  Ew.  nicht  gereuen,  selbige  gelescn  zu  haben. 

Fur  die  Communication  der  aequationis  ad  ctirvam  danke 
ich  dienstlich  und  werde  Ew.  Dissertation,  sobald  ich  die 
Acta  Erud.  bekomme,  mit  Vergnùgen  lesen.  Mit  der  an- 
gefùhrten  Verànderung  der  signorum  bin  ich  auch  wohl 
zufrieden. 

Aus  eincm  Stùck  der  Hamburgischen  Nachrichten  habe 
ein  favorables  judicium  von  des  Hn.  Prof.  Knutzen  Tractât 
von  den  Gometen  ersehen;  es  wird  daselbst  bey  dieser  Ge- 
legenheit  gemeldct,  dass  zwar  schon  einige  Gelehrte  gewe- 
sen,  die  Cometen  auf  eine  gewisse  Zeit  vorausprophezeyet 
haben,  die  Gometen  hâtten  sich  aber  nicht  eingefunden,  so 
dass  unter  Allen,  der  Hr.  Prof.  Knutzen  der  erste  gewesen, 
welcher  eincn  Cometen,  nehmlich  den  von  A.  ,  in  ei- 
ner  ôffentlichen  Schrift  schon  7  Jahr  voraus  vermuthet  hat. 

Aus  dem,  was  von  der  Théorie  de  la  figure  de  la  Terre 
par  M.  Glairaut  in  den  Leipz.  gel.  Zeitungen  gesagt  wird, 
schlicsse  ich,  dass  es  ein  sehr  schônes  Buch  seyn  muss. 

Wenn  ein  vôlliger  tomus  von  Ew.  ope  ri  bus  herausge- 
kommen  seyn  wird,  bitte  ich  mir  notice  davon  zu  geben. 

Ich  erinnere  mich ,  dass  Ew.  mir  schon  vor  einigen 
Jahren  gesagt  haben,  auf  was  fur  Art  Sie  ein  Capital  von 
10000  Rthlr.,  im  Fall  Sie  es  erwerben  sollten,  zu  employi- 
ren  gesonnen  wàren,  nehmlich  ein  Landgut  in  patria  zu 
zu  kaufen  und  darauf  zu  leben.  Ohngeachtet  nun  vermuth- 
lich  der  casus  in  terminis  bald  existiren  wird,  so  will  ich 
doch  nicht  hofFcn,  dass  Sie  Ihr  damaliges  Project  in  Erfùl- 
lung  bringen  werden.  Goldbarh. 
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Eu  LE  R  à  GOLDBACH. 

Somma irb    Réponse  a  U  précédente.   Leçon,  du  calcul  différentiel.  Mémoire*  4e 
Berlin,   L.W,Phe  &  déchiffrer. 


Berlin  d.  4.  Joli  1144. 

Daté  dièse  Formul  emn.  .fm.  .gn  generaliter  ein  quadra- 
tum  seyn  kônne,  wenn  nur  entwedcr  y*  oder  g  ein  mime- 
ras affirmativus  ist,  wie  Ew.  angemerket  haben,  kann  mit 
meinen  vormals  ûherschriebenen  theorematibus  gar  woh!  beste- 
hen.  Dieselben  waren  zweyerley ,  entweder  von  dieser  Form 
kemn  —  pm  —  pn,  oder  von  dieser  kemn  ±  p m  +  pn.  Die 
erstere  Ieidet  nun  durch  Ew.  Observation  keine  Noth:  die 
letztere  aber  wùrde  umgestossen ,  wenn  nicht  eine  Condition 
hinzugethan  werden  mùsste,  davon  ich  mich  ntcht  mehr 
erinnere,  ob  ich  in  meinem  Briefe  damais  Meldnng  gethan 
habe,  od«r  nicht.  Nehmlich  es  mussen  m  und  n  respertn  p 
primi  seyn.   VV  enn  ich  also  sage ,  dass  £  m  n  —  3m  |  3* 
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nimmer  ein  Quadrat  seyn  kônne,  so  muss  dièse  Condition 
dabei  gemeldet  werden,  dass  n  kein  multiplum  3r  sey.  Dcnn 
wenn  man  diirfte  n~  3  odcr  iiberhaupt  a  zn  3hh  setzen, 
so  kônnte  dièse  Formul  8  /nu  -r-  3m-|-3/|  infinitis  modis 
ein  Quadrat  seyn.  Dièse  Restriction  folget  unmittelbar  aus 
der  Art,  welche  mîeh  dazu  gefuhrct,  und  vvelche  ich  auch 
in  der  pièce,  so  ich  vor  einiger  Zeit  liber  diesc  Materie 
nach  St.  Petersburg  geschirkt  habe,  ausdrùckli< h  angemerkt. 
Denn  Smn  —  3m-j-3n  kann  deswegen  kein  Quadrat  seyn, 
weil  dièse  Formul  aa  —  2l>b  keinen  divisoreni  priniuin  hu- 
jus  formae  8n  ±  3  baben  kann.  Dabero  vverden  dicjenigcn 
casus  ausgenommen,  wenn  n  ein  multiplum  von  3  ist,  eben 
wie  auçh  in  jener  au —  2bb  d>ese  Condition  binzugefban 
werden  muss,  dass  a  und  b  numeri  inter  se  primi  seyn 
sollen.  Denn  obne  dièse  Restriction  kônnte  aa^-2bb  per 
quemcunque  numermn  divisibilis  seyn. 

Icb  arbeite  anjctzo  an  einem  Traetat  uber  den  calculum 
differentialem ,  in  welcheun  icb  versehiedene  curieuse  Decou- 
verten  ùber  die  séries  gemacbt  habe,  ivovon  ich  die  Frey- 
beit  nehfne  Eiy.  einige  zu  connminiciren: 

I.  Suinto  in  circulo  arcu  quocunque  a,  cujus  sinus  sit 
:zza,  sinus  anus  dupli  —  i,  sinus  arcus  tripli  —  y,  sinus 
quadrupli  =  à,  quintupli  —  e  etc.  dico  bujus  seriei  inhnitae 

^-û  -f  a  -4-       H- y  y  +  y  à  -4-  ~>  H-  etc.  sununam  semper 

exprimere  longitudinem  arcus  90°  in  cudcm  circulo. 

II.  Posito  radio  circuli  —  I  ,  atqiic  arcus  cujuscunque  a 
stattiatur  ut  scquitur  sin  a— a,  sin  2a  —  fi,  sin  3a  —  y, 
sin  ka  —  d,  sin  5a  — f  etc.,  cos  a~  A,  vos2a—B,  cos3a  —  C, 
ros  Va  —  Dt  cos  5a  —  E  etc.  sitque  n  longitudo  seminr- 
enmferentiae,  erit 
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1  +  7  +  ^  +  -ÏT  +  ^  +  +  etc.  zz  0 
l+A+B  +  C  +  D  +  E+etc.  =1 

III.  Nachfolgende  séries  sind  ex  divisione  arcus  ent- 
sprungen. 

Posito  radio  zz  1 ,  sumatur  arcus  quicunque  zz  cujus 
sinus  sit  zz  a,  cosinus  dimidii  arcus  sit  zz  a,  cos  ~  s  zz  ft, 

cos  y  5  zz  y ,  cos  ^  s  zz  <J  etc.  erit 


afijdc  etc. 

IV.  Si  ponatur  arcus  cujuscunque  s  tan  gens  zz  A,  tang  y  * 
zz  B,  tang  ^  s  zz  C,  tang  j  5  =  D,  tang  ^s~E  etc.  erit 

V.  Si  cognita  fuerit  summa  hujus  seriei 

a  -\-  bx      ex*  -|-        -h       +  etc- 
quam  ponam  zz  z;  dico  semper  assignari  posse  summa  m 
hujus  seriei 

A  a  +  Bbx      Ccx1  +  ZJtfx*      Eexk  -f  //x*  -(-  etc. 

dummodo  séries  horum  coëfficientium  A,  B,  C,  D,  E,  etc. 
tandem  habeat  difterentias  constantes.  Sit  enim  B  —  A  zz  P, 
C  _  2  B  -f  y/zzQ,  Z>— 3C+3B  —  >4zz/?  etc.  Deinde 

q,.ia  2  datur  per  x,  statuatur  £  zz  p,       =  </>  ë=r* 

^  zz  s  etc.  Hisque  valoribus  inventis  erit  seriei 

Aa  +  Bbx  -f  Ccx*  +  i)rfx*  +  etc. 

summa  =_.-/z  +  /'/>x  -f  y  Q</xl  -f  ~  /?rx*  -|-^£jx*  etc. 
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Sit  exempl.  gr.  z  =  1  -(-  x  +  x%     x*  +  x4     etc.  =  r~ 


—  X 


.A  </s  1  dp  1  dq  f 

erlt  jx^iï-^^'  ^=cr^==^i=(TT^=retc- 

et  pro       B,  C,  ZJ,  etc.  sumatur  haec  séries 

1,  3,  7,  13,  21,  31,  13  etc. 
2,       6,  8,  10,  12 
2,  2,  2,  2,  2, 
0,  0,  0,  0 

deren  formula  generalis  ist  nn  —  n  -\-  1  ;  davon  die  Diffe- 
renzen  genommen,  wird  A  —  \,  Pzz2,  Q ~ 2,  BrzO, 
«S  zz  0  etc. ,  folglich  ist  die  siimma  seriei 

1  +  3x  +  Tx*-\-i3x*  -\-2\x'  +  31a:*  +  etc.=: 

_J  .  ÎT  2x» 

1  -  X    >    (|  -  x)*    '    (1  -  x)«  * 

Gleich  wie  man  vermittelst  der  Newton'schen  Evolution 
des  binomii  aile  aequationum  purarum  xn  —  .^zzO  radiées 
per  séries  infinitas  exprimiren  kann,  so  habe  ich  auf  eine 
àhnliche  Méthode  gedacht,  um  aller  aequationum  affectarum 
radices  gleichfalls  per  séries  infinitas  zu  exprimiren.  Es  sey 
gegeben  dièse  Aequation 

xn  +  Axn~ 1  +  Bxn    *  +  Cxn  ~  *  +  etc.  =  0, 
deren  eine  radix  sey  acz:/,  welche  ich  folgendergestalt  per 
seriem  expnmire.  Ich  sct/e 

xn  +  Axn  - 1  +  Bxn  ~ 1  +  Cxn- *  -f  etc.  zz  y 
und  suche  per  differentiationem  die  valores  folgender  Quan- 

titaten  p  =  fp  qT=zd£,  r=^,  s=~etL.,  welche  aile  in 
x  gegeben  seyn  werden.  Nun  nehme  man  nach  Belieben  fur 
x  einen  valorem  determinatum  an,  und  bestimme  daraus 
die  valores  von  j,  p,  q,  r,  s  etc.  quo  facto  summa  hujus 
seriei  x  —  py  f  \  qy%  —  ~  ry*  -f  -  *jr«  —  etc.  semper  ae- 
qualis  erit  uni  radici  aequationis  propositae 
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xn  4-  Axn-1  4-  Bx—%  +  etc.  —  0. 
Nimmt  man  nun  fur  x  einen  solchen  Werth  an,  welcher 
einer  radici  schon  sehr  nahe  kommt ,  »o  wird  die  séries  con- 
vergens  und  weisct  die  radicem  proxime. 

Man  kann  dièse  Proposition  auch  folgendergestalt  aus- 
drucken.  Si  fuerit 

yz=Lxn  -\-  Axn    1  \  Bxn   %  +  Cx"-*  +  etc. 

hinrque  definiantur  seqiientes  quantitates  pz^-y  q^i^t 

r~  r>  jz:      etc.  ex  quilnis  fornietur  haec  séries 
djr  dy 

dico  hujus  serieî  sumniani,  quicunque  valor  pro  x  ponatur, 
•emper  aequari  uni  radici  hujus  aequationi* 

wn  +  Ax"   l+Bx"  a-hetc=:0, 
Wenn  man  sich  eine  lineam  curvani  voretellet  von  die* 
ser  Natur 

die  abscissae  sind  0,1,  2,  3,  *,  5,  6,  7,  etc. 
die  appiicatae  I,  1,2,  6,  2*,  120,  720,  50*0,  etc. 
dergestalt,  dass,  wenn  die  absrissa  gesetzt  wird  31,  die 
applicata  wird  y  —  i  8*  3.  {*...&,  so  kann  diesc  curva  per 
intinita  puncta  leirht  besrhrieben  werden.  Wenn  kh  mici 
recht  erinnere,  so  haben  Ew.  mir  einmal  Anlass  megeben 
auf  dièse  curvani  zu  denken.  Unlàngst.  da  mir  diene  Materie 
wiederum  vorkam,  so  habe  icb  die  nahiranj  dieser  krum- 
men  Linie  durch  folgende  aequationem  differentjalem  ex- 
primirt:  Man  setze 

A~i  4- ^  +  p+p  4  etc.  rz  1,6**1*3*0668*8 

B  =  1  -+  ^  f  ?  +  ^  -f  etc.  ~  1,202056903159 
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C=:l  +  £  +  ^  +  ^+etc.:z;  1,08232323371 1 
0=1+^+^+^4- etc.  =  1,036927755106 
E=l+^  +  ^  +  ^  +  etc.  =  1,0173*306198* 

/*=l  +  ^  +  ^  +  ^  +  etc.  =l  1,0083*9277386 

etc. 

und  ferner  sey  «  =  0,57721566*9,  so  wird  seyn 


.  ■   1    1*1  ,1 
,</x  =  1  +  T  +  TH  -"T  n* 

woraus  die  positio  tangent  is,  so  oft  ac  ein  nu  mer  us  integer 
ist,  erkannt  wird.  Wenn  aber  x  ein  numerus  frartus  oder 
irrationalis,  so  dienet  dièse  aequatio  intinita: 

^  =  Ax—Bx*±  Cx*  —  Z)x«  +  tfa*  —  etc.  —  a 

oder  auch  dièse 

dy          x     .      x_         *  x      .  * 

^rfx—  1+x  •  4+2x  9+3^  '  l6+4x  '  W+*x  elC'  ~  fl* 
Ans  der  Figur  dieser  curvae  ist  leicht  zu  seben,  dass  die- 
selbe  eine  applicatam  minimam  inter  abscissas  0  et  1  haben 
mus».   Wenn  man  nun  setzt  c?j  =  0,  so  kommt  proxime 

heraus  ;r  =  0,*6096  oder  acrz.  — •  Um  aber  aus  einer  jeden 

x  die  gebôrige  applicatam  y  zu  finden,  so  habe  ich 
logarithmiscbe  Aequation  berausgebracbt 

«7  8.9. 10x'  +  etC' 
Wenn   also  ac  eine  sehr  grosse  Zabi  ist,  so   ist  proxime 

y—*—^l"t  posito  e—  8,7188818.  Setzt  man  aber 


r 

Digitized  by  Google 


290  — 


X       1.2.3.  2x~t"  3.4.5. 6x»       5.6. 7. 6x*       7.8.9.  10xy      etc— s» 

so  ist  accurat 

y  —  • — -t —  =  i  . 2 . 3.*. . 

Was  diejenigen  hiesigen  Gelehrten  betriflt,  von  welchen 
Ew.  einige  Nachricht  erwarten,  so  habe  die  Ehre  zu  mel- 
den,  dass  M.  Jordan,  welcher  vormals  ein  franzôsischer 
Prediger  gewesen,  sich  hauptsàchlich  auf  die  Literatur  ap- 
plicirt  und  eine  schône  Bibliothec  sammelt,  indem  ihm  der 
Kônig  aile  Bûcher,  welche  Ihro  Maj estât  gcsandt  werden, 
darein  schenkt.  Dass  der  Marquis  d'Argens  bloss  von  den 
belles- lettres  fait  macht,  wird  Ew.  genugsam  bekannt  seyn, 
und  ungeacbt  er  jetzt  anfàngt  awh  physiealisehe  Materien 
mit  unter  seine  Schriften  zu  mengen,  so  ist  doch  nichts 
Grùndliches  davon  anzutrcffen.  Der  Graf  Algarotti  ist  schon 
lange  Zeit  nicht  mebr  hier  und  bat  nacb  den  letzten  Zei- 
tungen  Dienste  bey  dem  Kônig  von  Polen  genommen. 
M.  Deschamps  ist  ein  purcr  Wolfianer,  und  weilen  ich  we- 
der  mit  ihm  in  genauer  Bekanntschaft  stehe,  noch  seine 
Schriften  gelesen  habe,  so  habe  ich  ihn  durch  einen  Freund 
fragen  lassen,  worin  er  praetendire  den  Hugenium  critiquirt 
zu  haben.  Hierauf  hat  er  nun  geantwortet,  dass  solches  ùber 
sein  ratiocinium  sur  la  probabilité  gewesen  scy,  weilen  er 
vermeint  hàtte,  der  Hr.  Wolf  hiitte  solches  auch  schon  cri- 
tisirt,  da  er  aber  scit  der  Zeit  gesehen,  dass  des  Hn.  Wolfs 
Worte  anders  verstanden  werden  miissen,  so  ziehe  er  seine 
Critic  wieder  zuriïck. 

Die  Akademie  in  Paris  hat  dièses  Jahr  das  praemium 
gar  nicht  ansgegeben ,  sondern  eben  dieselbe  Quaestion 
vom  Magneten  wiedernm  auf  A.  17^6  proponirt,  mit  einem 
dreifachen  Preise  von  7500  livres.   Ich  habe  mir  aber  vor- 
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genommen  nicht  ferner  darùber  zu  concurriren,  sondern 
meine  Dissertation  nàcbstens  allhier  drucken  zu  lassen.  *) 

So  favorable  das  judicium  in  den  Hamburgischen  Zei- 
tungen  ûber  des  Hn.  Prof.  Knutzen  Meinung  von  dem  letz- 
ten  Couieten  Ut,  so  ist  doch  sowohl  der  Grund,  als  seine 
Àusfùhrung  vôllig  falscb.  Er  nimmt  erstlicb  an,  dass  dieser 
Comet  ein  tempus  periodicum  von  fc5  */«  Jahren  habe,  weil 
er  aus  dem  catalogo  Heveliano  gesehen,  dass  fast  immer 
nach  Verfiiessung  dièses  intervalli  ein  Cornet  ersebienen. 
Ferner  glaubt  er,  dass  der  Comet  von  1698  eben  derselbe 
gewesen,  der  A.  1652  gesehen  worden,  da  man  doch,  wenn 
man  die  Sach  genau  untersuebet,  kaum  zwey  Cometen  fin- 
den  wird,  welche  so  viel  von  einander  differiren,  aïs  dièse 
zwey.  Hernach  ist  auch  der  letzte  Comet  von  diesen  beyden 
so  stark  unterschieden ,  dass  man  mit  eben  der  raison  den 
Mercurium  fur  den  Saturnum  balten  kônnte,  wenn  man 
nicht  ôfter  beyde  zugleich  am  Himmel  sahe.  Ich  habe  auch 
dem  Hn.  Prof.  Knutzen  aile  dièse  Grùnde  ùberschrieben, 
wogegcn  er  nichts  anders  einzu  wenden  findet ,  aïs  dass 
gleichwohl  seine  Meinung  oder  Prophezeyung  eingetroffen, 
und  dass  er  fast  nicht  glauben  kônne,  dass  solches  par  ha- 
sard geschehen.  Ich  habe  ùber  diesen  Cometen  eine  weitlàu- 
fige  Dissertation  geschrieben,  welche  jetzt  bald  wird  ge- 
druckt  seyn,  darin  ich  den  Lauf  dièses  Cometen  auf  das 
Genaueste  bestimmet  und  ganz  deutlich  gewiesen,  dass  sein 
tempus  periodicum  sich  ùber  etliche  saecula  erstrecke:  wie 
sich  denn  auch  unter  allen  Cometen,  so  seit  700  Jahren 
observirt  werden,  keiner  findet,  dessen  Lauf  nur  im  Gering- 
sten  mit  dem  letzten  ùbereinkàme. 

«)  Cette  dissertation  est  publiée  dans  le  tome  V  du  Recueil  des  pièees 
qui  ont  remporte  le  prix  de  l'Académie  de  Pari». 


Digitized  by  Google 


—    292  - 


Die  Théorie  de  la  figure  de  la  terre  par  M.  Glairant  ist 
in  der  That  ein  unvergleichliches  Werk,  sowohl  in  Anse- 
hung  der  profunden  und  schweren  Quacstionen ,  welche 
darin  abgehandelt  werden,  al*  der  angenehmen  und  leichten 
Méthode,  nach  welcher  er  die  sublimsten  Sachen  gans  klar 
und  deutlich  vorzubringen  weiss. 

Ob  mein  Tractât  de  problemate  isoperimetrico  in  Lan- 
sanne  sehon  vôllig  gedruekt  ist,  habe  ich  noch  keine  Nach- 
richt  erhalten.  Ich  habe  inzwischen  ein  neues  Werk  dahin 
geschickt  unter  dem  Titul  Introductio  ad  analysin  injinitorum, 
worin  ich  sowohl  den  partein  stiblimiorem  der  Âlgeber  ait 
der  Géométrie  abgehandelt  und  eine  grosse  Menge  schwerer 
problematum  ohne  den  calculum  infinitesimalem  resolvirt, 
wovon  fast  nichts  anderswo  anzutreffen.  Nachdem  ich  mir 
einen  Plan  von  eincm  vollstandigen  Tractât  ùber  die  ana- 
lyses infinitorum  forinirt  hatte,  so  habe  ich  bemerkt,  dass 
sehr  viele  Sachen ,  welche  dazu  eigentlich  nicht  gehôren,  und 
nirgend  abgehandelt  gefunden  werden,  vorhergehen  mùssten, 
und  aus  densetben  ist  dièses  Werk  als  prodromus  ad  ana- 
lysin infinitorum  entstanden. 

Die  neue  Akademie  allhier  wird  nachstens  einen  toraum 
von  den  darin  abgelesenen  Piècen  herausgeben.  Es  wird  da- 
rin eine  grosse  Anzahl  Piècen  von  mir  kommen.  Weilen 
nun  die  Herren  Staats-Ministri  fteissig  zugegen  sind,  so  habe, 
um  diesen  Herren  keinen  Kkel  zu  erwecken ,  mein*  Diaser- 
tationen  franzôsis<h  abgelesen,  nachdem  solche  von  dem 
Herni  Prof.  Naudé  corrigirt  worden.  Ich  habe  aucb  um 
dieser  Ursach  willen  pure  mathematische  Speculationen  und 
calculos  zu  eviliren  gesucht,  und  mehrentheils  physikalisehe 
Materien  abgehandelt  Darunter  befindet  sich  eine  neue 
Théorie  von  dem  Lirbt  und  Farben,  wodurch  ich  aile  phae- 
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no  mon  a  auf  das  Deutlichste  erklàre  und  aile  Schwierigkeiten. 
welchen  andere  Theorien  unterworfen  sind,  vermeide.  Her- 
nach  habe  ich  demonstrirt,  dass  die  Forcen,  welche  von 
einrni  Stoss  odçr  Schlag  herkommcn.  jederzeit  mit  einer 
blossen  Pression  comparirt  werden  kônnen,  oder  dass  die 
vires  vivae  nnd  mortuae  unter  sich  homogeneae  seyen.  Ich 
habe  anch  ex  natura  gravitatis  dargethan,  dass  die  ultimae 
moleculae  omnium  corporum  unter  sirh  aile  gleich  dicht 
oder  eandem  gravitatem  specificam  liaben  miissen,  wodurch 
das  principium  indiscernihilium  einigen  keinen  geringen  Stoss 
zu  leiden  scheinet 

lrli  habe  vor  einiger  Zeit  nachfolgendcn  logogryphum 
entworfen,  worin  aile  cliaracteres  Buchstaben  bedeuten  und 
der  Text  latein  ist: 

P  xqf  wlznjdvynftiddkqxhlcebfpxdfgllzbccfbkfodxo 
k J'n g I qxnfc hej  mlckzxhrj wjgfh xvzjn bgyxcdg ixkoxj 
mlnaoigdxvzflmefnfyjqfangvnylrcxfonbfjalrkwfnbf 
pjoizoxqknubrof  adgtaxwkcbrbcklofrnjwngfzfhgjfc 
bcfvqjtxeevlbzfyjsbzhfmlnbgfsqjwglnxvzjkonbcoigd 
xv r  kfj  alzxifnilenfgvcboo fcj  xnnfgnkbcjnnjynxvplgn 
bfzfoxeejdgxbvjctifdyvdbhzlnvy&mbcblobbcyfekonb 
ceiobfplwsxzxfjcndbhrlzqxsfonbcoljffyqJtnjeevhUt 
moitxmgicfdnklvoldxnfbxofcklvpxrnv. 

Ungeachtet  hier  die  Bedeutung  dcr  characterum  nicht 
▼erânderlich  ist,  so  deucht  mich  doch,  dass  dergleichen  Schrift 
nicht  leicht  dethiffrirt  werden  kann. 

Die  hiesige  Akademie  wird  auch  nâehstens  ein  praemium 
von  1*0  Rthlr.  aussetzen,  womit  jâhrlich  continuirt  werden 
soll.  Fur  das  kùnftige  Jahr  wird  die  causa  physica  electri- 
citatis  das  sujet  der  question  seyn.  Eu  1er. 
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LETTRE  LXXIII. 

GOLDBACH  à  EULEK. 
Sommaire.  Problème  de  nombre». 


Mokm  d.  16.  Joli  «t.  n.  1744. 

Ich  halte  dièse  Proposition  fur  gewiss,  ohngeachtet  ich  glaube, 
dass  die  Démonstration  davon  nicht  leicht  zu  finden  sey: 
Dato  numéro  primo  hujus  forma e  In  +  1 ,  datur  alius  nume- 
rus  hujus  formae  al-|- t,  quem  ille  di vidât;  (dass  aber  invento 
uno  a1  -f-  1 ,  noch  innumeri  alii  von  dieser  Eigenschaft  ge- 
funden  werden  kônnen,  ist  an  sich  offenbar).  In  gewissen 
Fàllen  ist  die  Solution  gar  leicht,  als  zum  Exempel,  wenn 
in  dem  gegebenen  numéro  primo  bn-\-i  der  numerus  n 
quadratus  oder  trigonalis  ist. 

Ich  môehte  wohl  wissen  ob  Ew.  ein  Buch  gelesen  haben, 
davon  mir  nur  der  folgende  Titel  bekannt  ist:  La  méthode 
des  fluxions,  par  M.  Newton,  à  Paris  17^0. 

Im  ùbrigen  beziehe  ich  mich  auf  mein  letztes  Schreiben 
vom  1.  Juni.  Goldbach. 
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LETTRE  LXXIV. 

GOLDBACH  à  EULEK. 


d.  17.  Aufu.t  1744. 

lVenn  die  n  urne  ri  m  et  n  in  den  bisherigen  theorematibut 
nicht  jederzeit  numéros  integros  affirmativos  angedeutet  und 
Ew.  nicht  in  Dero  damaligem  Schreiben  ausdrùcklich  gesagt 
hàtten,  dais  die  38  formulae,  in  welchen  dièse  numeri  m 
et  n  vorkommen,  nullo  modo  quadrata  seyn  kônnten,  wûrde 
ich  einige  derselben  nicht  so  leicht  in  Zweifel  gezogen  ha- 
ben,  und  glaube  nunmehro  gern,  dass  sie  nach  der  von  Ew. 
angefùhrten  Restriction  aile  richtig  sind.  Vielleicht  wàre  es 
aber  be»aer .  wenn  man  bcmcldte  numéros  aliezeit  in  ihrer 
générale*  Bedeutung  liesse,  und  z.  Ex.  anstatt  der  formula 
8  mit —  3m-(-3nxflû  (so  einer  Restriction  nôthig  bat)  ge- 
raliter  sagte 

Cerr.  math,  et phyu  T.  I.  |<) 
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8 (3m  +  l)(3n±  1)  —  3 (3m  +  1)  +  3(3n  ±  l)xoo, 
worin  dasjenige,  so  bey  dem  theoremate  essentiel!  ist,  be- 
ttehet.  Ich  habe  ferner  observiret,  dass  wenn  emn —  m  —  n 
kein  quadratum  seyn  kann,  auch  emn —  n —  e=nD,  oder 
wenn  e  ein  numerus  integer  hujus  conditionis  Ut,  dass 

""Il  n>ema*8  ein  numerui  integer  seyn  kann,  alsdann  auch 
kein  numerus  integer  ist. 


en 

aa- 
Tn—  I 

Fur   die   mir   communicirten  fùrtreftlichen  theoremata 


danke  ieh  verbufidenst^ r  s;  k 

Goldbach. 


P.  S.  Unlàngst  haben  I.  Kais.  M aj  estât  mich  (wiederum 
praeter  meritum  et  petitum)  zum  wùrklichen  Etatsrath  nebst 
dcni  appointement  von  2000  R.  ernennet. 


>•    t  -    X  ê 


.  .  fi  . 


r  . 


•  »    •  •  • 


t.-  ' 
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LETTRE  LXXV. 


EutER  à  GOLDBACH. 


t 


Sommaire.  Concours   de  Paris  pour  la  théorie  de  l'aimant.   Suite  des  recherches 
arithmétiques  des  lettres  précédentes.  Sommation  de  diverses  séries. 


Berlin  dt  19  September  1744 

—  —  —  M.  Clairaut  bat  mich  von  neuem  versichert,  dass 

* 

bey  der  Ictzten  Untersuchung  der  eingeschickten  pièces  ùbrr 
den  Magneten,  die  meinige  die  grôsste  Approbation  gefundeu, 
dass  aber  drey  von  den  fùnf  dazu  ernannten  Commisaariis, 
welcbe  Newtonianische  Attractionisten  seyen,  in  dem  Ge- 
danken  stehen,  dass  dièse  Frage  nimmer  auf  eine  mathema- 
tiscbe  Art  erklârt  werdeh  kônne.  Nacb  zwey  Jabren  musse 
aber,  nach  den  Gesetzen  der  Akademie,  derPreis  notbwendig 
ausgetheilt  werden.  Unterdessen  deucht  mich,  dass  wenn  die 
Herren  die  Auflôsung  dicser  Frage  fur  unmôglicb  halten, 
dieselben  die  von  neuem  darauf  gesetzten  2500  livres  auf 
eine  ihrem  Urtheil  nach  môgliche  und  nutzlichere  Frage 
Jiàtten  setzen  sollen. 
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Ew.  Observation  dais,  wenn  emn —  m —  n^D,  auch 
e mn  —  m  —  eiQ,  kann  zur  Entdeckung  vider  neuer  theo- 
rematum  Anlass  geben;  denn  wenn  emn — m —  n^crj,  so 
wird  auch,  wenn  man  setzt  n—pmm — m,  seyn 

epm* — emm  —  pmmznD  oder  emp — p  —  eniD. 

Ew.  tbun  in  Dero  Briefe  nicht  die  geringste  Meldung, 
warum  Dieselben  die  aus  Dero  Reise- Journal  ausgeschnit- 
tenen  Blâtter  beygcfùget  haben.    Ich  vermuthe  aber,  dau 

hiezu  die  séries    ~h    ~r  55  +  ^  +  etc-i  àtren  Summ  von 

dem  Hugenio  —  -J-  soll  angegeben  worden  seyn,  mag  An- 
las»  gegeben  haben.  Ich  kann  aber  die  legem  progressions 
dieser  seriei  nicht  einsehen:  wenn  256  anstatt  216  stehen 
sollte,  so  wùrde  ich  glauben,  dass  von  dieser  série 

n + rf + sTfj + rfîi + etc* 

die  Rede  wftre,  deren  Summ  — 

¥  +  ïïl  +  JS1  +       +  etc'  =  T/2 

und  folglich  kleiner  als~*  Die  ùbrigen  summas,  welche  Ew. 

in  diesen  Blâttern  aufgezeirhnet,  habe  ich  baid  demonstriren 
kônnen.  Die  formula  gencralis 

resolvirt  sich  in 

't'Ti  "iH  J(  iiPH   i    ,U ■»,»:•»/'    III  Jfli 

an  an ,  -% 

^  (a;  +  t) 


». 

Wenn  nun  die  séries,  so  aus  dem  ersten  Glied  entspringt. 
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Ut  A-\-B-\-C-\-D-\~ etc. ,  to  gibt  das  andere  Glied  dièse 
seriem   B       C  -|-  D  +  etc«  »  folglich  Ut  die  lumma  — 

^    on 

■    m mh-\-  mn' 

Was  Ew.  in  den  folgendcn  Blàttern  von  den  imagina riit 
und  negativis  negativorum  schon  vor  so  vielen  Jahren  me- 
ditiret  haben ,  itt  der  Wahrbeit  dergestalt  gemà*ar  daas  man 
dadurch  aile  Schwierigkeiten ,  welche  ùber  diète  Materie 
gemacht  zu  werden  pflegen,  aus  dem  Grunde  heben  kann. 

Ëuler. 


• 


P.  S.  Dass  dato  numéro  primo  hujusforniaeVnf  l,allezeit 
eine  Zahl  von  dieser  Form  aa  -|-  1  gefunden  werden  konne, 
welche  sich  durch  hn  -f-  I  tbeilen  lasse,  itt  deswegen  gewiss, 
weilen  der  numerus  nrimus  kn  ■+  I  allzeit  eine  summa  duo- 
rum  quadratorum  Ut.  Denn  wenn  kn+i—pp-{-qq ,  so  kôn- 
nen  immer  solche  Zahlen  f  und  g  gefunden  werden ,  dass 

on  —  fqzz.  ±  i,  oder  dass  der  Brucb  —  dem  Brucb  —  so 

nahe  kommt,  dass  wenn  man  einen  von  dem  andern  sub- 
trabirt,  im  Zàhler  nur  t  uberbleibt.  Wenn  nun  solchergestalt 

Brucb  —  gefunden  worden,  so  ist  a—fp  -(-  gq,  oder 


g 

generaliler  a  —  (k n -\-  i)  m  ±:  (fp-\-  gq)-  Der  Bruch  —  kann 

aber  aHzeit  durch  meine  Méthode,  die  Bruche  in  kleinern 
Zahlen  proxime  auszudrucken ,  leicht  gefunden  werden.  AU 
wenn  Kn-+  1  =853,  so  Ut  hn  -f  1  '=  18*  -+-23*  und  folg- 
lu  h  —  m  —  •  Nun  stelle  icb  zwischen  den  Zahlen  23  un4 

18  die  Opération  an ,  welche  zu  Findong  de»  maximi  conv- 
divisons  gebraucbt  wird,  als 


23  !         ^     <A  * 


18 


3 

aov  ut  «î  te  la  if  I 


>1  <r»b  aï 


3 


1 


1 


2 


■t.  •••»<; 


und  formire  daraus 


Die»e  quotas  schreibe  ich  hinter 
folgende  Bruche 

i,     s,     i,     u     a  ] 
1        14       5  9, 

*  <P  7*  T'  T'  T 

nehmlirh  ein  jeder  numerator  oder  denominator,  mit  der 
ohgeachriebenen  Zahl  multiplicirt,  gibt  nebst  dem  vorherge- 
hcnden  numerator  oder  denominator  addirt,  den  folgenden 
numerator  oder  denominator.  Alao  ist 

9  =  1. 5  +  *,  7  =  l.*4-3etc. 

.   .    •        .  ,         .  •    :  . 

9  23 
Der  letzte  Bruch  —  kommt  nun  dem      w>  nahe,  daa»  die 

1  18 


Diffcrenz,  durch  einen  Bruch  exprimirt  wird  dessen 

Zahler  ==  t.  Da  aj*>  £  =  j|,  so  Ut  y  ==y  unc*  alto 


i    •  • 


a  =  9.23  +  7.l8  =  333; 
folglich  333*+  1  diviwbel  durch  853.  ?        '  -, 

JEa*m/>/.  2.  Es.jey  +  i  =  178*81  =  391*  +  16Q\ 
*o  opcrirc  ich  al»o 
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160 

391 

2 

71 

160 

2 

18 

71 

3 

17 

18 

i. 

1 


9, 

V  T' 


5 


t  17 


11  '23 


17 


391 

l'     l'     9  160 


Daher  ist  a  —  22. 391  +  9. 160  =  100*2.  welches  die  kleinste 
Zahl  ist,  deren  Quadrat  -|-  1  theilbar  ist  durch  1 78^81,  denn 
oa  +  1  =  1008H765  =s  178*81 . 565. 


il'  >t 


I 

'  » 


*  «. 


.  ./ 


i  • 


«  i     :  ». 
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LETTRE  LXXVI. 

GOLDBMH   à  ElJLER. 

il..  .  •  . 

SOMMA  tRS.    Recherche*  arithmétique»;  «uitc. 

■  * 


Hokih  dL  1  Octoher  1944. 

Ich  laite  dahingestellt  aeyn,  ob  bey  jetzigen  Zeitlâuften 
niebt  indépendamment  de  toute  attraction  Newtonienne,  trente 
raison»  môgen  gewesen  seyn,  wodureb  m  an  die  Àustheilung 
des  Preiset  zu  differiren  genôthiget  worden. 

Mein  voriger  Brief  wurde  in  aolcher  Eile  geachrieben, 
data  ich  gar  vergeasen  zu  melden,  warum  ich  die  einge- 
achloaaenen  Blàtter  beygefuget.  Ich  habe  in  vorigen  Jahren 
von  unterachiedenen  Bricfen,  die  et  nicht  werth  geweaen, 
Copien  behalten,  wovon,  ait  ich  dieaelben  unlângat  durrh- 
gcblàttert,  ein  guter  Theil  caaairet  worden;  weil  aber  doch 
in  den  ùberaandten  Blatte  m  einige  Anmerkungen  ûber  die 
numéros  negativos  waren,  ao  aich  wohl  môchten  behaupten 
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lassen,  habe  ich  selbiga  Ew  gleichsam  vor  die  lange  Weile 
communiciren  wollen.  Was  sonsten  von  seriebus  darinnen 
entbalten  seyn  mag,  hat  mir  damait  neu  geschienen,  und 
ut  nunmehro  von  keiner  Erheblichkeit. 

Ew.  Méthode,  die  numéros  aa  -\-  i  ,  to  durch  den  nume- 
rum  primum  kn-\-\  divisibiles  sind,  zu  finden,  gefàllet  mir 
sehr;  ich  glaube  kaum,  daM  ein  anderer  processus  in  die- 
sem  Falle  môglich  sey,  und  dass  der»elbe  wohl  Niemandem 
vor  Ew.  bekannt  gewesen  seyn  mag. 

* 

Es  ist  mir  unlângst  bey  der  formula  emn.  ./m.  .gn  Fol- 
gendes  eingefallen:  Innumerabiles  sunt  numeri,  qui  ad  hanc 
formulam  îOmn  ±  (m  7 n)  redigi  non  possunt,  ut  1,  3, 
k,  6,  9,  10  etc.,  sed  nulla  potest  dari  formula  generalis 
algebraica  a-\-bx  -\-  cxx  +  etc.  (ubi  x  designet  numerum 
integrum  variabilem,  o,  b,  c,  etc.  constantes)  ita  compara  ta, 
ut  dici  possit  10  m  n  ±  (m  -|-  7n)  nr  a  -J-  bx  -\-  cxx  -f-  etc. 
quemadmodum  dici  potest  kmn  —  m  —  n  nz  a?  x.  Man 
kônnte  zwar  sagen,  dass  auch  mn  fur  sich  allein  dicselbe 
Eigenschaft  hat,  es  ist  aber  selbiges  theils  alsofort  évident, 
theils  gehôret  mn  nicht  eigentlich  zur  formula  e  m  n .  ,/m>  .gn, 
allwo  durch  etf,  et  g  numeri  integri  verstandcn  werden. 

Ich  môchte  wohl  wissen,  ob  Ew.  den  numerum  e  in  die- 
ser  Proposition  A. .  .emn  —  m  —nzizaa,  ausser  dem  casu, 
da  e  ein  multiplus  quaternarii  ist,  auf  vielerley  Art  deter- 
miniren  kônnen?  Dièses  kann  ich  indessen  demonstriren, 
dass  die  propositio  A  allezeit  falsch  ist,  wenn  e  nicht  dièse 
Form  hat  (\  hk  —  h-\-i)f  so  dass  h  und  k  numeri  in- 
tegri affirma tivi  sey  en  ;  denn  wenn  e  dièse  Form  nicht 
hàtte,  so  wâre  A  evidenter  falsch  in  casu  nz=.i,  und  folg- 
lich  nicht  universaliter  negans. 


A!»  mir  neulich  ein  Theil  von  don  Mémoires  de  l'Aca- 
démie p.  l'année  1734-  in  8°  in  die  Hande  gerathen,  babe 
ici)  daselbst  p.  268  ».  des  Hn.  Clairaut  solution  de  plusieurs 
problèmes  etc.  angetréfferi.  Dié  Solution,  so  er  gibt,  kann 
meines  Erachtens  nicht  generalior  erdacht  wcrdçnA  ,uncLwas 
er  von  dem  problème  troisième  sagt,  scheinet  mir  auch  sehr 
merkwurdig.  Der  HqfcJJouguer  brauchet,  y  or  das  signum,  so 
Ew.  schreiben  <,  dièses  ^,  wel,ches  zvvar  nicht  compcndiôs, 

aber  sehr  expressif  ist.  ( 

Goldbach. 
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LETTRE  LXXVII. 

- — 

EULER  à  GOLDBACH. 

Son  M  ib   c    Même  sujet. 

•  «  '. 


Berlin  d.  17.  Horember  1744. 

—  —  —  Dass  Ew.  meine  Metbode  die  numéros  a  a  -\-  \  zu 
finden,  so  durch  den  numerum  primum  kN-\-  î  theilbar 
sind,  einiger  Attention  gewurdiget,  erfreuet  mich  sehr:  Der 
Beweis  davon  ist  dieser:  Wenn  aU-\-bb  divisores  haben 
soll,  so  mùssen  die  Buchstaben  a  und  b  also  besebaffen 
seyn  a-rzmp-\-nq  und  bznmq —  np;  denn  da  wind  aa^bb-nz 
(mm-fnn)  {pp-\-Qtj)t  und  folglich  ist  aa~\-bb  divisibel  durch 
pp-^qq»  Da  nun  kN-\-\  immer  aùf  die  ¥otm  pp  -f-  qq 
gebracht  werden  kann ,  so  mussen  solche  Zahlen  fur  m  Und  n 
gefunden  werden,  damit  b  z=l  wird  ±  1,  oder  mq — npizi'±l, 
Wenn  ich  also  aus  de/  Aequalitat  ViV-f-  1  pp  +  qq  den 
Bruoh  —  {brsnire,  so  muss  >  ein  anderer  Bruch  —  gesucht 


werden  dergestalt,  dass  wenn  diète  Bruche  ^  X  —  per  cru- 

cem  multiplicirt  werden,  die  producta  mq  und  np  nur  uni- 

tate  differircn  ;  oder  der  Bruch  —  mus»  in  minoribus  nu- 

meris  dem  Bruch      proxime  gleich  seyn.  Wenn  ich  nun  mit 

den  Zahlen  p  und  q  die  Opération  anstelle,  welche  man  um 
den  maximum  communem  divisorem  davon  zu  finden,  zu 
machen  pflegt,  und  aus  den  quotis  auf  vorher  beschriebene 

Art  fractiones  formire,  so  Ut  der  letzte  Bruch  und 

da  in  einer  solchen  Reihe  Bruche,  zwey  neben  einander  ste- 
hende  immer  so  bescbaffen  sind,  dass  die  producta  ex  mul- 
tiplicatione  per  crucem  orta  nur  um  t  von  einander  diffe- 

riren,  so  kann  die  fractio  penultima  fiir  —  angenommen 

werden,  da  dann  herauskommt  a—  mp -\- nq. 

So  viel  ich  mich  erinnere,  so  sind  mir  die  in  den  jùng- 
stens  ùberschickten  Briefen  enthaltcnen  Begriffe  von  den  nu- 
meris  imaginariis  sehr  grùndlich  vorgekommen. 

Wenn  emn  -\-fm  -f-  gn  zr:  a  -\-  bx-\-cxx,  so  wùrde  auch 
kcemn-\- \cfm-\-  Kcgn  \ac  4-  \bcx  +  kccxx  —  kac 
—  bb  -f  (b  -f-  2  ex)2  und  folglich  wùrde  kcemn -\- kefm 
^-kcgn —  kac-\-  bbzszD.  Ob  es  nun  ntôglich  ist  derglei- 
chen  Formuln  zu  finden?  so  kommt  es  darauf  an,  ob  es 
solche  Formuln  gebe  emn  ±.fm ±  gn  ±  A,  welche  immer 
ein  Quadrat  werden  kônnen.  Ich  habe  aber  auf  dergleichen 
Formuln  vorher  nicht  gedaçht  und  daruher  auch  noch  jetzt 
nichts  entdecket,  welches  an  Ew-  ùbersebrieben  zu  werden 
verdiente. 

Was  die  Formul  emn  —  m  —  n  betriflt,  so  habe  ich  sehr 
weit  hinaus  aile  Zahlen  fiir  e  gesurht ,  in  welchen  dièse 
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Formul  ein  quadratum  werden  kann,  und  habe  gefunden, 
datt  fur  e  aile  Zahlen  getetzt  werden  kônnen ,  auuer  dieten  : 
k,  7,  8,  12,  15,  16,  20,  23,  2*,  28,  31,  32,  36,  33,  KO, 
II,  kl.  hS,  52,  55,  56,  60,  63,  6*,  68,  71,  72,—  m  weit 
bin  icb  mit  meiner  Unlertuchung  gekommen.  Da  nun  in 
dieten  Zahlen  keine  andere,  ait  welche  in  dieten  beyden 
formulit  \k  und  8  k — 1  enthalten  tind,  vorkommen,  ao 
dàucht  mich  die  Induction  richtig  zu  teyn,  wenn  icb  tage, 
datt  towobl  diète  Formul  hkmn —  m  —  n  ait  diète 

(8  k  —  1)  ma  —  m  —  n 
kein  Quadrat  werden  kônne.  Icb  babe  nocb,  nicbt  nur  keine 
von  dieten  beyden  formulit  faltcb  befunden,  tondern  wenn 
aucb  fur  e  irgend  eine  andere  Zahl  autter  hk  und  8*—  1 
angenommen  wird,  to  babe  icb  nocb  immer  die  Formul 
emn  —  m  —  n  auf  ein  Quadrat  bringen  kônnen. 

Auf  Ew.  Veranlattung  babe  ich  det  Hn.  Glairaut  pièce 
in  den  Mémoiret  A.  173%  nachgeleten.  Die  Solution  der 
beyden  erttern  itt  die  Newtonianitcbe,  und  kann  freylicb 
nicbt  allgemein  teyn.  Dat  dritte  problema  itt  in  der  That 
tebr  merkwùrdig.  Die  Solution  itt  aber  to  betchaflfen,  datt 
dietelbe  auf  keinen  andern,  ait  einen  recbten  Winkel  appli- 
cirt  werden  kann,  da  docb  der  catut,  wenn  der  angulut 
nicht  rectut  itt,  eben  to  môglich  itt.  Ich  babe  mit  dem 
Hn.  Glairaut  viel  dariiber  corretpondirt ,  wir  haben  aber 
beyde  dieten  letztern  catum  nicht  int  Reine  bringen  kônnen. 

Euler. 
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St.  P«ter»barg  d.  Î6.  Januar  1146. 

Auis  Ew.  letztf^Tfrt  Sebreiben  habc  icb  ersehen,  da»s  Sie  zu 
der  «équations  ewm^m  —  71  keine  andere  valores  vor  e, 
«U  die  entWeder  multipli  quaternarii,  oder  z+&k  —  i  *ind, 
gefunden  baben;  weil  Sie  «icb  aber  hierin  blo»  auf  eine 
Induction  beziehcn ,  »o  babc  Kiebey  anroerkcn  wollen* 
da&a,  wenigstens  auaaer  diescn  beyden  casibus,  die  propotitio 
emn — m  —  txzjzqq  allezeit  falsch  iat  und  die  quadrata, 
dencn  emn  —  m  —  n  gleicb  wird,  aogar  angegeben  werden 
kônnen,  »o  oft  entweder  e  oder  e  —  I  ein  divisor  von  einem 
quadrato  unitate  aucto  seyn  kann.  Denn  in  casu  primo,  ubi 
be  —  ce  f  1 ,  fiât  n~b-[-i,  m~b-\-bbt  erit 
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t»A  —  «> (^-h  1)*  —  cc(6+i)*;  ' 
in  casu  secundo ,  wenn  e— 1  ein  divisor  ist  von  otf-f-l, 

ponatur  m—1,  n  —  Tgitur  nullae  aliae  sunt  formulae 

possibiles  pro  e  in  propositione  emn — m  —  nznaa,  nisi 
cura  e  est  vel  quatcrnarius  (aut  ejus  multiplus  quicunque^, 
vel  cum  e  est  —  8 k —  1;  utrovis  enim  casu  tam  e  quani 
e  — 1,  nullo  modo  dividere  possunt  quadratum  unitate  auçtum; 
hinc  fit,  ut  quamvis  kk — 1  non  possit  dividere  quadratum 
Unitate  auctum,  tamen  ad  oxprimendum  valorem  e  in  pro- 
positione  emn — m  —  nznaa  incptum  sit,  proptcrca  quod 
e  —\zz.\k  ■ — 2  potest  esse  divisor  quadrati  unitate  aucti, 
ex  quibus  sequitur  praeter  numéros  in  formulis  kk  et  8k— i 
comprehensos,  alios  nullos  posse  substitui  pro  e,  quoniam 
scilicet  nulli  alii  har  gaudent  proprietate,  ut  tam  e,  quam 
e—  i  dividere  nequeat  quadratum  unitate  auctum,  etsi  non 
demonstratum  sit  oinnes  numéros  hujus  formae  Sk  —  1  pro 
e  positos  satisfacere,  quod  tamen  verisimillimum  arbitror, 
nec  dubito  quin  aliqiia.  ratione,  quae  mihi  nunc  non  sup- 
petit,  demonstrari  possit. 

Auf  memer  ftûekreise  von  Moscau  Mener  ist  mir  ein* 
gefallen,  dass  vielleicht  die  propositio  de  numêris  p  ri  mis 
hujus  formae  hn-\-  î,  qui  sunt  summae  duorum  quadrato- 
rum,  nur  ein  corollarium  hujus  theorematis  seyn  mochte: 
()mne»  numeri  hujus  formae  bn-\-î,  qui  dividi  nequeunt 
per  numerum  hujus  formae  h  m  -fy-  î ,  tôt  modis  sunt  sum- 
mae duorum  quadratorum ,  quot  modis  dispesei  possunt  in 
duos  factores,  ex.  gr.  65  est  numerus  hujus  formae  kn-\-\t 
nec  dividi  potest  per  numerum  ullum  formae  V  m  —  1  , 
ergo  65  tôt  modis  est  summa  duor.  quadr.  quot  modis  dis- 
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pesci  potest  in  duos  factoret ,  nempe  duobut  modis  (1)  1.65, 
(2)  5.13,  est  igitur  aggregatum  duor.  quadr.  (1)  1  +  6s, 
(2)  16  +  I». 

Similiter  25  est  numerus  hujus  formae  *n-+l  nec  di- 
vidi  potest  per  numerum  hujut  formae  \  m  —  1 ,  igitur 
cum  dupliciter  resolvi  posait  in  duos  factores,  nempe  (1)  in 
1  et  25,  (2)  in  5  et  5,  erit  dupliciter  summa  duorum  qua- 
dratorum  (1)  0  +  25,  (2)  9  +  16. 

Similiter  numerus  625  ejusdem  naturae  tripliciter  resol- 
vitur  in  duos  factores  (1)  1.625,  (2)  5.125,  (3)  25.25, 
ergo  tripliciter  est  summa  duor.  quadr.  (1)  01-J-25*,  (2) 
7'  + 2V1,  (3)  15*  +  20*. 

Numerus  493  ejusdem  naturae  duobus  modis  resolvi 
potest  in  duos  factores  (1)  1.V93,  (2)  17.29,  ergo  duobus 
modis  est  summa  duor.  quadr.  (1)  3t+22t,  (2)  13*+i8*etc 

Uebrigens  kabe  ich  zwey  Metboden,  wenn  die  aequatio 
emq —  q —  m  ~  aa  in  einem  casu  q  possibilis  ist,  innu- 
meros  alios  casus  pro  aequatione  emn  —  m  —  niz.bb  zu 
finden,  nàmlich  si  fiât 

I.  q  —  2o*+(em  —  t)**=n, 
n.  ((cm— l)A-fl)^— Am((em  — l)A  +  2)  =  n 
ubi  h  et  k  sint  numeri  quicunque,  modo  n  fiât  integer, 
deren  Wahrheit  substitutionem  alsofort  demon- 

striret  wird. 

Goldbach. 
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El'LER    à  GoLDBACH. 

Sommahk.  Suite  des  recherche»  arithmétique».  Problème  de  la  courbe  cetoptrioue. 
Fqu.tion  différentielle  à  intégrer. 


Berlin  d.  la  Febraer  174*. 

 Dass  dièse  Formul  emn —  m  —  n  nimmer  ein  Quadrat 

seyn  kônne,  wenn  e  entweder  eine  solche  Zabi  b k,  oder 
eine  solche  Sk — 1  ist,  habe  ich  nur  aut  einer  Induction 
geschlossen.  Dièse  Observation  erhàlt  aber  durch  Ew.  Ent- 
deckung  einen  weit  grôssern  Grad  der  Gewissheit.  Denn 
dadurch  wird  unwidersprechlich  dargethan,  dass  so  oft  ent- 
weder e  oder  e  —  1  ein  divisor  ist  von  cc+l»  fur  m  et 
n  allezeit  solche  Zahlen  gefunden  werden  kônnen,  das» 
emn —  m  —  n  ein  Quadrat  wird.  Weil  nun  weder  \k  noch 
Sk —  1  immer  hierin  Platz  finden  konnen,  so  kann  auf 
dièse  Art  weder  fur  e  —  Kk,  noch  fur  e=.Sk —  1  die  For- 
mul emn —  m  —  n  zu  einem  Quadrat  gebracht  werden.  Um 

Corr   math  et  phyt   T  I  OA 
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abcr  die  Démonstration  vollkouimen  zu  inadien  ,  &o  inussle 
man  anch  die  propositionem  conversam  beweisen  kônnen, 
dass  80  oft  emn  —  m  —  n  ein  Qnadrat  seyn  kann,  auch  ent- 
weder  e  oder  c  —  1  cin  divisor  sey  von  eincr  solchcn  Zahl 
ce  -f"  ^o  ^an8  a^80  dièses  nicht  erwiesen  Ut,  so  lang  kann 
man  auch  nicht  behaupten,  dass  der  obige  Satz  vôllig  be- 
wiesen  worden,  ob  man  gleich  daran  gar  keine  Ursach  zu 
zweifeln  hat.  E*  gibt  in  der  Arithmctik  eine  grosse  Menge 
solchcr  Sâtzc,  an  welchen  Niemand  zweifelt,  ungearht  man 
dieselben  nicht  demonstriren  kann.  ïch  habe  zum  E\.  dieseu 
Satz  noch  ninrend  bewiesen  gefunden:  qui  numerus  in  in- 
tegris  non  est  snmma  duorum  quadratorum,  eundeui  ne  in 
fractis  quidein  esse  posse  summam  duorum  quadratorum. 
Um  dièses  zu  heweisen,  mùsste  man  zeigen,  dass,  wenn 
ann  einer  summa  duorum  quadratorum  gleich  ist,  auch  allzeit 
a  eine  summa  duorum  integrorum  quadratorum  seyn  musse. 
Gleichergestalt  ist  leicht  zu  demonstriren,  dass  das  Product 
ex  binis  summis  duorum  quadratorum,  auch  eine  summa 
duorum  quadratorum  sey.  Hieraus  erhellet  aber  noch  nicht, 
dass,  wenn  eine  summa  duorum  quadratorum  per  summam 
duorum  quadratorum  dividirt  wird,  der  quotus  auch  eine 
summa  duorum  quadratorum  seyn  musse,  woran  doch  Nie- 
mand zweifelt.  Es  ist  auch  meines  Bedùnkens  noch  nicht 
erwiesen,  dass  eine  summa  duorum  quadratorum  inter  se 
primorum  keine  andere  divisores  haben  kônne,  nisi  qui 
sint  ipsi  duorum  quadratorum  summae.  Eine  gleiche  Be- 
wandniss  hat  es  auch  mit  dieser  Proposition:  Omnem  nu- 
mertim  primum  hujus  formae  1  semper  esse  summam 

duorum  quadratorum,  idque  unico  modo.  Wenn  man  nun 
dièses  voraussetzt,  so  liessen  sich  Ew.  theo remata  leicht  er- 
weisen.   Denn,  wenn  kn  -f  t  keinen  divisorem  hat  formae 
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km  —  1,  so  mùsseu  aile  factores  von  dieser  Forin  km  4-1 
und  folglich  su  mina  e  duorum  quadratorum  seyn.  Es  ist  aber 
generaliter  (a a  «f-  bb)(cc  -f  dd)  —  (ac-\-  bd)%  +  (ad —  bc)7, 
zz.  (ad  -f-  bc)%  -j-  (ac  —  bd)%  und  also  duplici  modo  in  duo 
quadrata  resolubile.  Hernacb  lâsst  sich  auch  leicht  erweisen, 
quod,  si  quis  numerus  duplici  modo  in  duo  quadrata  fuerit 
rcsolubilis,  eum  non  esse  primum.  Sit  enim  iY=r  aa -\- bb 

=  cc  +  dd,  erit  H=^-^+S^m^.±il=.^.  Fer- 

ner  bat  aucb  dieser  Satz  seine  Rirhtigkeit:  Si  numerus  k  n  -j- 1 
unico  modo  in  duo  quadrata  resolvi  possit,  tum  certo  erit 
numerus  primus;  sin  autem  kn  -\-  i  nullo  modo  fuerit  summa 
duorum  quadratorum,  tum  non  erit  primus,  sed  factores  ha- 
bebit  formae  h  m —  1  vel  duos,  vel  k,  vel  6,  etc.  At  si 
hn  -j-  1  pluribus  modis  fuerit  summa  duorum  quadratorum, 
tum  quoque  binos  pluresve  habebit  factores  formae  km-\-i. 
Und  aus  diesem  Grunde  ist  nîcht  scbwer,  sebr  grosse  Zah- 
len  tu  untersucben,  ob  dieselben  primi  sind,  oder 

nicbt? 

Gleich  wie  ich  bewiesen  babe ,  dass  aile  divisorcs  primi 
hujus  formae  o*  -f~  b*  in  dieser  Expression  kn  -f-  t  enthalten 
sind,  also  kann  ich  aucb  dcmonstrircn,  daas  aile  divisore* 
von  a*  -\-b*  in  dieser  Form  Sn  -f  1 ,  und  generaliter  dasw 

aile  divisores  von  a*"'  -f  b%  in  dieser  Form  2m~hl  n  ~\-  i 
entbalten  sind.  Folgende  thcoremata  kann  ich  aucb  rigorosr 

Kowi>iAPn  * 
lit.  »  t  vT  I  ©  «r  1 1  ■ 

I.  Si  am — bm  fuerit  divisibilis  per  numerum  primum 
2n-|-t,  atque  p  fit  maximus  communia  divisor  numerorum 
m  et  2/i,  tum  quoque  ar  —  bp  per  2n  -|-  i  divisibilis  erit. 

II.  Si  baec  formula  af" — bgn  fuerit  divisibilis  per  nu- 
merum primum  mn  -f-  t,  tum  quoque  a"'  ~  (>'"  per  ma -f  I 


-     Mk  — 

erit  divisibile.  Si  ergo  pro  f  et  g  ejusmodi  numéros  invenirc 
liceat,  ut  af"  —  bgn  sit  divisibile  per  mn  1 ,  tum  formait 
am  —  bm  nece mrio  erit  per  mn  -f-  1  divisibilis. 

Ich  bin  letztens  auf  dièses  problema  gefallen:  (Fig.  10) 
Cirea  datum  punctum  radians  R  curvam  describere  ejusmodi, 
ut  singuli  radii  ex  R  egressi  post  duplicem  reflexionem  in  Af 
et  iV  in  ipsum  punctum  R  revertantur.  Es  gibt  ausser  der 
Ellipse,  alterum  focum  in  R  habente,  noch  unendlicb  viel 
andere  Linien  quaesito  satisfacicntes,  sowohl  algebraicae  als 
transcendentes;  und  dièses  problema  dàucht  mich  eines  von 
den  scbwersten  in  boc  génère  zu  seyn. 

Haec  aequatio 

ay  dy  +  ydx  (Zax  +  b)  dx  (ax*  +  bxx  +  ex  -\- f)  =  0 
potest  separari  et  integrari. 

Euler. 


- 
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St.  Petersborg  d.  30  Mai  1746. 

Die  integrationem  aequationis 

aJdJ  +J  (3ax  +  b)  dx  +  (ax*     bxx  +  cx+J)dx=0 
halte  ich  vor  tehr  Ieicht,  indem  ich  aUofort  gefunden 

y—— xx+f)x+r,  ub\aQ{P+2abM+(Qc  +  bb)(}  +  bc=Laf 

Was  das  andere  problema  betrifft,  so  wird  die  curva 
nachfolgende  proprietate.  haben: 

1.  musi  (Fig.  11),  posita  AB~x,  BC  —  y,  HA  =o, 
AG  ~b,  y  eine  solche  functio  ipsius  x  seyn,  dau  positis 
*  =  —  a  et  xz=:b,  y~0  werde. 

2.  Weil  die  par»  axit  inter  radium  incidentem  AC  et 
radium  refleium  CD  intercepta,  nehmlich  AD  per  x  et  y 


-      316  — 

ope  uormalis  CN  bekannt  wird,  folglich  posita  AD  —  u, 
u  per  x  et  y  data  ist,  so  muu  auch  positif  AF—x\  FEzz.y, 
die  inter  radio»  AE  et  ED  intercepta  eadem  pari  axit  AD 
per  x'  et  y'  gegeben  seyn,  durch  welche  Aequation  y'  eli- 
minirt  wird. 

3-  Fiat   y  '  u-x  'x'-u  '  («-x)(r'-u)>  wodurch x  eh- 

minirt  wird.  Wenn  endlich  auch 

k.  die  summa  radiorum  incidentis  et  reflexi  usque  ad 
axem  entweder  constant  (wie  .in  der  ellipsi),  oder  certae 
cuidam  functioni  ipsius  x  gleich  gesetzt  wird,  so  kann  da- 
durch  auch  y  per  x  determiniret  werden,  wiewohl  ich 
dièses  ailes  jetzo  nicht  gnugsam  einsehe  und  Ew.  besseren 
Beiirtheilung  ùberlasse. 

Goldbach. 
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Berlin  d.  10  Jnni  1748 

—  —  Da  ein  jegliches  intégrale,  wenn  et  vollstândig  seyn 
soll,  eine  neue  quantitatem  constantem  in  sich  enthalten 
mu»,  welehe  in  dem  differentiali  nicht  gewesen,  to  ist  die 
formula  y  — —  xx  +  ftx  -f-  y  nicht  das  vollstândige  intégrale 
der  Aequation 

or  dy  -f  y  (3ax -(- b)  dx  -f  '(ax*  +  bx*  +  ex  +  f)dx-=.  0. 
Solches  kann  aber  aus  dem  integrali  particulari  leicht  ge- 
funden  werden ,  wenn  man  setzt  yzizz  —  xx  f}x-{-y. 

Was  das  andere  problema  anlangt,  welches  jetzt  in  den 
Actis  Lipsiensibus  herauskommt,  da  die  radii  ex  puncto  dato 
émanantes  post  duplicem  retlexionem  in  eben  dasselbe  Punct 
zurûckkommen  sollen,  so  hat  das  tenlamen  Ew.  seine  voile 
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Richtigkeit,  und  dienet,  um  die  curvam  infra  axem  consti- 
tutam  zu  finden,  wenn  die  obère  al»  bekannt  angenommen 
wird.  Die  grôsste  Schwierigkeit  aber  berubet  darauf,  dass 
beyde  curvae  eandem  curvam  continuam  ausmachen,  welcber 
Umstand  von  Ew.  nicbt  in  Betracbtung  gczogen  worden. 
Icb  habe  anfànglicb  die  Solution  auch  auf  eben  dièse  Art 
tentirt,  die  formulae  werden  aber  allzu  weitlâufig  und  ver- 
wirrt,  aU  dass  icb  dieter  letzten  Bedingung  batte  ein  Ge- 
nuge  leisten  kônnen.  Ich  glaubte,  dau  die  Annehmung  einer 
Axe  daran  schuldig  wâre,  indem  man  wenig  hinreichendcn 
Grund  hat,  warum  man  vielmebr  dièse,  als  eine  and  ère 
Linie  fur  die  Axe  annebmen  sollte.  Daber  habe  icb  dicse 
Betrachtung  vôllig  beiseit  gesetzt  und  meine  Solution  fol- 
gendergestalt  vorgenommen  : 

Lemma.  Si  (Fig.  12)  ex  foco  C  in  curvam  AM  radii  CM 
incidant,  atquc  ex  C  in  tangentem  MP  demittatur  perpendi- 
culum  CP:    vocatis  CM  —  y,  CP  —  p,  erit  longitudo  radii 

MO-  *ydr 


Ijrdp-pdjr 

Problème.  Girca  datum  punctum  C  describere  curvam 
AMmBy  ut  radii  ex  C  cgressi  post  duplicem  reflexionem  in 
M  et  m  in  idem  punctum  C  revertantur. 

Solutio.  Ad  M  et  m  ducantur  tangentes  MP,  mp  in  cas- 
que ex  C  demittantur  perpendicula  CP,  C  p.  Vocentur 
CM  — y,  CP—p,  MP  =  q  =  V(yy—pp),  item  Cm—Y, 
Cp  —  P,  mp  —  —  Q——  Y(VY—PP).  Sit  MO  radius 
reflexus,  incidenti  CM  respondens,   et  mO  radius  reflexus, 

incidenti  Cm  respondens,  erit  per  lemma:  MO  =.  ç-g!L2— 
m  m n  —     prdr         Mm  —    P*dr      l_  PYdY 

ei  m  u  —  %YdP-PdY  61  lydp-pdy^~  irdP-PdV 

Bisecentur  anguli  CMm,  Cm  M  rectis  ML,  ml,  quae  erunt 
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normales  ad  curvam,  ac  propterea  perpendiculis  CP ,  Cp 
parai lelae.  Jam  tum  anguli  MCP  vel  CML  sit  sinus  r=-^-» 

y 

et  cosinus  z=l  £->  erit  anguli  dupli  CMm  sinus  -^~>  cosinus  zz: 
PP^n-^tzTZ,  et  anguli  Cm  M  sinus  z=- et  cosinus 


—  PPy  ^®  —  *PPrrrr'   Ergo  perpendiculum  C  N  zz  -j? 


=  _  if  <?  et  MN—^—y  atque  mN—l^  —  V.  Unde 
nascuntur  hae  duae  aequationes: 

1       _i_  ^  —  n  et  II  v  4-  —  —  K—  gg£ 

,_pjdY_      pP  .  pp_  , 

T  1YdP  -  PdY         y    '     r  — ïjdp-pdj^  îVdP-Pdr 
Ad  has  aequationes  simpliciores  reddendas  ex  P  et  p  in  CM 
et  Cm  demittantur  perpendicula  P/?  et  />r,  et  vocentur 
Ci?  —  r,  P  R  —  s,  Cr—R  et  pr  —  —  5  quia  in  plagam 

oppositam  vergit,  eritque  r=^y>  *  =  et  ob  /  =  ^  et 
rfj  rz  ~~  —        erit  2}  rfp  —  pdy  —  ideoque 

ï/d*     zzlp-4^-zz  r-f  —  ob  pp~rr-\-ss.  Simili  modo 

ïydp  —  pdy       dr  dr         rr  1 

.  D  pp  c  pq  rr</p  _  p<*p  »  i  s</s 
eut  /f  zz:  —  >  5  -  — ,   ^rdP„Pdr  —  ^ÎT  —  *  +  rfîT 

Quibus  valoribus  substitutis  binae  aequationes  solutionem 
continentes  abeunt  in  has:  I.  $-j-S  =  0, 

II.  r  +  i?~r  +  —  -f-  H  +  -^p  seu  H.  -57  +  ^  =  0. 

Quodsi  jam  ponatur  s  zr  *  et       zz:  m,  erit  S  zz:  —  /  et 

zz; — w;  quare,  cum  puncta  Af  et  m  ad  eandem  curvam  pertinere 
debeant,  eandem  relationem  inter  t  et  u  atque  inter  — r  et 
—  u  esse  oportet;  et  quia  s  exprimitur  per  radicale  V{pp  —  rr)t 
necesse  est  ut  aequatio  inter  t  et  u  ita  sit  comparata,  ut 


r 
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non  mutctur  sive  t  et  u  capiantur  négative  sive  affirmative. 
Si  itaque  pro  relatione  inter  /  und  u  awumatur  hujusmodi 
aequatio  att  -\-  ftuu  -=z  aa ,  seu  aa  —  atl  -f-  [iuu-\-  yf*  -f- 
ôt*u%  -\-  eu*  etc.  semper  prodibit  curva  quaesito  satisfaciens. 
Assumta  autem  hujusmodi  idonea  aequatione  inter  t  et  u, 

erit  s  —  *  et  ~  —  ^—u,  unde  fit  r  —  f'-—,  p  —  V \rr+ss) 

■ 

et  y  —  r  -f-  "  •  Sicque  obtinetur  relatio  inter  quemvis  radium 

CM  et  respondens  perpendiculum  in  tangentem  CP,  ex  qua 
relatione  curva  construi  potest. 

Si  pro  aequatione  inter  t  et  u  assumât  ur  tt-\-  uu  —  aa, 
erit  udu  —  —  tdt  et  r~b — n,  existente  s  t—V(aa—uu), 

unde  p  =  V(aa+bb—Uu)  et  r=&-*Jdt*Lz^t  m 

0k  u—aa+bb~PP,  erit  r  —  tLl^llfi!  et  — 

ob  i*  26       '  erit  r—        2A        et  >  —bb_—_ j^, 

seu  /?p  =  ^s^-*^'  quae  aequatio  praebet  omnei  ellipses, 

alterum  focum  in  C  habentes.  Sumtis  igitur  aliis  aequatio- 
nibus  inter  t  et  u,  supra  descriptam  indolem  habentes,  infi- 
nitae  aliae  curvae  satisfacientes  prodibunt,  inter  quas  quoque 
curvae  algebraicae  reperientur,  wie  ich  denn  unter  andern 
auch  eine  ordinis  sexti  gefunden  habe. 

Euler. 
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LETTRE  LXXXII. 


GOLDBACH  à  EuLEK. 
Somma  IBS.  Comidération»  ultérieure»  sur  la 


St.  Petertburg  d.  .  .  Jolii  1746. 

Ich  weiss  nicht  eigentlieh,  ob  mir  bey  Abgang  meines  letz- 
tern  Schreibens  schon  bekannt  gewesen,  dass  Ew.  das  Di- 
rectorium  der  mathematischen  Classe  in  der  Kônigl.  Akademie 
der  Wissenschaften  erhalten,  in  welchem  Fall  ich  Deroselben 
(dièses  relativum  gehet  sowohl  auf  Ew.  aïs  auf  die  Akademie 
selbst)  schon  damais,  wie  ich  es  jetzo  thue,  dazu  batte  gra- 
tuliren  sollen.  Das  Absterhen  Dero  Hn.  Vaters  habe  zu 
allererst  aus  dem  letzten  Briefe  vernommen,  und  wie  den 
Verlust,  so  Sie  hiedurch  erlitten,  von  Herzen  bedaure,  so 
wùnsche  hingegen,  dass  Ew.  ein  gleiches  Alter  bey  guter 
Gesundheit  und  allem  Vergnùgen  erreichen  môgen. 

Fur  die  mir  communicirte  Solution  danke  ich  dienstlich. 
Ich  zweifle  nicht,  dass  dieselbe  so  kurz  sey,  als  nur  môg- 
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lich;  allein  sic  erfordert  doch  eine  betondere  Application,  um 
allés  recht  einzusehen.  Ohngeachtet  nun  zur  Solution  die  con- 
sideratio  unius  puncti  C  (Fig.  13j,  au»  welchem  die  radii  aus- 
^chen  und  wohin  sie  post  duplicem  reflexionem  zuriick- 
kehren,  gnugsam  ist,  so  halte  ich  doch  davor,  da&s  auuer 
diesem,  noch  ein  anderes  punctum  in  allen  dergleichen  curvis, 
in  eadem  a  centro  distantia  zugegen  ieyn  muas,  welches  eben 
dieselbe  Proprietàt  aU  dat  punctum  C  haben  wird;  dahero, 
vvenn  das  problema  folgendergestalt  concipirt  wùrde:  Dans 
diametris  curvae  AB  et  DE,  invenire  in  axe  AB  punctum  C, 
ex  quo  omnes  radii  etc.,  so  mochte  ich  gern  sehen,  wie 
dergleichen  curva  non-ellipsis  von  einer  ellipai  differiren 
wùrde,  dcnn  ich  zwcifle  sehr,  ob  eine  curva.  deren  vier 
quadrantes  nicht  similes  et  aequales  sind  (wie  in  der  ellipsi) 
zur  Solution  geschickt  seyn  kônne.  Ist  aber  die  curva  sol- 
chergestalt  beschaffen,  so  kann  man  die  Probe,  ob  eine 
aequatio  data  satisfaciret ,  auch  folgendermaassen,  nach  Ew. 
Anleitung  anstellen:  Sit  radius  quicunque  ex  puncto  C  in 
curvam  incidens  CD  — y,  radius  a  curva  reflexus  (in  axem) 
DF~y,  radius  ab  axe  reflexus  (ita  ut  ang.  CFD  ~ang. 
BFG)  F  G —  y" ',  radius  a  curva  reflexus  GC  —  y"'.  Requi- 
ritur  ut  spatium  in  axe  interceptum  CF  inter  y  et  /,  item 
inter  f  et  y"  sit  idem. 

Goldbach. 
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LETTRE  LXXXIII. 

EULER   à  GOLDBACH. 
Sommaire.  Rethrrches  sur  le*  •ériet    P.  S.  Courbe  ratoptrique. 


Berlin  d.  7  August  1 M6. 

—  —  Irh  habe  seit  einiger  Zeit  mit  dem  Hn.  Prof.  Nicolao 
Bernoulli  zu  Basel  eine  kleine  Dispute  ùber  die  série*  di- 
vergentes, dergleichen  dièse  ist 

1  —  1  +2  —  6  +  2V  —  120  +  720  —  etc. 
gehabt,  indem  derselbe  gelàugnet,  dass  aile  dergleichen  séries 
eine  determinirte  Summ  haben,  ich  aber  das  Gegentheil 
behauptet,  weilen  ich  glaube,  dass  eine  jegliche  séries  einen 
bestimmten  Werth  haben  musse.  Um  aber  allen^Schwierig- 
keiten,  welche  dagegen  gemacht  worden,  zu  begegnen,  so 
sollte  dieser  Werth  nicht  mit  dem  Namen  der  Summ  be- 
leget  werden,  weil  man  mit  diesem  Wort  gemeiniglich  ei- 
nen  solchen   Begriff  zu  verknùpfen   pflegt,  als  wenn  die 


Summ  durch  eine  wùrkliche  Summirung  herausgebraclit 
wùrde:  welche  Idée  bei  den  seriebus  divergentibus  nicht 
Statt  findet.  Da  nun  eine  jegliche  séries  aus  der  Evolution 
einer  expressionis  finitae  entstehet,  so  habe  ich  dièse  neue 
Définition  von  der  Summ  einer  jeglichen  seriei  gegeben: 

Summa  cujusque  seriei  est  valor  expressionis  illius 
finitae,  ex  cujus  evolutione  illa  séries  oritur. 
Der  Herr  Bernoulli  hat  dièse  Définition  vollkommen  ap- 
probirt,  zweifelt  aber  noeb,  ob  niebt  ôfters  eben  dieselbe 
ieries  divergens  aus  versebiedener  expressionum  finitarum 
evolutione  entstehen  kônne,  also  dass  man  nach  dieser  De- 
finition  verschiedene  Werthe  zugeben  mùsste.  Darùber  bat 
cr  zwar  kein  Exempel  gegeben,  ich  glaube  aber  gewiss  zu 
seyn,  dass  nimmer  eben  dieselbe  séries  aus  der  Evolution 
zweyer  wirklich  verschiedener  expressionum  finitarum  ent- 
stehen kônne.  Und  hieraus  folget  dann  unstreitig,  dass  eine 
jegliche  séries,  sowobl  divergens  als  convergens,  einen  de- 
terminirten  Werth  oder  summam  haben  musse.  Dahero,  wenn 
die  Summ  dieser  seriei  1  —  I  +  2  —  6  -f  2*  —  120  -f-  etc. 
gefunden  werden  soll,  so  muss  man  den  valorem  derjenigen 
Formul  anzeigen,  aus  deren  Evolution  dièse  séries  entstehet. 
Um  dièse  zu  finden,  so  stellc  man  sieh  eine  krumme  Linie 

vor,  deren  abscissa  —  x  und  applicata  zzz jzz  Da  nun 

/0~ — oo  und  li  — 0,  so  wird  dièse  curva  eine  solche  Form 
haben  (Fig.  ik),  und  die  area  derselben  A  PMzizJydx  =  f*^lx 

wird  zz.xy  —  \xy'x-\-2xy* —  bxy*  -|-  2kxy$ —  etc.  Setzt 
man  nun  JP  ~  x~  i ,  so  wird  auch  y  ~  1 ,  und  die  area 
A  PM  wird  seyn  1  —  1  +-  2  —  6  +  2k  —  120  +  etc.  dahero 
der  Werth  dieser  seriei  der  areae  APM  gleich  seyn  muss, 
welche  nicht  nur  determinirt,  sondern  auch,   wie  aus  der 
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Figur  erhellet.  etwas  grôsser  ist  als~.  Einen  solchen  Wcrth 

habe  ich  auch  durch  verschiedene  Mcthodcn,  wodurrh  ich 
dièse  Ibe  série*  in  convergentes  venvandelt  habe,  heraus- 
gebracht.  Anjetzo  aber  kann  ich  beweiscn,  dass  dièse  séries 
gleich  sey  dieser  Expression 
1 

.  ..  .  -  » .  • 

•  +  '  t 

«  +  -6~ 


1  + 


•  + 


'  +  r 


i  + 


»  f 


1  +  etc. 

wclche  nicht  nnr  ttark  convergirt,  aondern  auch  limite*  con- 
tinuo  propiores  angibt,  intra  quos  valor  contineatur.  Denn 
wenn  die  aumma  scriei  I  —  t  +  2  —  6  +  2i  —  120  +  etc. 

geaetzt  wird  ao  iat  s  <  I  ;  i>)-|rj  =  y; 

1  2  1  *  , 

*<  r  =  |i'>  r  -ye,c 

•+m         '+  r 

•+i+2 

Hicraus  habe  ich  nun  gefunden,  dass  proxime  sey 

5~  0,5963 W  5922. 
Es  wàre  also  zu  untersuchen  ob  dieser  Werth  nicht  etwa 
durch  die  quadratnrani  circuli  oder  logarithmos  angegebeu 
werden  kônnte.  Anf  gleiche  Weise  kann  ich  auch  dièse  se- 
ricm  gênerai em 
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■*  —  i  —  ma-\-m{m-±-  n)  a*  —  m  (m  n)  (m  -f-  2n)o*  +  etr. 
immmiren,  demi  et  itt 

f_  1  

~~  ma 

14-- 

na   

l+L-£TÏ5 


*  + 


(mH-»n)« 
3na 


'  +  (m+3»)« 


alto  itt  *<1;  s>T£rj  '<rfÈ5fei 

l+(m-J-?j»)a 
*  >  l+2(m+ «)a+m(m+»)fl* 

Euler. 


P.  S.  Meine  vormalt  ùbertchriebene  Solution  de»  pro- 
blematis  catoptrici  habe  seit  der  Zeit  kùrzer  zusammengezogen 
und  zum  Gebrauch  dergettalt  eingerichtet ,  dats  aile  tatitfa- 
ci rende  krumme  Linien  nicht  nur  leicht  erkannt,  tondern 
auch  aile,  welche  algebraiache  *ind,  leicbt  angezeigt  werden 
kônnen.  Ew.  baben  ganz  Recbt,  dut  aile  diète  Linien  einen 
diameter  notbwendig  haben  mùtsen,  ait  AB  (Fig.  15);  et 
folget  aber  nicht,  datt  autter  dicten  nocb  eine  andere  Linie, 
ait  EE  die  curvam  in  duat  partes  timilet  et  aequalet  tchneide. 
Um  aile  môglicbe  curvat  zu  finden  und  durcb  Generalformuln 
auszudrucken,  to  nehme  raan  fur  v  eine  tolche  Function 
von  m,  welche  verwandelt  werde  in  —  v,  wenn  fur  u  ge- 
tetzt  wird  —  u.   Dergleichen  Functionen  tind  u,  u*,  u* , 
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m  — 

m7,  —y  \  etc.  und  to  daraut  zutâmmengeaefcEt  werden,  ait 
au  -\-ftu*  -J — —  -4 — s  etc.  Wenn  nnn  fur  v  eine  solche  functio 
iptiut  u  angenommen  worden,  to  tuche  man  p  z=  und 

daraut  wird  die  curva  folgendergettalt  bestimrat  werden. 
Man  nehme  die  abscissam 

to  wird  die  applicata 

PM  =  y  =  ±  +  î=r  _lr.y(cc-««). 

Setzt  man  nun  c  =  uf  so  kommt  die  elliptit  héraut, 


focut  in  C.    Denn  da  c  =  u,  ao  wird  p  =  ^=:  I  und 

«=— <««+««>■■-*""  und  r  (««-««)✓(««-.■).  w 

c(a-f-u)  c(a-fu) 

man  nun  w  eliminirt,  to  bekommt  man 

aa  (xx  -f-  y  y)     (ao  —  ce  —  cas)*. 

Setzt  man  aber  v  —  —  und  c  —  a ,  to  wird  n  — 

M  f  du 

—      und  folglich 

35  

MM 

und 

>'  —   V(aa~uu), 

woraut  tich  die  Figur  der  krummen  Linie  lcicht  bettimmen 
làatt  Wollte  man  aber  u  eliminiren  und  eine  Aequation 
zwitchen  x  und  /  tuchen,  to  wùrde  dietelbe,  wofern  tich 
nichtt  dettruirt,  auf  12  Dimentionen  tteigen. 

Uebrigent  itt  bey  den  vorgegebenen  Generalformuln 
zu  merken,  data  daraut  die  Lange  det  radii 

Corr.  math,  et  phy\  T.  L  21 
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wodurch  die  Construction  nicht  wenig  erleichtert  wird.  Wenn 
ferner  auf  dièse  Art  das  punctum  primae  reflexionis  M  be- 
stimmt  wird,  »o  darf  man  nur,  uin  das  punctum  alterius 
reflexionis  N  zu  tinden,  setzen  uzzl — u,  da  denn  v  in  —  v 
verwandelt  wird,  p  aber  den  vorigen  Werth  behalt  Es  wird 

nehmlich:  CQ=  ~  +  und 

CN=»'"-am)  +  *-v. 

a  —v 

i.. 
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LETTRE  LXXXIV. 


GOLDBACH    à  ElJLER. 

Sommaire.  Mêmes  sujet*.  Réponse  a  la  précédente.  Méthode  de  transformer 
sortes  de  séries  divergentes  en  convergentes. 


Sans  date  (St.  Petersburg  d.  25,  Sept.  1745.) 

Wenn  ich  (Fig.  16)  das  spatium,  quod  inter  radium  inci- 
dentem  et  reflexum  in  diametro  intercipitur,  CR,  nach  Ew. 
formulis  exprimire,  so  wird  selbiges  in  der  ellipsi  constant* 
seyn,  in  den  andern  curvis  aber  jederzeit  solcbe  limite» 
haben,  dass  wenn  CO  die  abscissa  respondens  applicatae 
maximae  OE  ist,  das  .spatium  interceptum  CRzz:2C0  zwi- 
schen  diesen  limitibus  begriflfen  tey.    Es  lasse t  sieh  zwar 

interceptum  durch  die  Aequation 

rj)       CP.NQ  +  MP.CQ 

(     il   _   .  NQ  


gcneraliter  leicbt  bestimmen,  aber  in  der  Application  auf 
Ew.  formulas  srbeinet  sie  mir  etwas  weitlâuHg  zu  werden. 


r 
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In  demjenigen,  wai  Ew.  von  den  seriebus  divergentibus 
schreiben,  bin  ich  vôllig  Dero  Meinung.  So  viel  ich  mich 
erinnere,  sind  dergleichen  séries  von  einigen  mathematicis 
darum  verworfen  worden,  weil  sie  aus  einer  divisione  prae- 
postera  entstehen;  allein  zu  geschweigen,  dass  man  selbige 
nacb  Belieben  ohne  einige  Division  formiren  kann,  so  lassen 
sich  auch  die  summae  auf  unterschiedene  Arten  finden,  wenn 
man  dièse  séries  terminorum  signis  alternantium  in  séries 
terminorum  mère  affirmativorum  verwandelt.  Ich  erinnere 
mich  nicht,  ob  etwa  scbon  in  d<*n  Cornaient.  Petrop.  einer 
Méthode  Erwàhnung  gesthehen,  die  in  Folgendem  bestehet: 
Datât*  seriei  A  .  .  .  a  —  /i-Hy  —  d-f-  etc.  singuli  tcrmini 
liant  aequales  singulis  terminis  seriei 

hoc  est  a  —  a,  b  =  a  -f  2  fi,  cz  iiii2£tL7,  etc.  erit 
séries  A  aequalis  termino,  qui  respondet  exponenti  —  in  série 
C...a  -\-  b  -\-  c  -\-  d  -\-  etc.  Sumantur  termini  reciproci  seriei 
C  et  fiât  séries  ^•"•^  +  -g  -f  -  —  +  etc.  erit  terminus  respon- 
dens  exponenti  —  in  série  D  aequalis  seriei 

1  3.5  ,  t         3         â  IS 

-  r^U'  t    t    a)  *etc- 

Quodsi  jam  summa  seriei  E  ponatur  —  p ,  dico  lummaro 
seriei  A  esse  rr  —  »  unde  sequitur  summam  seriei 

2  _  6  +  2*  -  120  +  etc.  este  =  I  :  (±  ■+  i  f  ^  +  etc.). 

Es  ist  aber  auch  die  séries  2  -  6  -f  2\  —  120  +  etc. 
gleich  dieser  I  —  2  +  9  -  \8  -h  300  -  2160  +  etc. ,  in  wel- 
cher  aile  termini J  affirmative  considerati,  dièse  legem  pro- 
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gressionis  haben  :  Sit  exponens  terminorum  n  —  2 .  terminus 

illi  exponenti  respondens  A,  summa  omnium  terminorum 

usque  ad  terminuro  A  exclusive  zz  S,  erit  terminus  sequens 

B—nA  +  S.  Si  v.  gr.  dato  termino  tertio  —9,  quaeratur 

quartus,  erit  exponens  termini  dati  n —  2  —  3,  n  =z  5,  et 

somma  omnium  terminorum  praecedentium  t  4-  2  zz  3  r=  S, 

crgo  terminus  quartus  ~  n  A  -)-£  —  5.9-|-3zz  kS.  Die 

summa  dieser  seriei  aber  wird  nach  voriger  Méthode  also 

1  13 

exprimiret  1  :  (  1  -j-  —  +  —  -|-  etc.),  allwo  die  ersten  drey 

termini  des  niufieratoris  viel  weiter  gehen,  als  in  der  vor- 
her  angegebenen  summa,  ohngeachtet  beyde  summae  einan- 
der  gleich  seyn  mùssen. 

Goldbach. 


LETTRE  LXXXV 


ElJLER  à  GOLDBACH 

Sommaire.  Tables   astronomique*  pour  le  soleil  et  la  lune.   Réponse  a  la  lettre 
précédente. 


Berlin  d.  28.  October  1745. 

• 

Ew.  hatten  vergessen  in  Dero  letztem  Schreiben  das  Datum 
beyzusetzen,  daher  ich  eigentlich  nicht  weiss,  wie  lang  ich 
dasselbe  unbeantwortet  gclassen,  denn  da  ich  anjetzo  end- 
lich  neue  tabulas  astronomicas  pro  Sole  et  Luna  zu  Stande 
gebracht,  so  habe  ich  seit  einiger  Zeit  so  viel  mit  Rech- 
nungen  zu  thun  gehabt,  dass  ich  an  kcin  Briefschreiben  ge- 
denken  konnte.  Nunmehro  bin  ich  zwar  fertig,  allein  wcnn 
ich  der  Herrcn  Pariser  Astronomen  Gutachten  und  observa- 
tiones  darùber  werde  erhalten  haben,  so  dùrfte  darin  noch 
h  in  und  wieder  etwas  zu  ândern  vorfallen. 

Aus  meinen  formulis  fur  die  curvas,  quae  radios  e  foco 
emissos  eodem  reflectant,  wird  das  spatium  CR  (Fig.  16) 


; 
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sehr  leicht  und  kurz  atisgedrùckt ,  ungeacht  dcr  calculus,  uro 
solches  zu  finden,  wie  Ew.  angemerket  haben,  ziemlich  weit- 
1  à  u  fi  g  wird.  Denn,  wenn  v  eine  solche  Funotion  von  u  an- 
deutet,  quae  posito  —  u  loco  u  ipsa  in  sui  negativam 
—  v  abeat,  so  ist 

rii_»(a+0   t  ^(cc-uu)  udv*(cc-uu) 

\  du*(a-\-v)      'du  Je 

und  fur  das  pumtum 

r/)  _        u(a-v)       Idvjcc  -  u»)  _  »«</t>»(cc-tm) 
—  "c        '  cdu        ~*~  cdu*{a-V)  ' 

Wenn  man  nun  dièse  expressions  in  aequatione 

 MP+NQ  

substituirt,  so  findet  man  CR~^-~^-t  woraus  erhellet,  dass 

du  ' 

dièses  spatium  in  keinem  andern  Fall  constans  sey,  als  wenn 
frzcttf,  woraus  die  ellipsis  enUpringt.  Wo  aber  die  appli- 
cata  maxima  sey ,  làsst  sicb  generaliter  niebt  bestimmen,  noch 
zwischen  dem  Ort  derselben  und  dem  spatio  CR  ein  Ver- 
haltniss  entdceken. 

Ew.  hôobst  sinnreif  he  Méthode  aile  séries  divergentes  in 
convergentes  zu  verwandeln,  indem  Dieselben  demonstrirt, 
dass,  wenn 


ist  inir  aehr  wobl  bekannt  gewesen,  und  dieselbe  weiiet 
freylich  ganz  klar,  dass  keine  séries  so  di  ver  gens  seyn  kônnte, 
deren  summa  nicht  immer  durch  eine  seriem  convergentem 
ausgedruckt  werden  kônne*  Diejenigen  aber,  welche  die  di- 
visionem  praeposteram  nicht  zulassen  wollen,  werden  hier 
ebenfalls  Einwendungen  maehen,  dass  man  supponire,  man 
ko  m  me  zuletzt  auf  differentias  constantes  oder  evanescentet; 
ailein  aile  dergleichen  Einwùrfe  werden  durch  meine  ob- 
genieldte  definitionem  summae  cujusque  seriei  leicht  gehoben. 
Fur  die  seriem  i  —  1  -f  2  —  6  +  24  —  120  +  etc.  findet 
man  auch  auf  dièse  Art  bald  den  valorem  prope  verum. 
Ich  glaube  aber,  dass  es  sehr  schwer  seyn  wiirde,  auf  dièse 

Art  den  valorem  summae  nur  auf       genau  zu  bestimmen} 

denn.  ungeacht  an&nglich  die  termini  seriei  conversae  affir- 
mativi  werden,  so  kommen  doch  auch  bald  negativi  zum 
Vorschein,  und  alsdann  nehmen  auch  die  termini  nicht  mehr 
merklich  ab.  Auf  die  von  mir  letzt  ùberschriebene  Art  aber 
hat  man  die  Approiimation  in  seiner  Gewalt  und  kann 
die  Summ  in  Décimal -Fractionen  so  weit  genau  finden  sis 
man  will. 

Euler. 
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LETTRE  LXXXVI. 


GOLDBACH  à  ElJLER. 
Sommaire.   Courbe  catoptriqoe.   Spéculation  «or  le*  nombre*  n  et  V%,  Nouvelle 


 .  -  r— 

■ 

St.  Petersburg  d.  0  Nor.  1746. 

Au»  dem  spatio  CR  (Fig.  16  ,  *o  Sien        gefunden,  làstt  ti< 

die  applicata  maxima  ohne  Schwierigkeit  bestimmen,  wenn  man 
C  R 

setzet  CP  — —  und  den  valorem  u>  per  a  et  c  exprcssum, 

in  der  formula  /*Af  subatituiret ,  wobey  denn  merkwùrdig 
i*t,  dais  die  quantitas  u,  wenn  das  differentiale  ipsiui 
f.tf  — 0  gesctzet  wird,  denselben  valorem  haben  mon,  den 

C  R 

es  ex  aequatione  CP  bekômmt.  Ingleichen,  wenn  man 

den  radium  MR  suchcn  wollte,  welcher  perpendiculariter 
ad  axem  reflectiret  wird,  to  mùsste  (weil  alsdann  die  puncta 
P,  Q  et  R  in  eines  zusammenfallen)  die  quantitas  u  in  die- 
sen  dreyen  aequationibu»  CPzzlCR,  PM  —  QiY  und  CP~ 


CQ  einerley  valorem  haben.  In  dem  ca»u,  wo  v  — tinde 

» 

C  R 

ich  aus  der  aequatione  PM  —  — ,  2u* — 3cc//  —  a  — 0, 

und  in  demselben  easu,  vvenn  v  —  u*,  finde  ich,  pro  radio 
perpendiculariter  ad  axem  reflexo,  aus  der  aequatione  CPzn 

t  welcher  valor  von  u  dann  auch  aus  den 

andern  beyden  aequationibus  PM~QN  und  CP~CQ 
herauskommen  mus»;  so  ich  aber  licber  glatiben,  als  m  ich 
durch  die  Erfahrung  davon  convinciren  will.  Ich  werde 
auch  von  diesem  génère  curvarum  einen  bessern  Begriff  be- 
kommen,  wenn  Ew.  mir  melden  wollen,  durch  wai  fur 
Linien  die  quantitates  constantes  a  et  c  item  die  variabilis  u, 
seorsim  consideratae,  in  der  curva  exprimiret  wcrdcn:  in- 
dessen  kann  ich  beweiscn,  dass  die  curva  in  allen  Fàllen 
contradictoria  wird,  wo  v  eine  solche  functionem  ipsius  u 

andeutet,  dass grôsser  wird,  als-^— - 

Weil  kein  Zweifel  ist,  dass  in  dem  numéro  >  so 

die  circumferentiam  circuli  data  diametro  t  exprimiret,  eine 
jede  von  den  Zi fiera  des  numeratoris  ihre  Plâtze  nach  einer 
gcwissen ,  obwohl  sehr  8(  hweren  und  undeutlichen  Ord- 
nung  einnimmt,  und  ein  grosser  Theil  dieser  Schwierigkeit 
aus  der  Abwechselung  von  zehnerley  Ziffern  entstehet,  so 
kônutc  man  wenigstens  dièse  letztere  sehr  erleichtera,  wenn 
uian  setzte  circumferentia  =z 

'    10  ~  100    '    1000  ^   10000  ^  ' 

allwo  m  pro  lubitu  so  angenommen  wcrdcn  kann,  dass  cîr- 
cumf.  m<— ,  hernach  aber  ein  jeder  von  den  nume- 
ratoribus  a,  b,  c,  etc.  entweder  0  oder  1  wurde,  welches 
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allezeit  môglich  ist.  Wenn  nun  solchergestalt  die  séries, 
deren  numeratores  aile  entweder  0  oder  1  sind,  auf  eine 
gewisse  Anzahl  von  terminis  continuiret  werden,  so  stiinde 
zu  versuchen,  ob  sich  nicht  unter  diesen  0  und  1  eine  ge- 
wis/e  Ordnung  zeigen  môchte?  Dass  ein  ordo  numerornm 
circulantium  herauskommcn  sollte,  ist  zwar  nicht  zu  ver- 
muthen,  weil  sonst  der  ganze  numerus  rationalis  seyn  musste; 
es  kann  aber  nichts  desto  weniger  progressiones  non  circu- 
lantes geben ,  die  eine  offenbare  Ordnung  halten,  als 
O+l  +  O  +  O  +  l+O+O-fG+t  +  etc. 
und  unzahlige  andere.  .Wenn  nun,  in  praesenti  casu  ein 
ordo  certa  lege  variabilis  entdecket  wùrde,  so  glaubte  ich, 
dass  die  quadratura  circulî  in  numeris  decimalibus  noch  viel 
nàher  gefunden  wàre,  als  es  nach  der  gewôhnlichen  extrac- 
tione  radicis  môglicli  ist  V2  zu  findcn.   Man  kônnte  aurh 

V2  so  exprimiren  y  -\-  y  -|-  ^  -f-  y  -|-  etc.,  dass  a,  b,  c,  etc. 

allezeit  0  oder  1  wùrdcn,  und  hier  sollte  ich  fast  glauben, 

dass  sich  bald  eine  Ordnung  zeigen  môchte. 

Nachfolgende  séries  scheinet  einige  Attention  zu  meritiren 
1       1    1  1  1  '     *  j  1  ±  ~« 

ÏT03  *  2  11      '    1.Î.3.4-5.Î*  '  6  w    "T  1.2.  .6.-7.2*  6 

"»    1.2...8.9.2»  '  6  9     »    1.2. . .10.11. 2»"2i0  71 

-|-  etc.  =:  *-  —  n. 

Goldbaih. 


LETTRE  LXXXVII 


EcLEft  à  GoLDIiCB. 
Soa«Ai»K  Ktfam*  a  U  précédent*. 


—  —  Ueber  das  problema  catoptricum  nehme  die  Freyheit 
Ew.  meine  Solution  hiemit  zu  ùbersenden,  deren  analysis 
aile  Umttande  binlànglirh  erlàutern  wird*).  — —  Ew.  Vortcblag, 
die  Expression  3,1  M  5926535  etc.  auf  eine  bequeme  Art  vor- 
zustellen,  dàsf  daran*  zugleich  die  lez  progrestionis  erhelle, 
làuft  darauf  hinaus,  dau  man  eine  bekannte  Zahl  m  am- 
findig  machen  soll,  deren  Cypbern  in  infinitum  mit  den 
obigen  entweder  einerley  oder  nur  um  1  kleiner  wàren, 
denn  solchergettalt  wurde  der  Rest  n  —  m  durcb  eine  sol- 
rhe  Décimal  -  Fraction  ausgedrùckt  werden .  deren  aile  Fi- 
guren  entweder  0  oder  1  seyn  wùrden.  Ich  §ehe  aber  nocb 
keine  Méthode  ein,  wie  man  nur  zur  Erfindung  der  ge- 

*)  Voir  ci -dessous. 
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meldten  Zahl  m  gelangen  kônnte.  Ieh  wollte  also  vielmehr  die 
Differenz  n  —  m  al»  bekannt  annehmen ,  als  z.  Exempel 
jï  — m  =0,01001000100001  etc.  to  wùrde 

m:=3,13l58265258978, 

und  nun  miisste  man  sehen,  ob  dièse  Zahl  dure  h  eine  ex- 

finitam  ausgedriickt  werden  kônnte. 


Ich  erinnere  mich  auch  schon  einmal  einer  gewissen 
leichten  Opération  Meldung  gethan  zu  haben,  wodurch  man 
Zahlen  bekommt,  deren  Werth  vielleicht  nullo  modo  in 
finîtis  ausgedriickt  werden  kann.  Ich  verfahre  nchmiich  wie 
in  der  ordinàren  Division,  nur  dass  ich  bey  jeder  Opération 
den  divisorem  um  1  vermehre,  wie  sus  folgendem  Exempel 


■ 

00[016%7827*3907639 


iiuiiiii  uni  m  1 1  inn  i 


etc. 
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Wenn  nun  diète  Zabi  0,464782743907639  etc.  zur  Pe- 
ripherie des  ZirkuU  eine  bekannte  Verhàltnits  bitte,  to 
hielte  ich  die  Peripherie  to  gut  als  gefunden,  indem  dietelbe 
mit  leichter  Mùhe  auf  so  viel  Figuren,  ait  man  immer 
verlangt,  gefunden  werden  kônnte.  Man  kann  auch  hierin 
auf  unendlich  vielerley  Weite  variiren  und  die  divisores 
naeh  Belieben  verândern. 

Narh  der  arithmetica  dyadica  wird  V2  folgendergettalt 
ausgedriickt  gefunden  V  2  =  1,41421 356236  ,  so  operire 
man  continuo  duplando  hinter  der  Verticallinie  folgender- 
gettalt: 


1 

41^21356236 

0 

82812712172 

i 

65685424944 

1 

31370849888 

0 

62741699776 

1 

25483399552 

0 

50966799104 

1 

01933598208 

• 

0 

03867196416 

0 

07734392832 

0 

15468785664 

Die  vor  der  Verticallinie  herausgekommem 

m  Zahlen  0  et 

1  geben  die  getuchte  fractionem  dyadicam,  nehmlicb 

1/2  =  1,01101010000010011110011001100111111001, 
worin  ticb  aber  keine  lex  wahrnehmen  lâttt. 

Die  von  Ew.  ùbertchriebene  teriet  itt  allerdings  tehr 
merkwùrdig.   Dieselhe  kann  folgendergettalt  generaler  aua- 
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gedruckt  werden:  Es  sey  die  tangens  dièses  WinkeU  -  90°—/, 

9% 

so  wird 

2/i/—  1.2.3/1*'  2  71    "ï"  1.2... 5/»4*  6  *  ^irïr.TÛS'J7* 

+  ï-2-^r»'ïô7r  +etc- 

Setzt  man  nun  n=z2.  so  kommt  Ew.  séries  heraus. 

Eulr  r. 

(Mémoire  annexé  a  cette  lettre.) 

Solutio  problematis  in  Actis  Lipsiensilnts 
A.  17^5  propositi. 

Cirea  datum  focum  C  (Fig.  17)  describere  curvam  JEBF, 
ut  omnes  radii  ex  C  émisai  post  binas  reflexioncs  in  M  et  N 
fartas,  in  ipsum  punctum  C  revertantnr. 

ï.  Lemma  1.  Determinare  legem  roflcxionis,  quam  radii 
ex  puncto  C  (Fig.  18)  emissi  ad  curvam  quamrunque  KM  m 
patiuntur. 

Solutio.  Gonsideretur  radius  inridens  quicunque  CM,  et 
duratur  ad  eurvae  punctum  M  tangens  MT,  in  quam  ex  C 
perpendiculum  demittatur  CT,  cui  parallela  MR  erit  nor- 
malis  ad  curvam.  Sumto  igitur  angulo  RMOzzlCMR,  erit 
recta  M  0  radius  reflexus.  Ponatur  C  M  =  z  et  angulu» 
CMTzz.  <p,  erit  (posito  sinu  toto  zz  1)  C  T  zz  z  sin  m  et 
MTzz:zcos<p.  Ac  demisso  ex  Tin  CM  pcrpendiculo  TS , 
ob  ang.  CTS  CMT  zz  q>  erit  C5  =  z  sin  *  y  et  TS  zz 
z  sin  q>  cos  y.  Jam  ducatur  radius  proximus  Cmzzz  -f  dz, 
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eique  conveniens  reflexus  mOo 
MO  secans  in  0,  erit  0  punctum  in  caustica.  Centro  C  de- 
scribatur  arculut  MNt  et  cum  in  triangulo  AfiVm  ad  19 
rectangulo  sit  miV—  dz,  et  angulus  M mN—(p,  erit  mN~ 

dz—Mmcoty,  ideoque  Mmzz.-~^  et  MN—d*J^*9  unde  fit 

angulus  jtfCmn  ><IP».  jn  punct0  m  ducatur  pariter  tan- 

gens  mf  ad  eamque  normalis  m/?,  erit  angulus  Cmt—(p  -\-dy; 

at  est  CmT—CMT~  MCm  —  œ  —  ii*LI,   unde  fit 

T  SCOSf 

Tmi  =  itfi?fn=rf9-h  — •  Porro  est  RMO  =  CMR  = 


90°  — 9  et  RmO  =  90°  —  tp  —  tfy.  Quare  ob  Jtf?m:= 
/?AfO  +  Af/?m:=/?JIO-f  MOm,  fiet  AfOmzz 

/îMO+Af7?m-i?mOzr90o-9  +  rf9+^^-9O°4-ç)+(i9, 

seu  MOmz=:2d<p  Centro  0  describatur  arcului 

mn,  et  cum  sint  triangula  MNm  et  mn3f  ob  angulos  ad 
N  et  n  rectos,  et  m  3/  n  —  MmN  aequalia  et  sîmilia,  erit 

Mn  —  mIS—dz  et  mn- Mfc^.  Unde  habebihir 

COâÇ» 

quoque  ang.  MOm  =?£  =  2d<p  +  «  q«* 

^  m/t.*co3fl?    jjssinqp 

"""""  '2s</Ç>  i-Oaf  -j-<^«  SIO  f         Q*dç>  COS?  SlUf 

Sicque  ob  mO-=.MO  habemus  radium  reflexum 

*°=,  „  •  Q  E  L 

II.  Coro//.  i.  Cum  sit  angulus 

1 


»      1  irn«n 


XCOSÇ)  JCOi?) 


erit  OTIB  =  W>""fc°i'  +  J"n'f-  At  huiu.  fr»cti«m«  nu- 

IMn*fO<V  J 
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merator  est  differentiale  ipstu»  .  z  sin 1  y  ss  C£,  unde  ob 
z  sin  yeos  qp  zz  TS,  prit  angulus  MOm  zz  ^  • 

III.  Coroli.  2.  Quodsi  ergo  voce  mus  CSzzr  "et  TS~s, 
erit  angulu»  MOm  zz  y-  Tum  vero  cril  CTzz  1^4  M)'f 

M  Tzz  -i  l/(rr  +  «)  et  CMrz  zzz  r-L±i.%  unde  rfz  s  dr 

+ 2£_i£ .  Hinc  ob  *>  ,  -  ^  et  coi  ,  = 

erit  „4^  =  !±  +  i*._-*  atque  M0=^=, 

IV.  Coroll.  3.  Ponatur  radius  reflcxua  MO  ~w,  erit 
proximus  mo  zz  w  -\-  d  w,  et  parti  eu  la  Oo  erit  elementum 
curvae  eausticae.  Est  vero  Oo  zz  mo  —  nO  zz  mo  —  MO  -)- 
Afnzz  mo  —  MO  -|~  miV  zz  dw  dz,  ideoque  longitudo 
curvae  eausticae  erit  zz  w -h  z  ±  Czz  CM -f- MO  ±  C,  uti 
constat. 

V.  Coroll.  h.  Retentis  autem  denominatoribus  CSzzr  et 
TS  zz  s,  quarum  relatione  natura  curvae  EM  definitur,  erit 

sin  AfCTzz-7--^ — -et  cosMCTzz,,  r.  A-  Quoniam  vero 
est  C MO  zz  2CMR  zz  2  MC7\  erit  sin  CMO  =z  et 
cos  CMO  zz  rr  7 Unde  cum  in  triangulo  CMO  dentur 

rr-\-ss  D 

latera  CM  et  MO  cum  angulo  intercepto  CMO,  tertium  latus 
CO  ejusque  positio  determinabitur. 

VU  Lemma  2  Invenire  relationem  inter  bina  curvae  quae- 
sitae  puncta  M  et  m  Fig.  19)  ad  quae  radius  ex  C  reflexus 
codem  revertitor. 

Corr  math  tt  phyt  T  I  22 


Solatio,  Emittatur  ex  C  radius  CM,  qui  post  prima  m  re- 
flexiouem  in  m.  hincque  serurida  rcllexione  iterum  in  C 
reflcetatur.  Manifrstiim  est  ejusmodi  proprietatem  reeiproram 
inter  nuncta  M  et  m  intercedere .  ut  radius  quoque  secun- 
dum  dirertionem  Cm  emissus  post  binas  reflexiones  in  m  et 
M  fartas  in  C  revrrtatur.  Ducantur  ergo  ad  M  et  m  tangen- 
tes MT  et  mt,  in  quas  ex  C  deraittantur  perpendicula  CT 
et  Ci,  atque  ex  T  et  l  porro  perpendieulares  TS  et  ts  in 
radios  CM  et  Cm.  Jam  nonatur  ut  ante  CS~r,  TStzzs, 
atque  Cs  —  R  et  —  S,  quia  haee  linea  in  parte  m  op- 
positam  eadit.  Sitque  0  punetuni  in  eaustica.  Erit  ex  ante 
inventis 


CT=  V(rr  +  j,v),  If  T= 
-  V(rr  +  ss}  et  C.l/  =  -±^ 


»inC.WO=         ,  roi  C 5/0= 

rr-f-4\» 


rr  —  s  s 


MO  — 


r  r  -f-  s  s 

'Isds  ,  rr-ss 
~~dr 


C/=  -I  SS),  mt  £= 


.v 


-  j  V(RR  +  55) 

-  RR-\-SS 

et  tm.rz 


ain  CmO  — 
ros  CmOzz 


2RS 
RR  +  SS' 
RR  —  SS 


RR  +  SS 

ISdS   ,    RR  —  SS 
dR 


Ex  C  in  Hm  demittatur  perpendieulum  CT,  eritque 


rr  —  44 


OF=.Mr—MOT=:  — 

dt 

tang  COMrz^ 


//r 


C/'  =  —  2S,  m  V  — 

*  » 

07'  =  mO  —  m/'  = 


RR-SS 
R 

ISdS 
dR 


CO  —  —  ^''(^'-H^ 


tang  CÔm  = —  ~r 

a  o 

Ex  quibus  colligitur  fore  CVz=z  2  s  =  —  2  S,  ideoque  S=— j. 
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—    3*5  — 

«eu  ts~TS  Deinde  OV  —  ~  crgo,  obSrz— 5 

et  </âV  m      ds,  fit  — ■     —      atquc  rf/?     cfr  —  0,  unde 

integrando  oritur  /î-f  r— 2o:  ita  nt  si  ponatur  r~=ia-\-v, 
fiât  A?zz:a — e.  Gum  igitur  ex  puncto  M  rcperiatur  punc- 
tum  ipsi  ex  rcflexione  respondens  m,  si  valor  ipsius  TS  —  S 
statuatur  negativus,  horque  facto  valor  lineae  CS  —  r~a-\-v 
abeat  in  Cs  —  R  —  a  —  v,  manifestum  est  quantitatem  v 
cjusmodi  fore  functionem  ipsius  s,  quae  facto  s  negativo  ipsa 
in  sui  negativam  abeat,  cujusmodi  ftinctiones  equidem  im- 
pares appellare  soleo,  quia  potestatcs  imparium  exponentium 
ipsius  s  hac  proprictate  gaudent.  Si  igitur  sumatur  v  liujus- 
modi  functio  impar  ipsius  s  quaecunquc,  statuaturque  TS"=zs 
et  CS— a  f  f,  habebitur  curva  condilioni  problematis  sa- 
tisfaciens.  Q.  E.  f. 

VIL  Coroll.  t.  Omnes  igitur  curvae  problemati  satisfacien- 
tes  ita  erunt  comparable,  ut  suinta  pro  v  functione  quacun- 
que   impari  ipsius  s,  sit  T$—s,   CStzl  q  -f-  v,  CT  — 

VIII.  Coroll.  2.  Pnaitio  auteni  radii  rrflrxi  Mm  ita  définie 
bu-  ut  .il  ,in  CM 0  =  eot  C  M  O  = 

IHO—         -j-  a  -|-  v  —  ubi  O  est  punctum  in  cau- 

stica,  unde  longitudo  curvae  causticac  erit  —  C  M  -\-MO  ±  C 

ÏX.  Coroll.  3.  Si  porro  ex  C  in  radium  reflexum  Mm 
dentittatur  perpendiculum  i)Vf  erit  C V~  2 s  >  M V'~=.  a  -\-  v 
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X.  CoroM.  h  Pro  altero  autera  reflexionis  puncto  m 
erit  ts  —  —  s,  Cs=za  —  v,  Cl  —  V(ss  +  (c  —  v)1),  mt  — 

 - — —  -  et  Cm  no  -  H  »  atque 

a —v  a—v  * 

=  -*-  +  ■ 

unde  fit  radius  reflexus  totus  Wm=2ff  ■ 

aa-cv 

XI.  Problema.  Dato  puncto  C  invenire  omnci  curva» 
AMB  ita  comparatas,  ut  radii  ex  C  emissi  post  duplicem 
reflexionem  in  idem  punctum  C  reflectantur. 

Solutiu.  Consideretur  radius  quicunque  CM  (Fig.  20)  duc- 
taque  tangente  MT  et  ut  ante  rectis  CT  et  TS,  vocetur 
TSz^s  et  CS~a  -f  y,  habebiturque  curva  satisfacicni 
dummodo  pro  i'  capiatur  functio  impar  ipsius  f.  In  radio 
ergo  reflexo  M  (M),  qui  causticam  in  0  tangat,  erit 

m  cm  =  rot  CAf0  =  („+,,»+,.' 

a-f-t>  dv     y        '  a  4"*' 

CO   ^£T"        atque  tang  CO/if  —  -j^ 

His  praemissis  sumatur  recta  quaecunque  per  C  ducta ,  AB, 
pro  axe,  quae  radium  reflexum  M  (M)  in  /?  aecet,  sitque 
angulus  CRM  — a.  Cum  igitur  pro  altero  reflexionis  puncto 
(M)  iste  angulus  fiât  CR(M)=z<o—  180°,  tam  sinus  quam 
cosinus  anguli  a  fieri  débet  negativus,  »i  punctum  M  in  (M) 
transférât ur,  hoc  est  *i  s  fiât  negativum    Ponatur  igitur 

u         • .     .  /(cc-uu)     ,    ,  —  du  il 

cos  w  —  —  y  prit  sin  w  =z  —  -  et  da>  =  -7-  r  debe- 

c  c  y  (c  c  —  u  m) 

bitque  u  esse  functio  impar  ipsius  s,  ut  posito  5  negaùvo, 
abeat  in  — w:  hocque  casu  quoque  V(cc  —  uu)  ob  signum 
radicale  ambiguum  indu  et  valorem  nvgativum.  Ducatur  ra- 
dius reflexus  proximus  m  Or,  erit  Crm  —  a-\-d<a,  ideoquo 
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dot  — MO  m.  At  supra  (S  III)  invenimus  angulum  MOm  — 
7—7  ob  r=.a-\-v,  unde  fiet  d a=^z=.  ^ *M     :  erit  ergo 

i~  ~dvV^l  ~  ""^  Quia  igitur  pro  altero  puncto  reflexion  is 

(Jf),  i>  abit  in  —  m  in  —  et  V(cc  —  uu)  in  —  "^(cc  —  uu), 
uti  u  erat  functio  impar  ip»ius  tta  nunc  vkissim  tara  s 
quam  v  erunt  functiones  impares  ipsius  a.  Jam  in  triangulo 


CRM  t  ob  omnes  angulos  cum  latere  CM  zz  a  -|-  f  -f  ^x*„  — 

1      1    </ul  (a  -f  *m 
^p—  CMmCMO  CV     _       3c*       _  -2c<^  . 

seu  o/f—  —  sinCAAf  —  y(cc_tt„)~    rftt   9  <* 

a  z=  ^  -•   Sicque  erit  CR  t=  — ^ — >   quae  pro 

puncto  (JWJ  eundem  retinet  valorem  uti  requiritur.  Deinde 

erit  RV— — — -,  hmcque  MR-=z  a~\-v  —     ■  —  — 

du  1  1  a-\-v  du 

.  ludv      dv*(cc  —  uu)    n     .  ,  j/^r> 

a  -|-  v  — ^  dt*(*+»)  '  Wemittatur  nun(*  ad  axem  ^  C  B 

applicata  31 P,  erit  MP -=zMR  %m  <ûz=. 

(.  ludv       dv*  (ce  —  uu)\  V(cc  —  u«) 

a  '  ^    u    c/«*^+*»); — ; — » 

ubi  ex  signo  radicali  V(cc  —  uu)  patet  axem  ACE  simul 
fore  curvae  diametrum  orthogonale!».  Tum  vero  erit 

et 

£D    Udv%  {CC  —  UU)           2</v  (CC  -HU)          U  («  -{-  j/) 

edu'1  (a  -J-i»)  crfu  c 

Positis  ergo  coordinatis  orthogonalibus  CP^x,  PM~y, 
si  pro  c  capiatur  functio  quaecunque  impar  ipsius  omnes 
curvae  probleraati  satisfacientes  in  sequentibus  formulis  con- 
tinebuntur  : 


—    3*8  — 

  —  nf/i^-v)       1dv(cc  —  u  m)        udv*  (ce  —  uu) 

^ mmm        c  edu  cdux(a-\-v) 

(ludv       dvt(cc  —  uu)\Vcc  —  uu) 
a  -+-  v  —  ————j  . 

Unde  fit  CMz=.a  f  v  +  ^^_")^'  ^*  er^°  Pro  p  taP*atur 
functio  algcbraica  ipsius  u,  curva  quoque  erit  algebraica. 
Sicque  tôt,,  quot  libuerit,  curva»  algebraica»  exhibera  licel. 
Q.E.I. 

.XII.  Coroll.  1.  Ad  statum  Hgurae  expedit  quantitateiii  v 
»umi  negativam,  quo  facto  erit  per  formulas  hactenus  in 


„      —u(a  —  v)       ldv(cc  —  uu)       udv%(cc  —  uu) 


■  «(u  —  f)  rff(cc- uu-\-cY(cc  —  uu))\ 

c         \  udu(a—v)         ~  ) 

( dv(cC  —  BU—  CV(CC  —  UU)\\ 
udu{a-V)  ) 


CM=ZZ=LQ  —  »-\- 


dvt(cc  —  uu) 


du*(a-v) 

factisque  «  et  i»  itemque  V(cc —  uu)  negativis,  hac  formulac 
praebebunt  alterum  reflexionis  punctum  (M). 

XIII.  CorolL  2.  Reliqwae  autem  lineae  et  anguli  in  figura 

expressi   erunt  TS  ~  a  —dvy  ^CJ~HU\   CS  ~  r  —  a  —  v, 

CT-V(rr^ss)  et  MT  =  ±  V{rr  +  m),  CJI  =  ~^. 

rt«  au x  («  —  y)  c 

.inC/JM^-^'^'i'.  Porro  C  y- B^î^. 

c  du  f/u 
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XIV.  CorolL  3.  Caustica  auteni,  in  qiia  punctum  Q  existit, 

*    *  •  .  •  » 

ita  definietur  :  Cum  sit  MO  zz  a  —  v  —  —  -  ^  et  M  R  - 

u-v  d, 

.   îudv  ss 
û-ff    .  >  erit 

nrt      Isds       ludv       1d*V(cc-uu\  +  1udv 

t\  ')  ZZ  —7 —  -j  7. —  — :  — ;  

dv     '     du  du 

*  *    É  • 

,  dv  Y  (CC— M  U)     -  .  nn         1  d$  (  CC  -  M  II)  -f-  fyl  f/f  V(t ,  -  M  »l) 

ob^  —  ^  :  bineque  0Q_-  ^ — —  

nr\       ludsVicc  —  uu)4-2nudv 

et  RQzz  ^^-^  ,  ideoque  ,  . 

,rwj  l(cc  —  uu)dv  —  ludsV  {ce  —uut  * 

edu  " 

Tum  vero  lonuitudo  curvae  eausfuae 

'  du 

XV.  CorolL  b.  Totus  vero  radius  retlexus  erit  .Wfll)  — 
„           las  s      n  ,  dvV(cc—uu) 

2  a  Quart*  ob  s  zz  ^  ->  ent 

an  —  w      v  </w 

.wf.w)=8n-a'y("— 

du*  (a  a  —  yt>) 

Proprietates  ergo  harum  curvarum  sunt  sequentes: 

XVI.  Cum  recta  ACB  simul  sît  curvac  diameter,  ita  ut 
pars  AMR  aequalis  sit  et  similis  parti  A{M)B,  bini  verti- 
ces  A  et  B  reperientur,  faciendo  y  — 0,  quod  fit  si  vc! 
uzz  c  vel  uzz —  c.  Quibus  casibus,  ob  angulum  CRM  vel 
=  0  vel  zz  180°,  axis  AD  ad  curvam  erit  normalis.  Fiat 
ergo  primo  uzzc  sitque  i*::e,  erit  x~ — a  -f-  e ,  ideoque 
/l C ~ o  —  e.  Deinde  sit  zz —  c,  erit  c~  —  e,  atque  ,r ~ 
a-|-e,  ita  ut  pro  altero  vertice  H  sit  BCzza  -\-  e  undV  to- 
tus  axis  transversus  erit  A  Riz  2a. 

XVII.  Fiert  interdum  polest,  ut  applicata  >  atiis  quoque 

•  1  •  •■  .  'iudv        dv2(cc  —  uu)  _ 

rasibus  evanescat,  snlicot  si  a  -   t>  f  — ;  -±  +  zz  0. 
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quod  evenit  si  a — i>zz  —  ï£?-±cj£»  Hoc  est  si  ^  zz  -+c  — u  ' 
Hoc  autem  casu  erit 

•  •  • 

—  m  (g  —  v)   ,   1(+c-\-u)(a—v)       u(±;c-\-u)(a— v)  1c(«—  v)  Icdv 

_  -  -  |  c(-4-C-U)  ±C-U  4*U  ' 

Quodsi  ergo  hujusmodi  casu*  locum  habet,  erit  simul  CPzzC/î, 
quod  quidem  facile  patct. 

X VHI.  Quantitas  applicatae  C  E  in  ipso  (bco  C  innotescet 
ponendo  x=0.  Fit  autem  x  zz  0  si 

'    '  udu 

Hoc  autem  valore  subrtituto  fiet  CE  — y  —  "ltJ'v(f'-'"^) 

J  udu 
,  .  rfv(V(cc  —  uu)-*-c)V(cc  —  uu) 

qui  valor  prodit,  si  a  — t>zz  — —  T    «eu  si 


dvV(cc  —  uu)  a  —  v  —(a—v)(V{cc  —  uu)-i-c)  « 

 ^— ;  -zz  -77 —  — —  zz  — -  —  -z—  •  Lnter«o 

quoque  Cfczz  

XIX.  Si  quaeretur  locus,  ubi  axis  reflexus  H  (M)  ad  axem 
AB  fit  normalis,  is  reperietur  ponendo  angulum  CRM  rec- 
tum, seu  u  zz  0»   Hoc  autem  facto  erit  x  —  *****  el  y  — 

</u  J 

a  —  v — du\a~ï)'  QulA  vero  "  e*1  ^unc^°  inipar  ipsius  u, 
posito  u~  0 ,  erit  v  vel  zz  0 ,  velzzoo. 

XX.  Denique  ex  formulis  inventis  maxima  curvae  appli- 
cata  PM  facile  definiri  poterit.  Cum  enim  tangens  in  M  tum 
sit  axi  AB  parallela,  triangulum  CMR  erit  isosceles,  ideo- 
que  CWzzAfJ?,  hinc  autem  nascitur  haec  aequatio: 

,   dvt(cc  —  uu)  .   ludv  dvx(cc—uu) 

a  —  v  -f  —5-  zz  a  —  v-\-  —i  -7-T7  r- 

1     du2(a  —  v)  1     </u  </u*(a  —  *) 

seu  haec  ^  zz  ^gqpzffi  ■  Hoc  ergo  evenit  si  vel^zzO, 

vel  —  zz  cc  _  HH'  I  non  casu  quo  —  zzO.  entai  zz  ^  > 

et  ^.-fr-Vfr»— ).  Porteriori  raM1  quo£_ïiiZ_iL>,  crit 
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•en  x=î£,  r=ci^L^  et  CJM=«fl  =  c-^. 

XXI.  Exempl.  1.  Sit  wzrw;  haec  enim  positio  ob  rationem 
a:c  indeterminatam  aoque  late  patçt  ac  oznu;  eritque 

Ciî=^:=:2c.  Punctum  ergo  A,  in  quo  radius  reflexus 

Af  (M)  axem  trajicit,  est  fixum,  et  caustica  in  punctum  ahit. 
Unde  manifestum  est  curvam  fore  sectionem  conicam  circa 
focos  C  et  R  descriptam,  cujus  axis  transversus  sit  AB  —  2a 
et  disiantia  focorum  CE  — 2  c.  Lineae  autem  in  figura  ex- 
pressae  ita  se  habebunt:  T$  ZZS~  V(ce  —  uu),  CSzz.a-~u, 

CT-  ce-  la-),  ifT-^C"— 

'    a  —  u  a  — a  a  — a 

=  ?f£^f,  ideoque  CM  +  Af#zz2a  =  ^B.  Porro  est  CFz=. 

2V{cc—uu)t  RF=2u  atque  ob  sin  CRM  =  et 
co.CfliH=-"-,  erit  fM=("-'f'"-"!,  />fl-<f±=ifl? 

c  c(«  —  m)  c(a  — u) 

et  CP=aa"-a(:a+")K-  Vertice.  .unt  m  A  et  S  ut  Mt 

AC~a —  c  et  BC zz: a  -\-c,  an  vero  alibi  quoque  applicata 
y  evanescat,  indicat  aequatio  a  —  u~  :t  c  —  unde  nisi  sit 
a—  ±  c,  quo  casu  fieret  CR  —  AB,  hoc  evenirç  nequit 

Si  CP=:0,  fit  w  =  ideoque  CE=i^±LV(cc-«w) 

z^aa~cc-  In  puncto  /?  fit  radius  reflexus  M  (M)  axi  nor- 
mal'». Applicata  denique  maxima  habebitur  si  vel £  =  t  Si  0, 

quod  fieri  nequit,  vel  si  1  —  "c  —  uu  '  ^  611  *  tt  =  ^'  un<^e 
fit  x  =  c,  y  = /(aa  —  cc)  et  CiH  =  Af  JJ=  a. 
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XXII.  Exempt.  2.  Ponatur  v—^c>  e"t^=^*#  ®  igitur 
,o,  CRM  =  H-  et  «in  CJ»M  =  22^îa,  «rit  Cfi=  6-^- 

c  c  c 

Porro  erit  TS  zz  s  zz  —  k  (ce  —  uu),  CS  zza  —  —  et 

ce       v  '  ce 

-,  „,  u*        »«*(cc— «m)  _    ««c4  —  2accns  4-0ct«*  —  8m* 

ce    1      ac*  —  ccu"  ce  (ace  — m*) 


5u*        9u4(cc  —  uu)        aac4  -f-4accu*  —  9ccn*-{-bu* 
M  n  ZZ  a  -\  — 


atque 

—  et   I   _   

ce  ac4— ccu*  cc(acc  —  u3, 

ideoque  CM  +  MB  —  ""•-M""''-*-*  _  '""+''"'.  Ax» 

1  ,  cc{acc  —  u*)  ic 

hujus  curvae  ut  semper  est  ABzz  2a:  ad  vertiees  autem  in- 
veniendos  ponatur  uzzc,  erit  vzze  —  c,  ideoque  AC  zz 
a  —  c  et  BC  zz  a-\-c.  Utrum  autem  alibi  quoque  apptirata 

Y  evaneseat,  patebit  si  gît  —  zz  a™~~ "  ;  teu  ±  3 cuu — 2u* 

J  '  .  ce        cc(+c  —  u) 

zz.ace.  Quotie*  ergo  baec  aequatio  radiées  babet  reaies  ejus- 

modi  ut  sit  u  <  ±  c,  abscissae  xzz^~  applicata  respon- 

debit  evanescens.  Applieata  in  foeo  C  est  C  Ezz^1  Vice— uu) 

existente  acc  ~  "    zz  ^  '      c  —  u  u  ±  c.  V  (ce  —  uu)^  seu 

acc  —  3ccw-|-  2ulzz  ±  2cuV{ec —  uu)  vel  fcw6 —  3ccw* 
4-  haccu*  —  6ac*«-|-  aac*  zz  0.  Radius  vero  reflexus  M  (M 

seeabit  si  sit  n  =  0,  quo  easu  fit  xzzO  et 


y  zz  a.   Deinde  eum  applieata  maxima  sit  ubi^~0,  hoc 

■ 

est  ubi  uzz  0:  erit  hoe  easu  x  =  0  et  >  =«.   Deinde  vero 

.  3uu       u(acc  —  u*)     .  .  n 

quoque  est  maxima  si        ZZ  — -,  :»  bue  est  si  ôccuu 

'      •  ce  cc(cc-um) 

—  2u*  zzuecu ,  tmde  fit  vel  uzzO,  vel  2»**-  3ccw  -f-acc 
zz  0.  Caustica  autem  hujus  curvae  ita  definietur:  Cum  sit 

3««  i//  v        -,  6u  .A  3u* 
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►  9 

6ccu  —  9u*  ,» tlccu  —■  16u*  .  6»*       12ii(cc  — ««) 

—  —  -:  erit  HOzz  (-  -    —  * 

ccV(cc  —  uuy  ce  ce  ce 

OQ  —  «■""-»■>*"-■"'>,  RQ-  «»■»(«- »■),,  tmde 
CQ=  z«Sf±^±^L.    sit  CQ  —  p,  QO  =  q,  erit 

H 

6uu(înu-ic)  lî«(cc- Kl»)  1,1 

P  =  —   et7=z— -t   • 

Sit  angulus  C  R  M  ~  o>,  erit  —      co«  «,  CC  zz.  <o»  2w, 

^CCfc  ""^  zz:  «in  «,    ideoque  p  —  6c  co«*w .  co«  2w  et 

q  zz:  12  c  cot  w  «in  *  «  zz:  6  c  «in  *  w  «in  2  û>, 
unde  y  zz;  tang*  ut  tang  2«  zz:  1^_>  ^g       Vel  cura  «it 

cos'wzz- ^        et  «in'wzz;  -  , 

erit  pzz:  3c  (I  +  co«2«)  co«2o>  et  ^—  3c  (1  —  co«  2w)  «in  2  m. 
Erit  ergo  cot*  2(o-\-  co« 2a—  ideoque 

unde 

Ergo  prodibit 

,  =  3c(|-i)^? 

unde 

ji=.2_»<i+*i»^-<«='_|£_a+k(«.  f  *y, 

9cc       16       2        •  2       3c      9cc^     \4    1  3c/ 
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quae  aequatio  ad  rationalitatem  perdue  ta  fit: 

p*  -f  2ppqq  -f  </*  -f  SOcpqq  —  I8cp*  —  9cf  qq 
+  t08ccp/)  — »t6c*fi  =  0. 
Est  ergo  haec  caustica  linea  quarti  ordinis,  quae  ex  ae- 
quatione 

q=L  

non  diffieulter  construetur. 

Gurva  haec  est  tricuspidata  triangulo  aequilatero  inscripta 
uti  haec  figura  adjecta  (Fig.  21)  repraesentat,  et  curva  pro- 
blemati  satisfaciens  oritur,  si  filum  huic  curvae  complicetur, 
alterque  terminus  in  C  figatur,  sicque  per  evolutionem  fili 
de&cribetur. 
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LETTRE  LXXXVIII. 


GoLDBACH  à  EULER. 

Sommaire.   Problème  de  la  courbe  ratoptrique.  Sar  les  nombre»  te  et  V  2  Som- 
mation il  '«ne  lerie. 


d.  as 

Ew.  «âge  ich  fur  die  mir  iibersandte  ausfùbrliche  Solution 
des  problematis  in  Àct  Lips.  propositi  scbuldigsten  Dank.  Ehe 
sclbige  noch  ankam,  batte  icb  schon  vor  mich  observiret,  dass 

(Fig.  17)  CM+iV/?  =  2(aH-^-^undCiV+iV/?  = 

8(a—y)+î^  (woraus  denn  folge*,  dass  die  drej  latera  trian- 

gufi  CM  +  MN  +  XC=  ha)  und  dass  ME=    ^   ,  fo!g- 

lich  MR  nur  in  dem  einigen  casu  —  PM,  wenn  u=0; 
obzwar  generaliter  wahr  ist,  dass  MR  normalis  ad  axem 

wird.  wenn  „«r  (^endo.«lo«  ipd««> 

Ich  babe  auch  nicht  gefunden,  dass  Ew.  den  casutn  deter- 
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miniret,  wenn  das  spatium  interceptum  CR  ein  maximum 
vvird.  Die  Solution  selhst  soll,  sobald  es  Ew.  verlangen, 
zuruckgesandt  werden. 

Was  irh  von  dem  numéro  31 VI 5  ,  so  dureh  0  und  1 
zu  exprimiren  wâre,  ges<*hricben ,  ist  allerdingt  unrichtig, 
und  mùsste  nur  von  der  aritbmetica  dvadica  verstanden 
werden,  welches  aber  aucb  allem  Ansehen  nach  eine  ver- 
gebliche  Mùhe  seyn  wùrde. 

A  us  der  Zabi,  so  V%  in  aritbmetica  dyadica  vorstellet, 
erbellet  zwar  noch  keine  Ordnung,  es  ist  aber  doch  zu  con. 
sideriren,  dass  ein  numerus  ex  lege  non  circulante  constant 
per  additionem  alterius  numeri  circulant»  so  verstellet  wer- 
den kann,  dass  man  nicht  leieht  eine  legcm  darin  entdecken 
wird. 

Den  modum,  durcb  divisores  continue  auctos  einen  quo- 
tum  non  circulantem  herauszubrîngen ,  bal>en  mir  Ew.  schon 
làngst  communiciret;  wenn  aber  der  Endzweck  nur  blos 
seyn  soll,  numéros  certa  lege  non  circulantes  zu  finden,  so 
halte  ich  dièse  Méthode  fur  etwas  weitlâutig. 

Um  zu  sagcn,  dass  Jcmand  die  quadraturam  circuli  in 
numeris  gefunden  babe,  mùsste  man,  meines  Erachtens, 
zuvôrderst  den  gradum  facilitatis,  qua  illc  numerus  ab  in- 
ventore  exprimendus  sit.  determiniren  :  denn  ohne  derglei- 
chen  Détermination,  dùrfte  man  nur  die  seriom  Leibnilii, 
oder  eine  andere  actu  addiren,  und  ich  glaube,  dass  man 
in  dieser  Supposition  nach  der  Billigkeit  die  inventionem 
quadraturae  circuli  Demjenigen  nicht  absprecben  kônnte, 
welcher  den  numerum  31415.  .  ebcn  so  leicht  als  man  Vk2 
dureh  eine  wùrkliche  extractionem  radicis  quadratae  tindet, 
hervorzubringen  vermôgend  wàre 
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♦ 

Die  in  meinem  vorigen  Sehreiben  entbaltene  séries  seliei 
net  Ew.  sehon  vorher  bekannt  gewesen  zu  scyn. 

Wenn  x  den  exponentem  terminorum  andeutet ,  su  ist, 
posito  termwio  generali  xa  — *  die  sumina  generali» 

wiewohl  hierin  ausser  dem  arrangement  der  formulae  sum- 
matrieis  nichts  neues  ist. 

Zu  dem  dortigen  établissement  des  Hn.  de  Maupertuis, 
welches  icb  ans  den  Zeitungen  mit  besonderer  Freude  ver- 
nommen,  bitte  ich  demselbcn  meine  sehuldigste  Gratulation 
abzustatten  und  wùnscbe  berzlich,  dass  die  Considération, 
welche  der  Kônig  fur  dessen  Meriten  hat,  noch  viel  Gutes 
ziim  Aufnebmen  der  Wissenschaften  nach  sicb  ziehen  môge. 

Goldbach. 


■s. 
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LETTRE  LXXXIX. 


ElJLER  à  GûLDBACH. 

Sommaire-   Recherches  ultérieure»  iur  le  pioblème  de  la  courbe  catofttrique. 

—    .  .  » 

Berlin  d.  35.  Januar  174«. 

 Die  Solution  meines  problematis  catoptrici,  welches 

Ew.  zu  ùbersenden  die  Ehre  gehabt,  ist  vorher  hier  co- 
pirt  worden.  ïch  habe  aber  seit  der  Zeit  eine  weit  kùr- 
zere  Solution  gefunden ,  wobei  aile  in  der  vorigen  be- 
findlichen  Weitlâufigkeiten  nicht  nôthig  »ind.  In  beygefùgter 
Figur  (Fig.  22),  da  C  das  punctum  radians  und  EMB  eine 
curva  reflectens  quaecunque  ist,  welche  die  radios  CM 
und  Cm  nach  MO  und  mO  reflectirt:  Wenn  die  curva  EMB 
gegeben  ist,  so  kann  fur  ein  jegliches  punctum  M  das  inter- 
vallum  respondens  OR  in  axe  CB  nebst  dem  Winkel  CRM 
gefunden  werden.  Nun  kehre  ich  die  Frage  um,  und  suche 
die  curvam  EMB  zu  bestimmen,  wenn  eine  aequatio  quae- 
cunque inter  spatium  CR  et  angulum  CRM  gegeben  wird. 
Denn  wenn  dièses  problema  resolvirt  worden,  so  ist  es  her- 
nach  sehr  leicht  das  Hauptproblema  zu  solviren. 
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Ks  aev  demnacb  das  Spathim  C  R  —  r ,  der  Winkel 
CRM  —  f,   sein  sinus  rr  $  und  rosi  nus  ~  w,  posito  sinti 

luto  —  c,  so  dass  ss-\-uu  —  cc  und  t/y  —  ^  zz  ang.  0 

Wenn  nun  0  der  concursus  duorum  radiorum  reflexorum 
proximorum  ist,  so  ist  klar,  dass  die  partîcula  curvao  Mm 
zu  einer  ellipsi  gebôren  unisse,  deren  beide  foci  in  C  und 
0  betindlicb,  und  folglicb  wird  seyn:  C  M  -\-  MO  —  Cm  -\- mO. 
Man  verlàngere  also  OM  und  Om  in  V  und  v,  so  dass 
A/f'zz  CM  Und  mv  —  Cm,  so  wird  seyn  Ofr~Ov  und 
die  tangentes  in  .M  und  m  werden  die  reeta»  CV  und  CV 
bifariam  perpendicubriter  sclmeiden.  Man  lasse  ferner  aus 
C  perpendioula  CS  und  Cs  auf  QV  und  Ov,  so  wird  der 

angulus  SCs—O  —  dy  —  ^*  Es  ist  aber  in  dem  Dreyerk 

CSR,  sin. tôt  (c):CR  (r)  ~z  sin  CRS  (s)  :  CS  =  -rA  IIIM| 

RS=Lr".    Also  ist        :  Cfi  S=  <fy  :  «in.  tôt.  (c)  oder 

^  _  *sdr__  rsds    ^         sds  -\-  udu—0,  so  wirdStfzz 

ce  eu 

 -•   Nun  setze  man  ST—tj   so   ist  Jt' zz  f -f- û?*  und 

> 

^.ç  —  zz  dt:  Da  nun  i>j  zz  Jrrf,  so  wird  dt  —  So  — 
— —  und  also  t  —  a —  f—.  Aus  der  zwiseben  r  und  u 

c  J  <' 

gegebrnen  Verbàltniss  wird  also  die  Linie  VSz=.t  bestimnit, 

f*  14 

zu  welcher  wenn  man  addirt  so  bekommt  man 

die  Linie  —  f———*1-^  we'rnes  noeb 

viel  kiirzcr  hâtte  gezcip;t  werden  kônnen,  da 
n — RF  —  dRr—Rç-  -c-, 

weil  Rr-zzdf,  Hat  man  also  RV -=za  ~\- J  ~—  gefundm,  so 
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ziehe  man  CV,  schneide  diesel bc  in  zwey  gleiche  Theile  in 
T  und  richte  darauf  die  Perpendicularlinie  TM  auf,  welche 
in  M  nieht  nur  ein  punctum  in  eurva  quaesita,  sondera 
aueh  die  positionem  tangentis  geben  wird.  Dahero  aus  einer 
jeden  gegebenen  Àequation  inter  CRzzlt  et  cos  CRM  —  u 
die  curva  quaesita  EMB  determinirt  und  leicht  construit* 
werden    kann,    indem   man    nur   immer  zu  nehmen  hat 

Hieraus  ist  nun  leicht  das  proponirte  problema  catop- 
tricum  zu  solviren,  denn  da  mus»  aus  dem  angulo  CRM 
das  spatium  CR~r  dergestalt  bestimmt  werden,  dass  wenn 
man  den  Winkel  CRO  anstatt  des  Winkels  CRM  setzt,  fur 
CR  einerley  Werth  herauskomme.  Da  nun  des  Winkels  CRO 
sinus  ist  zz.  —  s  und  der  cosinus  ~  —  u,  so  muss  r  eine 
solcli e  functio  seyn  von  s  und  u,  welche  einerley  Werth 
behalte,  wenn  gleich  fur  s  und  u  ihre  negativa  — s  und  — u 
gesetzt  werden.  Folglich  muss  r  eine  functio  pari  uni  dimen 

sionum  seyn  von  s  und  u,  als  z.  Ex.  rrz  b-\~as  +ft*M+yu  , 

Hat  man  nun  r  soleherg estait  angenommen,  so  kann  daraus 
die  curva  problemati  satisfaciens  folgendergestalt  bestimmt 
werden.  Man  setze  MRzzzz,  so  wird 

CM- Y(rr  +zz-         -RF~z  =  a  +  f-^-z. 

Folglich  wird  rr-liil'  =  (a+  fuJ^-i(a  +  /^)  z 
und  also 

=  (a+J^y-rr 
,(.+/=*_■_•) 

Aus  z  findet  man  ferner  PM  —  y  —  -  und  P/?  =  -,  da- 

J        c  e 


l 
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hero  wird  CP  —  .r  —  r  und,  wie  sebon  gefunden  Ut, 

CM=a+(tt±-z. 

J  C 

Will  man  nun  curvas  algebraicas  habcn,  so  muss  fiir  r 
eine  solcbe  functio  von  s  und  w.  jedoch  nach  der  obi- 
gen  Vorschrift  angenommen  werden,  dass  gich  die  formula 

f'^~  integriren  lasse. 

Um  abcr  formulas  générales  fur  aile  môgliche  curva* 

algebraicas  zu  finden ,  so  setze  ioh 

j  udr         ur         rrdu       itr  ^    oder   /  r</"  

'    t  c        J   €  c  '  Je 

Weil  nun  r  eine  functio  pari  uni  diinensionum  ipsarum  s  et 
u  êeyn  muss,  so  wird  v  —  / °>ne  functio  imparium  di- 
mensionum.  Man  nebme  also  fiir  v  eine  solrlie  functionem 

.  j  cdv         ,     iudr  udv 

quameunque  an,  so  wird  r  zzl  -j^  und  /  — ~  — —  v. 
Hieraim  wird  ferner 

/  .    udv\*  cedv* 

2  (a  —  v) 

das  ist 

wegen  s  s  r.  ce  —  nu 

phj  _   (•-»')*  i         _  *%dv 

—  '  le       »    edu  ï{a-s>)cdu* 

n  n  ssdv       u(a  —  v)   .  ussdv9 

ITZXZ  — j  r  h  — ;  — t-t 

edu  7c       1    2(a  —  v)edtr 

r  Xi  a—  v  ssdv1 

(  ™—  Il  O*"*" 

Hieraus  ist  CM  +  MR=za  —  c  -f  ^»  und  positis  «,  s 
negativis,  in  welchem  Fall  auch  v  negativum  wird,  so  be- 
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kommt  man  die  summam  radiorum  infra  axem  r=  a  -\-  «' — 

dabero  klar  ist,  dass  die  summa  omnium  radiorum,  d.  i. 
der  Weg,  welclien  cin  jeglicher  radius  ex  C  egressus,  donec 
eodem  post  geminam  reflexionem  revertatur,  scyn  wird  ~ 
2a;  welebe  Eigenscbaft,  ungeaelit  sie  unmittelbar  au»  der 
Betracbtung,  dass  CM  -\-  MO  zz.Cm  -|-  mO,  folget,  go  haben 
doeb  Ew.  mir  dieselbe  zuerst  entdcckt.  Im  ùbrigen  kommen 
dièse  Formulu  mil  ineinen  vorhergehenden  vôllig  uberein, 
nur  dass  dièse  zweymal  klciner  sind,  als  jene.  Wann  das 

spatium  CR  maximum  wird,  ist  aus  der  Formul  CR  —  C-j^ 

leicht  zu  seben,  nebmlieb  wenn  ddv=zO.  Es  ist  aber  hiebey 
zu  merken,  dass  s  und  u  immer  kleiner  seyn  m  risse  n  aise, 
indem  sonst  die  formulao  imaginartae  werden.  Es  sey  z.  Ex. 

v  —  —t  so  wird  CR^L^^t  dessen  Wertb  am  grôssten  wird, 

ce  c  ** 

wenn  wr=±c;  also  ist  in  diesem  Fall  der  grôsste  valor 
C/?=3c,  und  der  kleinste  CR  —  0.  Man  bekommt  also  die 
vôllige  curvam,  wenn  man  successive  dem  u  aile  môglicbe 
valores  gibt  von  —  1  bis  zum 

Es  ist  ganz  richtig,  dass  der  auf  die  quadraturam  circuli 
gesetzte  Preis  Demjenigen  mit  Recbt  gebùbrte,  welcher  eûit 
der  extraction*!  radicis  quadratae  àhnlicbe  Opération  erfânde, 
um  die  Zahl  3,1**159  etc.  naeh  Belieben  immer  weiter  fort- 
zusetzen.  In  dieser  Absicbt  bin  ich  auf  den  Gedanken  ge- 
kommen,  ob  es  nicht  môglicb,  divisores  eerta  lege  progre- 
dientes  zu  finden,  aus  welchen  nacb  der  letztbeschriebenen 
Divisionsregel  eben  dièse  Zabi  3,1  M  59  berausgebracbt  wùrde; 
denn  dièse  Art  schien  mir  eben  den  gradum  factKtatis,  wel- 
cben  Ew.  verlangen,  noch  vor  der  extractioni  radicis  zu 
baben.  Eu  1er. 
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LETTRE  XCI. 

9 

.a  I     »        .  » 

EULEH    à  GOLDBACH. 
Sommaire.  Projet*  d'inscription*  pour  de*  médailles  en  l'honneur  du  Roi. 


Berlin  d.  6  Febr.  1746. 

Ew.  bitte  nicht  ungutig  zu  deuten.  dass  ich  die  Freyheit 
nebme  Denselben  nachfolgende  problemata  betreffend  einige 
médailles,  welche  I.  K.  M.  pràgen  zu  lassen  Allergnàdigst 
befohlen  haben,  vorzulegen.  AU  nach  dem  ertten  schlesischcn 
Krieg  Ew.  die  Gùte  gehabt  mir  einige  Inventionen  zu  den 
damait  projectirten  médailles  zu  ùberschicken ,  so  haben  die- 
sel ben  bey  dem  Staats-  Ministerio  allhier  eine  vôllige  Appro- 
bation erhalten,  obgleich  wegen  anderer  Umstandc  keine 
médailles  zum  Vorschein  gekommen.  Anjetzo  ist  mir  nun 
wiederum  eine  ordre  aus  dem  Ministerio  zugeschickt  wor- 
den ,  in  welcher  5  Inventionen  zu  médailles  verlangt  w erden  : 

I.  Auf  die  Bataille  bey  Sorr. 

II.  Auf  die  Expédition  nach  Sachsen,  da  I.  K.  M.  sich  so 

schnell  gegen  Gôrlitz  gewendet  und  allda  den  Feind 
bis  in  Bôhmen  zurù 
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III.  IV.  Auf  die  Bataille  bey  Kesselsdorf  und  auf  die  Ein 
nahme  von  Dresden.  Dièse  beyden  kônnten  wohl  in  eine 
gebracht  werden. 
V.  Auf  den  doppclten  Fricden  mit  Oestreich  und  Sachsen. 

Ew.  werden  sich  wundern,  dass  ûber  solche  Sachen  von 
mir  Vorschlàge  gefordert  werden;  allein,  ausser  dem,  dan 
ich  das  vorige  Mal  die  besten  geliefert,  so  betinden  tich  hier 
in  der  That  sehr  wenigc,  welche  es  besser  machen  kônnten 
als  ich,  wenn  ich  aucli  mich  unterstehen  sollte  selbst  etwa» 
darauf  zu  ersinnen. 

■ 

Sinnbilder  weiss  ich  gar  nicht  zu  tinden,  aber  folgende 
Inscriptionen  sind  mir  daruber  eingefallen,  welche  ich  aber 
nicht  im  Stande  bin  auszupoliren. 

I.  Gravissimus  hostium  impetus  summa  fortitudine  a  Kege 

reprimitur. 

II.  Hostes  ferrum  flammamque  minitantes  repentino  Régi* 

adventu  perculsi  aufugiunt. 

III.  IV.  Hosttbus  ad  Kesselsdorflf  iugenti  proelio  protligati», 
M  et  ro  poli*  Dresda  occupatur. 

V.  Rex  Pace  non  minus  quam  Bello  in v ictus  hostibus  ad 
incitas  redactis  pacem  largitur. 

Bcy  dem  letzten  wollte  ich  nehmlich  diesen  Gedanken 
anbringen:  Rex  pace  non  minus  quam  bello  hostes  devicit, 
aber  ich  gcstehe,  dass  derselbc  mit  dem  ùbrigen  nicht  recht 
ziisammenpasst. 

Sollte  der  gute  Freund,  von  welchem  Ew.  mir  das  vorige 
Mal  Inventionen  zuzusenden  die  Gùte  gebabt,  auch  auf  dièse 
Puncte  einige  Aufmerksamkeit  wenden,  so  ersuche  Ew.  ge- 
horsamst  mir  dessclbcn  Gedanken  daruber  zu  communiciren. 

Eu  1er. 


Digitized  by  Google; 


365  — 


LETTRE  XC. 

Goldbach  à  Euleh. 

Sommai» E.  G.  refuse  de  >e  mêler  de  la  composition  des  médailles. 


St.  Petersburg  d.  36.  Februar  1746. 

Da  ich  mich  nach  reifer  Ueberlegung  nicht  getraue,  solche 
inscriptiones,  die  der  Hoheit  des  sujet'»  einigermaassen  con- 
form  wâren,  zu  erfinden,  und  vielmehr  davor  halte,  daw 
der  beruhmte  Hr.  Baron  von  Stosch,  als  welcher  in  re  nu- 
maria  eine  ungemeine  connoissance  hat,  zu  diesem  Endzwecke 
fur  vielen  andern  geschickt  wàre,  so  habe  solches  zur  schul- 
digen  Antwort  zu  melden  nicht  unterlassen  wollen. 

Goldbach. 


- 
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LETTRE  XCU. 

GoLDBACH  à  ElJLER. 

S  o  M  x  a  i  F  £■    Questions  relative»  a  la  nature  des  comète*    Courbe  caloptrique  Ob- 
servation wr  use  Mrie. 


St.  l'etersburg  d.  t%  Mars  1746. 

Die  Fragen  nebst  den  Antworten  von  den  Cometen*)  babe 
ich  alsofort  durchgelesen ,  und  zweifle  nicht  es  werden  die- 
selben  wegen  ibrer  Deutlichkeit  und  Richtigkeit  eine  géné- 
rale Approbation  erbalten  baben.  Wenn  man  annimmt ,  das» 
der  Cornet  ein  entzùndeter  Côrper  ist ,  so  làsset  es  sioh  viel 
leicbt  am  besten  darthun  1.  dass  er  keine  solcbe  pbases,  als 
der  Mond  oder  die  Venus  zeigen  kann,  2.  dass  cr  sein 
eignes  Lirbt  quaqua  versus  von  sich  wirft,  obngeacbtet  sel  - 
biges  von  den  Sonncnstrablen  niebt  anders  als  in  parte  a 
sole  aversa  unter  dem  Namen  der  romae  oder  raudae 
kenntbar  wird,  3.  dass  dièse  cauda  cometae  desto  grôsser 
werden   muss,   je   langer   sich   der  Cornet   in  der  JNahe 

*)  Ces  questions  ne  se  .sont  par  liouvce.v 
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der  Sonne  aufhàlf  und  je  inehr  er  von  derselben  cntzundet 
wird. 

Ich  glaube,  dass  man  das  problenia  catoptricum  aueh 
ohne  Considération  einiges  anguli  folgendermaasscn  solvircn 
kann.   Sit  (Fig.  23)  axis  curvae  ABzna,  radius  modem 

CMnz  a^~>  radius  reflexus  MO  =:  "~tP  >  ila  ut 

CM  +  MO—CN  +  ,\0  —  a. 
Sit  CO  (functio  quaecunquc  ipsius  p,  sed  major  quant  p) 

-=-q.  erit  élément  uni  curvae  «caiaesitae  tj?*"*1'}  ~  Mm. 

Goldhach. 

P.  S.  Ich  habe  schon  langst  observiret,  dass  (%  séries, 
deren  lex  progressions  ist  Ja  -|-  M=r#,  désignante  ^4  ter- 
minum  quemeunque,  et  B  terminum  proxime  sequentem, 

diesen  terminum  generalem  hat  a~a* —  2  f  o1*,  und  hicr- 
aus  làsst  sich  auch  der  terminus  gênerai i 8  hujus  scriei 

1  +  1.3  +  1.3.5      1.3.5.17  +  1.3.5.17.257  H- etc. 
finden,  davon  die  factores  terminorum  lauter  Zahlen  sind, 
welche  Fermatius  pro  numeris  primis  gehalten. 
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LETTRE  XCIII. 


»  ElJLER  à  Go  LD  BACH. 

Sommai!».  Répon..  a  U  précédente.  Plu»ieur.  théorème,  de  I.  doctrine  de.  .erie. 
Concourt  de  l'académie  de  Berlin  rar  1.  théorie  de.  vent» 


Berlin  d.  6.  April  1746 

—  —  Dass  Ew.  meine  ziemlich  in  Eil  aufgefassten  F  rage  n 
ùber  die  Cometen  einiger  Aufmerksamkeit  gewùrdiget,  er- 
kenne  ich  aïs  ein  Zeichen  Dero  ganz  besondern  Gewogen- 
heit.  Ich  babe  aber  nocb  starke  Zweifel,  ob  sicb  die  pbae- 
nomcna  cometarum  eorumquc  caudarum  bloss  allein  dadurch 
erklàren  lassen,  dass  man  annimmt,  ihre  Gôrper  seyen  wùrk- 
licb  entzùndet.  Demi  ausserdem,  dass  eine  blosse  Erleueh- 
tung  nicht  hinlânglich  ist  in  dem  aethere  eine  Hellc 
hervorzubringen ,  sondern  dazu  noch  in  derselben  Gegend 
solche  Gôrperlein  erfordert  werden,  welche  die  Erleucbtung 
empfangen,  und  daber  einen  Schein  zu  uns  zunickwerfen  : 
so  ist  auch  die  Abweicbung  der  caudae  eines  Gometen  ah 
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oppositione  solis  ein  solches  phaenonieiion ,  welches  eine  be- 
sondere  Erklàrung  zu  erfordern  scheinet.  Die  Idée,  welche 
ich  in  diesen  Fragen  kùrzlich  entworfen,  und  darin  bestehet, 
dass  die  durch  die  grosse  Atmosphaer  eines  Comète  n  durch- 
streichenden  Sonnenstrahlcn  einige  subtile  particulas  daraus 
mit  sich  fortreissen,  habe  ich  letztens  weitlàutiger  ausgefùhrt 
und  ziemlich  deutlich  dargethan,  dass  auf  solche  Art  nicht 
nui*  die  Cometenschweife,  sondern  auf  unserer  Erde  die  lu- 
miua  borealia  und  um  die  Sonne  selbst  das  lumen  Casai 
nianum  entstehcn.  Dièse  Ausfùhrung  hat  auch  dem  Herrn 
de  Maupertius  so  wohl  gefallen,  dass  er  derselben  vôllig 
beypflichtet. 

Ew.  Idée  das  problema  catoptricum  zu  solviren,  gibt 
zwar  leicbte  Formuln,  allein  da  die  positio  lineae  CO  nicht 
bestimmt  wird  und  das  elementum  curvae  Mm  wenig  zu 
Bestimmung  der  krummen  Linien,  insouderbeit  wenn  alge- 
braische  verlangt  werden ,  beytrâgt,  so  sehe  ich  noch  nicht 
ab,  wie  die  natura  fonction  is  q  determinirt  werden  mùsste, 
dass  die  beyden  Reflexionspuncta  M  et  N  in  eandem  lineam 
curvam  continuant  zu  liegen  kâmen. 

Ueber  die  seriem  l-)-1.3+t.3.5-|-l.3.5.l7  -f  etc. 
erstaunte  ich  anfânglich;  aïs  ich  aber  dieselbe  genauer  be- 
trachtete,  salie  ich  bald,  dass  ich  den  terminum  generalem 
davon  schon  vor  einiger  Zeit  unter  andern  Umstanden  aus- 
gcdrùckt  hatte.  Denn  ich  fand,  dass  wenn 

(I  +a)  (I  +«»)  (I  +  i\ (1  +  «•)  (1  +«••,...(!+  a'")  =  s 
so  ist  (I  —  a)  s  —  l  —  a*      ,  und  also  s  zz:  —  • 

a  —  1 

Dahero  wenn  az=;2,  so  ist  1 . 3.  5 .  l7...(2*"-f  1)  =  2l""h *—  I. 
Dièses  hatte  ich  schon  angemerket,  als  ich  suchte,  was  fur 
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eine  «cries  herauskomme,  wenn  man  die«es  productum  in- 
finitum  (1  4-  a)  (1  -f  a1)  0  4  «*)  (<  4  a8)  etc.  wirklich  evol- 
virte ,  da  ich  dann  gefunden,  da««  dièse  séries  geometrïca 

t  +  a  4  a1  -f  «*  +  û4  4  elc-  =  j heraiiskommc.  Evolvirt 

man  aber  dicses  Product  (1 — aa)(i — a*)  (t — a') etc., 
«o  bckommt  man  1  —  a  —  a'-f  û5- — a*  4  a*  -j-  flS  —  fl7  — 
a8  +  a'  4  a10  -  a11  4-  a11  —  a1*  —  o14  +  au— au4-fl"  etc., 
wo  die  ordo  signorum  merkwurdig  ist.  Von  dieser  Art  habe 
icb  noch  nachfolgende  tbeoremata  gefunden: 

Theorema.  Si  sit 
s—(i—  na){\  —  nao)(l-  «•«)(!—  n'a)(i  —  n*a)etc.  ininfin. 
crit 

  -         «a     ,  «'a1  n*a* 

S  —     ~~  1  -n  >  (1  -nXl-n1)  "~  (t_/,)(l  _**)(i_*«) 

nl0a4 

.  *.     +  (l-«)(l-«»)(l-,i»)(t-„<)  -  CtC- 

et 

J_         .    ,     na     .  n2  aa   n'a'  

*  "~"       '  T^i   >   (1  -n)(l  ->'2)       (1  _nf)(l-«») 

+  (l-„)(l-n^)(ai-n>)(l-n*)  +  CtC* 

E\v.  glaube  ich  auch  schon  gcschrieben  zu  haben .  das« 
wenn  man  dicses  productnm  iiiBnitnm 

(I      a)  (I  —  o4)  (1  —  a8)  (1  —  a4)  (I  —  a>)  etc. 

evolvirt,  dièse  séries  herauskomme 

wo  der  ordo  exponentium  sehr  merkwurdig  ist,  und  sirh 
per  inductionem  also  bestimmcn  làsst,  dass  aile  in  hac  for-. 

mula — ~-  cnthalten  «ind,  ungcarht  ich  dièse  legcm  ob- 

servatam  noch  nicht  ex  rei  natura  habe  herausbringen  kénnen. 
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î    a    3        x  x+\ 
Theor.  Si  fuerit  in  série  A,  B,  C, .  .  .  .  P ,  Q, 

Q=mP*  +  nP  +  HH~£~*'  »W  m  et  n  sunt  ntiroeri 

constantes,  quaerantur  un  mer  i  F  et  G  lit  sit 

F-\-  Gzz:  m  A  \  -*  n  et  FG  —  1 , 

eritque 

— ^  ifi!  A. 

m  1m 

12      3  r  r-f-1 

Theor.  Si  fuerit  in  série        B,  C,..../J,  Q, 
Q  =  m     +  nP  4  erit  P  -  (^M!*lî.  __  «  , 

'     ~  '<  !  in     l      -  !  lfi:|    - 1 4 i 

welches  Ew.  tlieoremata  sind. 

Folgende  theoremata  scheinen  aueh  eintger  Àufmerksam 
keit  werth  zu  seyn: 

TJieor.  Si  n  sit  nu  m  crus  integer  afBrmativus  quicunque, 

erit 

1-g"      (l-g")(l-g"-*)  ,  (I -o")(| ^ 
t  —  «  1  —  a*  '  1  —  «' 

T/ieor.  Si  n  sit  nu  mer  us  integer  aftirmativus  quicunque, 

erit 

i-an  l  +  aln-*-o*"~G-ha4"-'10-fl*''-u4-ae''-ll-etc.zzO 
exelusis  scilicet  terminis,  qui  exponentes  liabent  negativos. 

Theor.  Sit  in  circulo  arcus  90°  ~<fr  suniaturque  arcus 
quicunque  s,  cujus  sinus  sit  —  a,  sin  2s  —  b,  sin3s~c, 
sînfei  =  ci  etc.  erit  semper 

q=\s-±a  +  ±b+  iC  +  |c?-(-^e-|-etc. 

Theor.  ïn  circulo  radii  zz:  1  capiatur  arcus  quicunque  s, 

1,1  I 

cujus  tangens  sit  m  a,  tang  —  szizo,  tang  —  s  —  c,  tang  -  v 

—  d,  tang  ^  etc.,  erit 
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Ich  bin  jetzund  mît  Durchlesung  derjenigen  Piccen, 
welche  ùber  die  von  der  Akadcmie  aufgegebene  Frage  von 
der  Ursarh  und  der  Ordnung  der  Winde  sind  eingesandt 
worden,  beschâftiget.  Es  sind  darùbcr  10  eingelaufen.  unter 
welchen  sich  eine,  so  vor  allen  andern  in  Betrachtung  ge- 
zogen  zn  werden  verdient,  befindet.  Die  Devise,  so  sich  zu 
Ende  derselben  befindet,  ist  auch  schôn;  sie  lautet  also: 

Haec  ego  de  venlis:  dum  venlorum  ocyor  alis 
Palantes  pellit  populos  Fridericus,  et  orbi, 
Insignis  lauro,  ramum  praetendit  olivae.  *) 

*)  C'est  la  pièce  de  concours  de  d'Alembcrt.  Comp.  dans  le  2  volume, 
les  lettres  de  Daniel  Bernoullt  sur  ce  concours. 

E  u  I  e  r. 
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LETTRE  XCIV. 


CiOLDBACH  à  ElJLER. 


Sommaire.   Suite  des  recherches  sur  les  séries    Remarques  ultérieures  sur  le 
blême  de  la  courbe  catoptrique. 


St.  Petersburc  d  S.  Mai  1  T*«. 

Den  terminum  generalem  seriei 

1  +  1.3+  1.3.5  +  1.3.5.17  +  etc. 
hatte  ich,  al»  mein  letztes  Schreiben  abging,  nur  in  pote- 
slate,  und  dachte  nicht,  dass  selbiger  so  leicht  seyn  soUte, 
indem  ich  dessen  sonst  gar  keine  Erwâhnung  gethan  haben 
wùrde. 

Ich  weitt  nicht,  ob  man  methodum  hat  von  dergleichen 

seriebus  als  dièse  ist 

1.3.5  1  3.5. 1  1.3.5.7.9  1.3. 5. 1. 9. 11  . 
ÔTlï        2.4.6.10    '    1. 4. 6. 8.12        2.4.6.8  10.14  "» 

=  2"~*  +  2*  — 2, 

cujus  lex  progrewionu  e»t  i—  B,  die  fiimma» 

zu  finden. 
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Die  in  meinem  vorigen  angefùhrte  Idée  einer  Solution 
gebet  noeb  weiter,  wenn  man  vor  q  eine  functionem  quam- 
ninque  ipsius  p  annimmt,  nur  mit  der  Limitation  dass  q  >  p 
und  q  <  a  (demi  ich  sehe  zum  wenigsten  nieht,  dass  ex  na- 
tura    problematis   mchrere    limitationes  erfordert  werden), 

«md  renier  **+r*  =  (-^,  d**  +  dy*  =         p)'f ,  *o 

wird  die  abseissa  ad  applicatam  in  eurva  quaesita  seyn  wio 
x  eu  y. 

Goldbacb. 

P.  S.  d.  21.  Mai  17W5.  Es  ist  mir  gestern  eingefallen, 
dass  sicb  das  problema  eatoptricum  ancb  folgendermaasscn  sol- 
viren  làsset:  Sit  (Fig.  2\)  A  B  axis  curvae  —  o,  punctum  radian» 
C.  Sint  CM  et  CiV  radii  in  curvam  incidentes;  MR  et  jVft 
radii  ad  idem  punctum  axis  R  reflexi  ;  •  capiatur  in 
punetnm  O,  ita  ut  sint  CM  +  MO  —  CN+  ISO  =  a,  et  po- 

natur  recta  CO~q,  CM  =  ^,  M0  =  *±£,  CN—&, 

7V0  — "^^ubi  v  jam  datur  per  p  et  q;  est  enim  i»  = 

i7**+iiixi7y  p°natur  porr°  ro-z>  inve- 

nietur  spatium,  quod  inter  radium  incidentem  et  reflexum 
in  dxe  intercipitur 

Ci?  =:  CS  ~RS—  V(qq—zz  (1   -  ««,)  —  uz  =  C  Q  —  RQ 
=  !  V((*  +  rf*  -  («  -  "  +  22)*  d  -  nu))  - 
~r/>+P/J=:  *V((fl-p)»-(a  +  p~22)î(l-/.//))  + 

(q+j>-2»)« 

Sed  cura  f  jam  supra  data  sit  in  p  et  <y,  per  bas  ae«fua- 
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tione»  pro  CR  inventas  dari  etiam  poterunt  u  et  z  in  p  etqt 
qui  valore»  deinde  substituendi  aunt  in  applicata 

M P  =  <■'+' ✓(!  -un) 

et  in  abscissa 

c,p-V{^)- MP*y      .'  -• 

Ob  nun  zwar  die  wùrklicbe  Détermination  der  quanti* 
fatum  u  und  z  durch  p  und  q  etwas  weitlàtifig  seyn  niôchte, 
so  ist  dorh  bingegen  zu  considcriren,  dass  in  dieser  Solution 
keinc  differentialia  vorkommen. 


ton   muth  et  t,hy\   T  I 
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LETTRE  XCV. 


EULER  à  GOLDBACH. 
Sommaire   Sommation  dr  la  téric  de  la  lettre  présidente. 


Berlin  d.  28    Mai  1746 

 Die  von  Ew.  gemeldte  séries 

2.4*8        ÔX'ê'ÎÔ'"  2.4  6.8  *  72       2  4  6.8.10*  M   >    e  °* 

kann  dureh  meine  Méthode  leieht  gefunden  werden.  Denn 
wenn  ich  nach  der  lege  progressions  noch  die  zwey  vor- 
hergehenden  terminos  dazu  sctze,  so  kommt 

1         13        13     5        1.3.5  1 
T-T'  6  -+-2^*-8--2-^*l0  +  etr- 

Dièse  ist  in  der  folgenden  entlialten,  wenn  mai)  setzt  x  =  I 
I     4        1      3     6    ,    1  3    5    g       1  3  5    1     10  , 

s  ~  —  .v  •  —  x  A  •  — x  •  —  x    4-  etc. 

4  2     «       ~  2.4    8  2  4.6    10  ' 

Mail  differentiire  dièse  seriem  und  theile  allenthalben  dureh 
dx,  so  hekommt  man 
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Man  inultiplieirc  durch^**,  go  wird 

p  —  trf«  —  -y '3xxrfa; -f- 5xVx — Tx*dx  -}-  etc. 

Wenn  man  nun  integrirt,  so  bekommt  man 

  1     .  .   1 .3    .       1.3. 8    7  i 

-«  —  x  —  —  jc*  4-  - —  x  —  x  4-  etc. 

*■  2        '2.4  2.'». 6  ^ 

Hier  siehet  man  leicht,  dass  dièse  séries  ist  rr: 

  /•   x*dx   t  r     xdx  /•  xdx 

tz|l  |-.rj')    4  (t  -f  xac)~*  —  2, 

denn  hier  muta  die  quantitas  cunstans  2  subtrahirt  werden, 
weil  posito  x  —  0,  werden  muu  s  =  0.  Setzt  man  nun 
x  —  1 ,  so  bekommt  man 

a         2*6     »"a.a*  8        2.4.6*  io        -2.4.6.8*  Î2 

=  2*  +  2~*  —  2. 

Letztens  bin  ich  auf  narhfolgende  seriem  gekommen, 
deren  Summ,  ob  aie  gleicb  »o  leicht  ausgedràckt  wird,  den- 
noch  durch  dièse  Méthode  nicht  wohl  gefunden  werden 
kann,  denn  ich  komme  auf  eine  Differentio-differential- 
Acquation,  welche  sich  generaliter  nicht  integriren  làsst: 
Die  séries  ist  dièse: 

"t"  a  '     a. 8     »       a. 8. n      t       4.8.12.16         *  • 

=  2", 

wenn  also  n  ~  t ,  so  ist 


■ 
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» 

*         4.8^~%.8.12       4  8.  1216  *    4.8.17.16  20 

Dièse  wird  leicht  in  dièse  Form  venvandelt: 

.         113        1.3.5      13.5"  .       .a\  0 

in  welrlicm  Fall  die  Rie  lili-keit  leicht  zu  ersehen. 

ïrh  glaiibc  kaiiin,  dass  die  ratio  diametri  ad  peripheriam 
X'.n  lcichtcr  per  approximationem  gefunden  werden  kônne, 
ala  durch  Hulfe  beyder  folgendcn  serierum: 

n  —  1  J.  _L  JL  1  pfr 

P  —  S  ~~  3  5»    «    5..V  ~  "  ni»        il  „»1  -hClC* 

^       233       3.233*   '   5.  .M''       1.  lô*1    '   9. 233*       11  23911  "~ 
Denn  wenn  hicrans  die  Werthe  von  p  und  q  gefunden  wer- 
den, »o  ist  7i—\^p  —  kq. 

Nach  dem  letzt  ergangenen  Urtheil  der  Akademie  zu 
Paris  ûber  den  Magneten  ist  meiner  pièce  der  drîtte  Theil 
de»  drevfaclicn  Preises  zuerkannt  worden,  wie  Ew.  schon 
au»  unsern  Zeitungen  werdien  ertehen  hafoen.  Hr.  BemouHi 
hat  auch  ein  Drittel  bekommen.  Hurçcgen  haben  wir  den 
Prcis  der  hiesigen  Akademie  von  50  Ducaten,  liber  die  Winde, 
der  pièce:  lluec  ego  de  vends  etc.  zuerkannt,  davon  der 
auctor  Hr.  D'Aleinbert  aus  Paris  ist. 

Euler. 
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LETTRE  XCVI. 

:  I 

ï 

ËULER    à  GOLDBACII. 

•I 

Sommaire.   Pioblème  catoptrique.  Suite. 

  1 

»  « 

■  É 

Berlin  d.  14.  Juni  1746. 

Ew.  letzt  ùberscbrinbcne  Solution  des  problematis  ratoptrici 
hat  mich  anfanjflicli  niebt  weuig  frappirt,  Ha  dieselbe  kcine 
diil'erentialia  in  si*  la  enthalt  und  ich  doch.  versirhert  bin, 
dass  die  Bctraehtuni»  der  Ileflexjon  nothwendig  differentidia 
erfordere.  Aïs  ich  aber  die  Saeh  genauer  erwogen,  habe  ich 
bald  gesehen,  dass  die  drey  gefundenen  Fonnuin  fur  dïe 
liiuic  Cil  unino^Iich  zwey  quantitates  iuco^nitas  determi- 
niren  kônnen,  sondern  nachdcm  inan  eine  bestiminet,  eine 
aequatio  identica  hcraiiskonimen  musse. 

Denn  in  einem  jcglic  hen  triangulu  C MM[l'\£.  2\)  kann  eine 
Seite  MM  allzeit  in  0  dergestalt  geschuitten  werden,  dass 
CM  -f-  MO  —  CiV  -|-  MO  ,   wodurrh  also   keine  besondere 
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BeschafTenheit  bestimmet  wird.  Wenn  man  nun  setzt  CM  +  A/0 
-CN  +  NO-a,  CM-t^!Lf  MO=a±f,  CN-a-p 
und  NO=L<^Zl,  so  kann  daraus  die  Linie  C 0  =  q  bestimmt 
werden,  denn  es  wird  qq  —  * f&JL/H^îil  Gder  qq  -\-  a  a 

—  }"(aa^-Pv>>.  Setzt  man  nun  ferner  HO~z  und  den  co- 
la  —  v  ~\-p 

einum  des  Winkels  BBO  ~  ut  so  kann  per  p,  v,  z  und  a 
der  Werth  von  u  gcfunden  werden.  Das  intervallum  z  aber 
bleibet  willkùhrlirb ,  weil  noch  kein  Umstand  in  Bctrachtung 
gezogen  worden,  wodurrh  z  bestimmt  werden  kônnte.  Sol- 
len  aber  die  Linten  CM  und  MO,  item  CN  und  A'O  lege 
reflexionis  aequaliter  ad  curvam  inclinirt  seyn,  so  mùsste  in 
situ  proximo  das  punctum  0  unveràndert  bleiben ,  und  folg- 
lich  sowobl  diff.  £S=0  als  diff.  50  =  0,  wodurch  das 
problema  plus  quam  determinatum  wùrde,  oder  vielmehr 
nur  eine  einzige  lineam  satisfarientem,  nehmlicb  die  ellipsin 
geben  wùrde.  Die  Ursach  davon  ist  dièse  :  dass  man  oh  ne 
Nothwcndigkcit  angenommen  C  M  -\-  M  0  —  CN  +  A'O  ;  da 
dièse  beiden  valores  auch  ungleich  seyn  kônnen,  wenn  nur 
ihre  Summ  CM+  MN+NO  constans  bleibt.  Endlirh  ist 
auch  hier  nicht  der  Hauptumstand  in  Betrachtung  gezogen 
worden,  dass  die  beyden  puncta  M  und  N  in  eadem  linea 
curva  continua  seyn  mùssen.  Ucbrigcns  glaube  ieh  kaum, 
dass  von  diesem  problemate  eine  kùrzere  und  leichterc  So- 
lution gefunden  werden  kônne,  aïs  dièse:  Sit  CMNC  radius 
post  grminam  reflexionem  ad  C  re versus,  sumtaque  pro  lu- 
bitu  recta  CB  pro  axe,  ad  quem  curvae  quaesitae  aequatio 
referatur.  Vocetur  CB~r,  angulus  CRMzznf,  ejus  sinus 
zz.  s  et  cosinus  —  «,  posito  radio  =.  1 ,  ita  ut  sit:  ss  -f  itu 

ZZÎ  et  dyzz^  —  ~*u*   Hic  angulum  ç>  consideravi  qua- 


Digitized  by  Google 


—    381  — 

tenus  ad  punctum  M  spectat,  pro  puncto  N  autem  is  abibit 
in  CRO%  et  quia  in  partem  contrariai»!  cadit,  erit  is  — 
—  180°  +  9P,  ejusque  ergo  sinus  =:  —  s  et  cosinus  ~ —  u. 
Quia  jam  punctum  R  ad  utrumque  punctum  M  et  N  ae- 
qualiter  pertinere  débet,  quantitatem  CRzzzr  ita  per  s  et  u 
exprimi  oportet,  ut  eundem  valorem  retineat,  ctiamsi  pro 
s  et  u  ponantur  —  s  et  —  u.  Unde  linjusmodi  erit  relatio 
inter  r  et  s,  u:  r  — 

a  -\-  fîss-\-  y  su  -\-  Sun  -f-  es*  -\-  Çs*u      etc. , 
vel  in  fractionibns 

  a-±-  (iss-\-ysii-\-8uu-\-  es*  -{- ^  1  « -f  y  s*  u*  +  0  s  u*  -{-tic. 

r  —  A  +  Bss  +  Csu-\-Duu4-£s*  +  Fs  »  u+ÏÏ5*ii*  +  Hsu*+  etc. 

vel  etiam 

  a«-f-/îit-î-y4a  -f-  8s2u-{-  csu'-f-Çu'         5  -f  0J4u-|-etc 

r        As-]- Bu  t-Cs*  -f-  ^i2«-f^«2-j-/«3-f-(;ss-J-7y^4ii-J-ctc. 

Quaecunque  ergo  hujus  gcncris  acquatio  pro  r  definiendo 

assumitur,   punctum  R  aeque  respiciet  utrumque  punctum 

M  et  iV,  ac  propterea  puncta  M  et  N  in  una  cademque  li- 

nca  curva  continua  crunt  sita.   Supercst  ergo  ut  ex  liujus- 

modi  acquatione,  inter  r,  s  et  u  assumta ,  ipsa  curva  défi- 

nietur,  et  acquatio  inter  coordinata»  CP~x  et  PM  —  y 

eliciatur.  In  hune  tinem  consideretur  reflexio  proxima  CmnC, 

sitque  0  intersectio  rectarum  3//V  et  mn:   atque  ex  natura 

reflexionis  manifestum  est  fore  partirulam  curvae  Mm  ele- 

mentum  ellipseos  foris  C  et  0,  atque  iVn  elementiiin  ellip- 

seos  iisdcm  foris  C  et  0  descriptae.   Iline  ergo  habebimus 

CM  -f  MO  —  Cm  +  mO,  et  CiV-h  AY)  —  Cn  +  «0.  Sed 

sufficit  alteram  tanlum  conditionem  '  M  -f-  MO  zz.  Cm~\-m  0 

spectasse,  quia  per  determinationem  ipsius  r  alterius  ratio 

jam  simul  involvitur.  (lum  igitur  sit  CR~r,  erit  Rrzzidr, 

et  ex  r  in  OM  demisso   perpendiculo  rs  fiet  rszzzsdr  et 
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Rszzzudr,  Appelletur  CM+MR-=zq,  erit  Cm  -f- rnrn 
q  +  dq,  ideoque  ob  CM  -f  MO=.€m  -f-  mO,  fiet  = 
=z^-|-  dq-\-Or,  seu  Ofl — Orzz  Rs—dq—udr,  ita  ut  hinc 
prodcat  q~a  -\- fudr  —  CM  -|-  M/?.  Sit  jam  MR~z,  erit 
PM~y—sz,  PR  zz-iiz  et  CP  ~x~  r  —  uz,  unde  fit 
CMznV(rr  —  2urz-\-zz)  ob  w-f  ««zzl  At  est  C3fn 
q  —  z,  ergo  V  rr  —  2urz  -\-  zz)  z=l  q  ~  z,  sunitisque  qua- 

drati*:  rr —  2urz  —  qq —  2qz,  qua  fit  z  —  ïj—ïur * 

sumto  ergo  valore  quorunquc  idoneo  pro  r,  in  s  et  u  ex- 

presso,  hinc  quaeratur  q  zzz  a  -f- fudr,  porroque  z  rz 

quibus  inventis  erit  x  —  r —  uz  ety  —  sz,  sicque  babebitur 
curva  problemati  satisfaciens,  quae  quidem  erit  transceudens, 
si  formula  fudr  algebraice  exprimi  nequeat  Ad  ctirvas  ergo 
algebraicas  inveniendas  cjusmodi  functionem  pro  r  eligi 
oportet  ut  formula  fudr  fiât  intcgrabilis,  quod  quidem  lioc 
modo  generalitcr  praestari  potest:  Cum  sit  j \idr~ur — frdu, 

ponatur  frdu  —  v,  fietque  r—^.  Quo  igitur  r  fiât  functio 

parium  dimensionum  ipsarum  s  et  u,  ut  supra  reqtiirebatur, 
necease  est  ut  v  sit  fuiutio  imparium  dimensio  îum  ipsarum 
s  et  fi  seu  talis,  quae  abeat  in  — v,  si  pro  s  et  u  ponantur 
—  s  et  — u.  Hujusmodi  ergo  fiiurtionc  pro     assumta,  erit 

r  "=L~f  y  ubi  ob  ds—  —  — ,  differentialia  destruentur,  ita  ut 

du  s 

r  fiât  quantitas  finita  algebraica.  Inventa  autem  r  cv'itfudrzz 
ur  —  v  et  q  —  a  -4-  ui  —  v  atquc  z  —  .f^j^.*   e*  quibi» 

denique  elirientur  roordinatae  CP  —  xzur —  uz  et  !J  H^Z 
r~sz,  ambae  per  s  et  //  rxpressae,  unde  curva  ronatrui 
et  aequatio  inter  x  et  y  Himinaudis  s  et  u  ope  ss-\-uuzz  I* 
erui  poterit. 
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Ex.  gr.  Cum  v  debeat  esae  functio  imparium  dimensio- 
num  ipsarum  s  et  u,  assumatur  v  izbs-\-cu,  erit 

.ï  1 

atquer_  —  \-c.  Aumq  —  a  ^  -  bs~a  —  — :  porro 


2a£    ,    bb  bbuu  Ibcu 

■  »  J  -A4  S 


erit 


,    i  i  Ibcu 

aa   4-  bb  4-  ce 


2a  —  2bs~2cu 

•eu 

 (aa  +  M  —  pc'i  —  2nh  -\-2bcu 

2s(a  —  bs —  ou) 

Unde  fiunt  coordinatae 

ri)    2oc  —  2bcs —  {aa —  bb-\-ce)u 

Or  — X —  —  —  , 

2  («  —  bs  —  ctt) 

— 2ab  -4-  2bcu.  -f-  (an  4-  bb  —  ce)  s 

P  M  —Y  —  -7-  7— —  — , 

J  2  [a  —  bs  —  eu) 

■  , 

unde  eliminandis  s  et  u,  acquatio  résultat  inter  x  et  y  dua- 
rum  tantum  dimensionum ,  qua  natura  ellipsis  ad  rectaru 
quameunijiie  per  forum  C  tauquam  axem  relata  exprimitur. 
Si  sit  b  —  0,  recta  C/i  per  alterum 'quoque  forum  trausîbit. 

Letztens  habe  gefundeu,  dass  dièse  expressio  (|/ — !)'""* 
einen  valorem  realem  liabe ,  welclier  in  fractionibus  derima- 
libus  —  0,2078795763,  vvelclies  inir  merkwùrdig  zu  seyn 
scheiuet. 

Eu  1er. 


r 
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LETTRE  XCVII. 


GOLDBACH    à  RULER. 
Sommaire.  Même»  sujet».  Réponse  aux  lettre*  précédentes. 


St.  Peter.burc  d    6.  Juli  |7*«. 

Da»»  Ew.  einen  Theil  de»  neulich  distribuirten  Prcise»  von 
Pari»  bckommen  vvùrden,  batte  ich  zwar  fe8t  vermuthet, 
babe  aber  die  eigentliche  INachricht  davon  niebt  eber  al»  au» 
Dero  letztem  Scbreiben  bckommen,  wie  mir  denn  auch  die 
dritte  Per»on,  »o  an  dieacm  Preisc  Theil  gehabt,  bis  dato 
unbekannt  i»t.  Die  zum  kùnftigen  praemio  bey  der  Parisi- 
seben  académie  de»  science»  ausgesetzte  F  rage  gibt  mir  auch 
vor  Ew.  »ebr  gute  i]ofTnung.  Ich  bitte  mir  bey  Gelcgenhcit 
zu  melden,  wie  viel  mal  Dero  pièce»  »chon  bey  selbiger 
académie  victorieuse»  gewesen  »ind? 

E»  gehôret  meinc»  Era<  hten»  »chon  eine  ziemliche  Fer- 

tigkeit  dazu,  da»»  man  au»  der  »erie  x  *  x*  -f  —  x*  —  etc. 
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die  su  m  m  a  m  -J-  —  4"  '  4  H~  ;Ta  '  "S"  —  etc.  nach  Ew.  Méthode 
tinde,  und  von  der  série 

habe  icb  folgendes  angemerket:  Wenn  man  setzet 

2n  =  1  +  fin  +  ynn  +  dn*  +  etc., 

so  ist  kein  Zweifel,  dass  die  quantitatcs  fi,  y,  ô,  etc.  ibre 
determinatos    valores   baben ,    wie    denn    ex.   gr.  fi  zz.  ist 

I  j  -|-  -i  -j- etc.  ;  macbet  man  abcr  séries,  in  deren 

terminis  immer  mehr  potestates  ipsius  n  vorkommen ,  so 
werden  zwar  die  séries,  ans  welchen  die  quantitatcs/?,  y,  h,  etc. 

bestehen,  (wie  solches  in  der  série  1  +  "  +  "(V^^  -\- etc. 

—  2"  geschiehet)  gleiehsam  mit  einander  vcrwickelt,  aoer 
dièse  quantitates  an  sicb  selbst  blciben  nichts  desto  wc- 
niger  invariabiles.  So  oft  also  dergleichen  séries,  wo  die 
quantitas  indeterminata  n  in  jedem  tcrmino  ad  diversas  po- 
testates evecta  ist,  vorkommen,  so  meine  icb  der  sicherste 
Weg  die  summam  zu  Hnden  wâre,  dass  man  zuvorderst  die 
coèfficientes  fi,  y,  5,  etc.  sucbe. 

Bey  Gelcgenbeit  des  von  Ew.  gcfundenen  valoris  vor 
(]/ —  l)1""1  ist  mir  etwas  eingefallen,  an  dessen  Môglicbkeit 
icb  norb  dcn  Tag  zuvor  sehr  wùrde  gezweifelt  baben,  neni- 
lich  dass  aucb  diesc  séries  ,/.  .  .a  a  —fia*  -j-  y  a' —  dal*-\-  etc. 
und  gencratim  aile,  wo  die  exponentes  numeri  a  ad  for- 
mulant generalem  reduciret  werden  konuen,  summabiles  siud, 
nacbdem  die  coèfficientes  a,  fi,  y,  etc.  determiniret  werden, 
denn  wenn  gesetzt  wird 


r 
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I  1.3  1.5.5       .  1.3.5.7 

^  =  1  •  ï  f  »  «  5-4  +  3  •  ÎX6  +  4  *  ÏXFs  +  CtC- 

,     1.3   .         1.3.5   ,c    1.3  5  7   .    ,ft    1.3.5.7.9  , 

*  1.3.5  |   .    1.3.5.1  |   ,~  1.3.5.7.9     ,  nt.  13.5T9  11 

5  =      ÎXÏÏ^"      ÎXÏÏT5  +  '°--i.-,.6.>)..0+20-7.4.<i.)<l».17+  ^ 

etc. 

so  ist  die  séries  A  —  d\,  und  nach  eben  denselben  valoribus 
pro  «,  /i.  y,      etc.  wird 

fî...«ûn-^o2"2-f  ya3"5+5fl*"4-f  etc.  —  kV'^û^ 

Meine  eontinuirlicbe  distractions  sind  zum  Theil  daran 
Schuld,  dass  sicli  in  meinc  Briefe  manche  Felder  cinseblei- 
eben,  die  ich  wohl  vcrhnten  konnte:  nnd  so  ist  es  auch  mit 
meinem  Jctztcn  P.  S.  ergangen,  indem  ith  bey  genauorer 
Betrachtuug  dessclben  noeb  vor  Ànkunft  Eiv.  Scbrciben» 
bemerket,  dass  beyde  quantitates  u  nnd  z  auf  solebc  Art 
nicht  eliminirt  werden  kônnen,  sondern  eine  divon  ùbrig 
blribet,  wic  demi  die  drey  valores  von  u,  so  dureb  sclbige 
drey  aeqnationcs  gefunden  werden,   nicJits  anders  sind,  aU 

posito  m —  2a  4-  p  —  v)  f   r,-1^  ï  =  ««• 

Die  Solution  ,  welclie  Ew.  in  Dcro  Ictztcm  Schreibcn  *an- 
fubren,  liât  wegen  ilircr  Knrzc  nnd  Dentlicbkeit  fur  den 
vorigen,  in  meinen  Augcn  cincn  grossen  Yorzug;  nur  «lie- 
ses  scheinet  mir  noeb  bedenklicb:  dass,  weil  das  dilKerentialc 
von  KO  —  —  dq  nnd  folglieh  C  M  -+  MO  ~  constanti ,  wenn 
dièses  constans  a  gesetzt  wird,  nirht  nur  Mm  ein  elcmcntuui 
cllipseos,  sondern  die  ganze  curva  quacsit  t  eine  ellipsit 
seyn  wird  ,  deren  axis  dureb  die  for  os  C  und  0  gebet  und 
—  a  ist,  nur  mit  dem  il  utersrbiede ,  dass  clic  abscissae  C  P 
und   die   appliratae  Al  P  (wie  sic  von  Ew.  durrh  r  und  u 
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bestimmet  sind)  nicht  ad  ipsum  axem  curvae,  sondern  ad 
rectam  pusitionc  (la  ta  m  et  per  focum  C  produrtam  genôm- 
men  werden  miissen,  es  mag  im  ùbrigcn  r  cine  functionem 
quamcunque  ipsius  u  andcuten. 

Wenn  man  von  nachfolgender  série 

1    I    7  +  3^5       JXÏ    '   3.5.1.9  "T*elC'' 

deren  lex  progression*!*  d'usé  ist,  dass  dato  termino  quo- 
eunqu-  A  et  exponente  ejus  x,   dcr  terminus  sequens  sey 

B  —  *  *  die  formulant  generalem  geben  kônnte,  dùrfte 

man  nur  in  dem  termino  generali  setzen  x  —  y  >  so  wiirde 

die  area  circuli,  cujus  diameter  —  i,  herauskommcn. 

Goldbach. 
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LETTRE  XCVIII. 


ÈULER  à  GOLDBACH 

* 

SoNHURt     Moines  sujets. 

Berlin  d.  26.  Juli  1748 

 Fur  Dero  hochgencigtc  Gratulation  zu  dem  erhaltenen 

Thcil  des  Pariser  Preises  statte  allen  gehorsamstcn  Dank  ab. 
Dièses  war  dus  vierte  Mal,  dass  ich  ctwas  von  diesem  Preis 
hekommcn.  Aiif  das  kunftige  Jahr,  da  die  Frage  von  Fin- 
dung  der  Zeit  durch  himinlisehc  Beohachtungen  zur  See  vor- 
gelegt  ist,  habe  ich  auch  sel  ion  eine  pièce  hingeschickt.  Die 
Frage  aber  fiir  17^8  ist  meincs  Erachtens  so  schwer,  dass 
irh  noch  nicht  wciss,  ob  ich  im  Stande  seyn  werde  etwas 
dariiber  zu  verfertigen;  indessen  wollte  ich  mir  von  Ew. 
dazu  eine  schône  Devise  gehorsamst  ausgebeten  haben. 
Dass  die  Summ  dieser  seriei 

,    n    ,    n(/t+3)        n(n+H)(n  +  5) 

1  +  T  +  i  ï^iâ  r  etc- 
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gleich  ist  2",  hatte  ich  auf  cine  sehr  weitlâufige  Art  lierait*- 
gebrarht,  und  kam  mir  uni  so  viel  merkwiirdiger  vor,  weil 
ich  solchcs  durch  kcine  mir  bekannte  Méthode  fuglich  be- 
weiaen  konnte.  Auf  eine  àhnliche  Weise  habe  ich  seit  der 
Zeit  gefunden,  dass  diesc  série»: 

4  4.8  4.8.12  4.8.12.16 

welche  séries,  wenn  x~  i,  in  die  vorige  verwandelt  wird. 
Setzt  man  ix~y  so  wird 

n       n(n  +  3)     *n(h±§Q*±S)   .   n(/»-f5)(n+6)(n-f7)  . 
'    8    »      8.16      '         8.16.24         <~         8.16.24.32  ■ 

=  (*  —  2)/2)n. 

W.ollte  man  aber,  uip  die  Summ  dieser  seriei  zu  finden,  aile 
coëfticientes  evolvircn  und  die  seriem  nach  den  Potestàten 
des  n  rangiren,  so  wiirde  man  auf  so  sehr  verwirrte  séries 
konunen,  dass  schwerlich  daraus-etwas  zu  finden  seyn  wùrde. 
Denn  wenn  man  z.  Ex.  setzt 

.  a  «+^"^i+a(t:K,;+-,)+etc— 

1  -f  f3n  +  yn*  +       +  en4  +  etc. 

so  wird 

3  —  1  _L_  JL  *'5      i      5-6'7  6.7.8.9  , 

^          4     <    4.8    '    4.8.12    '    4.8.12.16  4.8.12.16.20 

welche  série,  négative  MmU  (-/f,  den  terminum  eiponenti. 

-J-  in  dieser  série  ausdrùrkt 
2 

£    i      a  s  4  s 

P\   "î   "y}  "ô     r  2         4     '    "ÏF  '  2"*~4'*6~'T' 

6 


t  I  f  ,  1  .   1  1 
T+  T  +  T  +  T+îôi  elr' 
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folglich  ist  «1er  terminât  indien  —  =  —  fi  +  1,  der  terminus 
indîcît  ^  ZZ  —  fi  -f  1  +         una*    der    terminus  indicis 

der  terminus  indicis  oo  aber  ist  ^-  +  Y  +  i-  +  —  ete. 
Da  nun  leijc  seriei  die  termini  infinitesimi  cinander  gleirh 
seyn  mùssen,  so  wird 

fi  —  1  —  1  -fi  —  I  -+-  ~  —  i  +4--  <*c, 

wie  Ew.  angcmerkit.  Dièses  gibt  skh  ai)cr  ans  der  Summ 
der  seriei  A,  welche  ist  =2";  denn,  wenn  12.  oder 

1  ~  |  +  f  -  T  +  etr' 
gesetzt  wird  —  fi,  so  ist 

folglicb  ist  in  der  angenommencn  Form 

f  -f-  fin  -f  yn*  +  £  n*  -f-  e/i*  +  etc.,  /  =  y^\<*=  i-£Vetc.. 

welches  aus  der  série  A  selbst  srbwerlich  wiirde  heraus- 
gebracbt  werden  konnen. 

Gleiche  Schwierigkeit  wùrde  man  finden,  wenn  man  auf 
dièse  Art  die  Summ  dieser  seriei  sueben  wollte 

R  n"~  „»(/»'+ 4)         *■»(»»+»)(»»  + M) 

" *  1.2.3.4  1.2. ..« 

n»(i,»+*)("'4-«)(«H-»)  +  ete. 
>  1.2. ..8  1 

Wenn  *  =  3,H1 59  etc.  und 
so  ist  die  Summ  dieser  seriei 
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Hmgegcn  ist  dièse  séries 


««_    W+i)  *»(/»'+ 

"^1.7        1.7.3.4    '  1.7. ..6 


1  .  À  .   .   .  O  i  X 

oder  es  ist 

G— *      '     3. fi         3. fi. 9.17        3 .6.9.17.15.18 

folglich  liât  man 

-  —  _L  j_  _L       U   _l    rrît    i     1  a  3  4  i 

18  —  1.7    '    7.3.4    "~  3. 4. 5. 6    '    4.5.8.7  8    «"  5.6/7.8  9.10  > 

und 

x*         1  7     1     ,    7.4     1        74.6     1     .    2.4.6.8     1     ,  , 

t  =  T  +  t't+  sr        rr  +3x779*  îô  +  etr- 

Evv.  Erfindung  von  der  Summ  solcber  serierum 
aa  —  fta*  +  ya9  —  Sa"+  etc. 

wenn  a,  /9,  y,  8,  etc..  gewisse  Werthe  baben,  ist  ungemein 
sinnreicb.   Ich  habe  zwar  liald  gesehen,  dass  solcbe  séries 

lierauskommen ,  wenn  man  den  terminum  exponentis  in 

dieser  série  a1,  g4,  a9,'atB  etc.,  welcbcr  ist  y  a,  anf  gewôbn- 
lîclie  Art  sucbet-,  allein  es  ist  zu  bedaucrn,  dass  aile  dièse 
roëfncientes    «,  ft ,  y,  S,  etc.   unendlich   werden,  indcm 

«  =  (1-1)-*,  /»=4(«  —  *)""*'  y=^(«-»)_î' 

8—  —  etc.  werden. 

Der  Zweifel ,  welchen  Ew.  gegen  moine  Solution  des  be- 
k-annten  problematis  catoptrici  su  machcn  belieben",  als  wenn 
dicselbe  nur  allein  die  cllipsin  gâbe,  wird  dadurcb  leicbt  geho- 
bcn,  wenn  man  betrachtet,  dass  (Fig.  25)  das  punctum  0  nicbt 
constans,  sondern  variabile  angenommcn  wird,  indem  es  ein 
punctum  in  caustica  EOo  ist.    Dcnn,   ungeacbt  ex  natura 

Corr.  math,  et  pkyt  T.  I.  25 
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reflexionis  ist  CM -\- MO  —  Cm  j- mO ,  so  ist  doch  nieht 
ditiT.  (CM -\-  MO)  =10,  sondern  =  Oo,  und  also  CM+MO 
zzz  Const.  -\-  ami  caustirae  EO ,  welche  Eigensebaft  allen 
eausticis  gemcin  ist.  IJebrigens  gcbcn  mcinc  Formuln  solche 
curvas,  welche  offenbar  keine  ellipses  sind.  Es  ereignet  sicb 
hier  nehmlich  ehcn  der  Fall,  als  hcy  Untersuchung  des  radii 
osruli  MO  einer  krunimen  Linie  AM(F\».  26).  Denn  ungeacht 
MO  —  inO,  so  folgt  doch  nicht,  dass  diff.  MO  zzz  0,  noeb 
dass  MO  zzz  Const. ,  sondern  weil  das  punctum  0  variabile, 
nehmlich  in  evolnta  ist,  so  ist  difl*.  MO  zzz  mo — MO  zzz  Oo 
und  also  il/O  zzz  Const.  -f-  arcu  evolutae  EO. 

M  cnn  von  dcr  ser.e  1  +  y  +  _  +  —  -f  — +  etc. 
der  terminus  ordine  y  gcsncht  wird,  so  wird  derselbe  =; 

1  —  yH"3  T     4  —  17      etc''  au*  we^c^er  Betrachtung 

Ew.  ohne  Zwcifel  jene  seriein  gefunden.  Es  ist  aber  merk- 
wiirdig,  dass  die  lex  progressions  sich  so  bequem  aus- 
driïeken  liisst. 

Stirling  bat  angemerkt,  dass  die  Summ  von  dieser  série 

seyzz^-l-, 


ich  habe  aber  gefunden,  dass  dièse  séries  nocb  weit  géné- 
rale!* gcinacht  werden  kann 

J  i         n  M(u-hrt)  u  (»-f-  a)  (u  4-6)  . 


/  —  Il 

wenn  nur  n,  b,  e,        etc.  dergestalt  fortgchen,  dass 

1         1    i    1    i    1  *. 


> 


Digitized  by  Google 


—    393  — 

eine  summarn  infinitam  ausmachen.  Da  nun  solche*  geschieht, 
wenn  a,  bt  c,  d,  etc.  nu  mer  i  primi  sind,  so  kann  man  sa- 
gen,  daw  z.  Ex. 

*  ■  i  I  L*  .  I    3*fi    I  ctc  - 1 

3  ^2.4   '2.4.5^2.4.5.7    '   2.4.5.7.9  ~  ' 
oder  dass 

1  _l.  _L  +  _LL  4.        _l  _±l±*_  +  etc.  =  1 . 

4  '4.5    '4.5.7  TV5.1.9T4.5.7.9.»T  — 

wo  die  factores  der  Zàhler  sind  numeri  primi  -J-  1 ,  die 
factore»  der  Nenner  aber  numeri  primi  -|-  2. 

Euler. 
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LETTRE  XCIX 


GOLDBACH  k  EULER. 
Sohhaiil   Mémo  «ujeu. 


St.  Petertborg  d.  37.  Augmt  1746. 

So  oft  in  den  summis  serierum  selbst  quantitates  per  série» 
infinitas  exprimendae  vorkommen,  môgen  die  coëffieientes 
ipsius  n  wohl  ans  schr  schwcren  seriebus  bestehen;  dass 
aber  die  séries 

a       i    i    *     i     4.5  1        i        1  . 

^ï+îl  +  ûrn  +  *~'-ï+T-T+etc' 
hatte  ich  auf  eine  von  Ew.  Méthode  sehr  unterschiedene 

1  3 

Art,  und  socar  obne  die  terminos  h  —  +  etc.  zu  evol- 

viren,  aus  diesem  einigen  raisonnement  gefunden:  Weil 
2"  =  (1  +  1)"  =  i  +  n  +  w(ff-<)(w-,)  +  etc. 

i  2-3 

und  in  dieser  série  der  roëfficiens  ipsius  n  ist 
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* 


so  muss  er  auch  in  allen  seriebus  welche  r=  2'  sind,  eben 
denselben  valorem  baben.  Nun  zweifelte  icb  im  geringsten 
nicht,  dass  die  von  E\v.  angefùhrte  séries  nicbt  recht  sollte 
summiret  seyn,  und  konnte  dabero  den  valorem  /?  mit 
grosser  Gewissheit  angeben. 

Dass  die  in  meinem  vorigen  angenommenen  quantitates 
o,  fi,  y,  etc.  unendlicbe  valores  andeuten,  habe  ich  wohl 
gewusst,  und  zweifte  sebr  ob  es  môglich  ist,  an  deren  Stelîe 
valores  finitos  zu  substituiren;  warum  aber  «=(t  — 

|    3 

{$—  y  (f  —  1)    *  etc.  sehe  ich  nocb  nicht  ein. 

Dass  das  punctum  0  (Fig.  27)  nicht  anders  als  in  der  ellipsi 
fixum  seyn  konnte,  hatte  ich  zwar  gesehen,  aber  ohne  genug- 
same  Betrachtung  vermeinet,  dass  weil  OR  in  situ  proximo  in 
Or  verwandelt  wùrde,  auch  RS—dff  das  differentiale  von  OR 
wàre,  fol gl ich  CM  4-  MO  eine  constans  und  die  ganze  curva 
eine  ellipsis  seyn  mùsste;  nach  dem  von  Ew.  gegebenen 
éclaircissement  aber  ist  es  deutlich,  dass  Oo  das  dîff.  von 
CM-\-MO  sey,  und  dahero  RO  in  situ  proximo  ro  werde, 
so  dass,  wenn  ROzz.iv,  rozzw~dq-\-Oo  seyn  muss. 
Es  ergibt  sich  auch  ans  dieser  Figur,  dass  wenn  CR  ein 
maximum  ist,  die  puncta  0  und  R  in  axe  zusammenkommen, 
und  so  bft  dièses  geschiehet  CM  zz  CN  seyn  musse. 

Die  summa  seriei 

t  "T"  <(<+«)       tit+a){t  +  b)~T  ,(,  +  «)(/+ 6)  (r  +  c)  T         ~~  * 

lâsst  *ich  folgendergestalt  fin  den  :  Sit  b  zz  c  zz  d  zz  etc.  zz  0 
erit  ipsa  séries  A 
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hoc  et.  ob  1+  i  +  -  +  ^  +  etc.  -  ji.  erit 

J  1  _i  «<       i       u(u+d)    1 

—  t  "T* /(,+«)  "T  ,(r+a)(,_u)  — 


Sit  c  ~    =  e  =:  etc.  —  0 ,  erit  ipsa  séries 

—  <  ^~  <(<+a)  T /(«+«)(,+*) 
1    m(u+<Q(«+6)  /l    ,    m       «M       il»  \ 

"T  7(74^x7+7)-  \,T  +  Tt  +  7*  +  i~  +  etcV' 

seu 

Eben  dièse  Eigenschaft  haben  c,  d,  e  et  alii  /mjwj  naturae , 
wenn  sie  so  weit  als  man  will  reaies,  aile  ùbrige  aber  =  0 
gesetzt  werden. 

Goldbach. 
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LETTRE  C. 


EULER     à  GoLDBACH. 


Son  »•  A  1ER.  Mémoire  »ur  le*  perturbations  de  Saturne  et  de  Jupiter    Théorie  de 
la  Lune.  Réponse  à  la  lettre  précédente. 


Berlin  d.  20  September  174«. 

 Fur  die  mir  giitigst  ùberscbickten  Devisen  zu  mei- 

ner  kùnftigen  pièce  iiber  die  Verwirrungen  der  Bewegungen 
des  1?  und  £fc  statte  allen  gehorsamsten  Dank  ab.  Solche 
scbicken  sich  vollkommen  auf  die  Art  meincr  Abhandlung. 
Ich  babe  davon  die  minière  erwiiblet,  als  welebe  mir  mit 
mcinem  Vortrag  auf  das  Genaueste  ùbcreinzukommcn  srbien. 
ïrb  babe  dabcy  jctzt  aile  Scbwierigkeiten  fast  gânzlirli  ùber- 
wunden,  welche  von  einer  ganz  andern  Art  sind ,  als  die, 
su  irb  bey  dem  Mond  angetroffen:  denn  der  Saturnus  be- 
hâlt  beinabe  eben  die  Bewegung,  als  wenn  er  von  der  Sonne 
allein  angezogen  witrde,  und  wird  nur  von  dem  Jupiter 
etwas  wenig  verwirrt,  dabingegen  die  Bewegung  des  Mouds 


sich  grosse  ntheils  nach  der  Kraft  der  Erde  richtet  und  Von 
der  Kraft  der  Sonne  etwas  geàndert  wird.  Beide  Fàlle  ha- 
ben  dièses  gemein,  dass  die  Verwirrungeu  sehr  klein  sind, 
und  eben  dièses  ist  das  einzige  Mittel  die  Schwierigkeiten 
der  Reehnung  zu  ùberwindcn,  indem  die  ganze  Sacb  auf 
Approximationen  ankommt.  Es  wâren  aber  casus  môglich, 
wo  man  auf  keine  Art  die  Bewegung  eines  Planeten  wùrde 
bestimmen  kônnen.  Es  ist  klar,  wenn  der  Mond  sebr  viel 
weiter  von  der  Erde  entfernt  wâre,  derselbe  alsdann  kein 
satelles  der  Erde  mehr  seyn,  sondern  als  ein  planeta  pri- 
marius  seinen  Lauf  uni  die  Sonne  verrichten,  dabey  aber 
von  der  Erde  einige  Verwirrung,  wie  der  Saturnus  vora 
Jupiter,  leiden  wùrde;  welche  Bewegung  noch  kônnte  be- 
stimmt  werden.  Wenn  aber  der  Mond  von  der  Erde  nur 
«p  weit  entfefnet  wâre,  dass  die  heiden  Krâfte  der  Sonne 
und  der  Erde  einander  beinahe  gleieh  wurderi,  und  der 
Mond  also  weder  ein  planeta  primarius  noch  ein  satelles 
der  Erde  seyn  kônnte,  so  wùrde  seine  Bewegung  so  irre- 
gular  seyn,  dass  dieselbe  auf  keinerley  Art  und  Weise  be- 
stimmt  werden  kônnte.  Es  ist  demnacb  ein  grosses  Glùck 
fur  die  Astronomie,  dass  sich  kçin  solcber  Fall  in  unserni 
systeniate  planetario  belindet.  Wenn  der  Mond,  anstatt  dass 
er  jetzt  ungefahr  60  radios  telluris  von  uns  entfernt  ist, 
etwa  300  radios  weit  weg  wàre,  so  wiirde  sieh  der  er- 
wàbnte  Fall  ereignen.  —  Hernacb  babe  ich  auch  apgemerkt, 
dass  wenn  der  Mond  bey  seiner  gegenwartigen  Entferuung 
nur  entwcder  eiue  grôssere  Exeentri<  itiit  batte,  oder  seine 
orbita  nacb  einem  weit  grôsseren  Winkel  auf  die  Eeliptic 
jnrlinirt  ware,  auch  aile  bisberige  Kunstgriffe  nieht  huiret- 
chend  seyn  wùrden,  seinen  Ort  n*r  ungefàhr  voraus  zu 
bestimmen.  Pa  sich  nun  auch  dieser  Fall  niçht  in  unserni 
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systemate  betindet,  so  scheinet  es  allerdings,  ém  dis  Ein- 
richtung  diètes  systematis  nach  den  Grânzen  unterer  Er- 
kcnntnisi  ,gemacht  worden,  und  dass  sich  vjelleieht  solrbe 
Fâlle  nur  in  aiidern  systeniatibus,  wo  die  Einwobner  eiuen 
hôliern  Verstand  und  tiefere  Einsicht  in  die  analysin  be- 
sitzen,  bctindcn.  Denn  nach  der  lege  mutuae  gravitatiouis, 
w  ornât  h  sich  aile  Bcwegungcn  in  dcr  Welt  zu  ricbten 
scheinen,  beruhet  die  Bestimmung  der  Bewegung  soi»  lier 
Corper  auf  der  Intégration  einiger  Differentio-diflerential- 
Aequationen,  und  komnit  also  die  gunze  Sach  auf  unsere 
Fàbigkeit  in  der  analysi  an. 

Dass  die  cocfBciente*  a,  fi,  y,  5,  etc.  hey  Ew.  neulich 
ùberschricbcnen  Furmul  nicbt  nur  aile  intiniti  werden,  son- 
dern  auch  per  potcstatcs  negativas  des  binomii  1  —  t  aus- 
gedrùckt  werden  kônnen,  habe  ich  also  gefunden:  Es  sey 
vorgelegt  dièse  séries: 

aA,  a* ,  ac,  aD ',  aB ,  aF,  etc,  . 
wovon  der  terminus  tndici  as  respoudeos  seyn  soll  ax ,  so 
wird 

aX-  aA  +  ÎZ.1  (aB  _  aA)  +(*-0(«-^  (aC_aai,+  aA  ) 
(x  -  ■ , (x  -  »)(x - ,)  (q  D_ a hC      3 a , 

=%,  ,  '=-a-g=g>.  — »=C 

— —  @:=$)etc.,  so  wird 

ax—  o^(l  —  2(     33  —  £  -h  3>  —  etc.) 

+  uB  {%  -  235  +  3Ç  —       -h  5<£  —  etc.) 
-h  ac(<S— 3(5-1-6$)  —  10(*-f  I5J —  etc.) 
-H  a^Ç  —  *!î>  f-        -f  203—  35©  —  etc. ) 
-h  etc.  . 


—    N)0  — 

Wenn  also  gesetzt  wird 

o *  =z  aaJ  +  (iaB  +  yac  +  daD+  etc. 

»o  wird 

«—4        (x-1)    ,    (x  -  1)  (x  -  2)        (*-l)(x-2)(x-3)    i  clr 

wie  au»  der  Evolution  erhcllt 

(*-t)        2(x-l)(x-2)  3(x-l)(x-2)(x-3) 
^   1  1.2  1.2.3 

=  («-l)(t  — !)•-•, 

 (x-l)  (x-2)  ^        3(x-3)  6(x-3)(x-4) 

^  —  T2  V  3        1  3^4 


10(x-3)  (x-4)  (x-S) 
_(x-l)(x  — 2),.  «yt-a 


+  etc.  ) 

3.4.5  1  / 


•    -     t.,     («-«)  • 

3  _(*-l)(*-3)(*-3)/t  etc> 

Man  darf  also  nur  jetzt  setzcn  x  ZZ  y« 
Ew.  Démonstration,  dass 

1  _L_   i_     "(»+*)      i   etc  —  — 

ist  meines  Erachtens  die  einzige,  wodurch  dieser  lusus  na- 
turae  bewiesen  werdeu  kann.  fnzwischen,  wenn  fur  a,  b, 
c,  etc.  t  und  u  determinirte  Zahlen  angenommen  wcrden, 
8o  hekommt  man  ôfters  séries,  deren  Summation  man  nk-ht 
vermuthen  sollte 

Euler. 
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LETTRE  CI. 

GOLDBACH     à     E  U  L  E  R. 
Somma  ire.  Sur  la  série  des  lettres  précédentes. 


St   Petersburg  d.  35.  October  1746. 

Die  Naehricht,  so  E\v.  au»  Pctersburg  bekommen,  dass 
Ihre  Kais.  Majestiit  mich  mit  ansehnlichcn  Gùtern  in  Liefland 
begnadiget ,  ist  in  so  wcit  gogriindct,  dass  Hochft  Dieselben 
inir  das  Gut  Wolmarshof, -welches  jàbrlich  ikOO  R°  Arende 
tràgt,  ad  die»  vitae  Allergniidigst  gescbenkt  habcn.  Was  aber 
die  akadcmiscbcn  Angelegcnlieiten  betriflt,  so  habe  ich  mich 
derselben  schon  seit  A.  17^2  ganzlicb  entsiblagen. 

In  der  série  -t  -4-  .  "   .  -f  ,  4-  ete.  tinden  sic  li 

zwey  Eigensi-baften  :  1.  dass  man  dadnrcli,  data  summa  et 
datis  qiiibusciinquc  tcrniinis  ab  initio,  die  seriem,  cujuf 
summa  data  est,  finden  kann ;  2.  dass  man  von  unzabligcn 
seriebus  demonstriren  kann,  dass  ilire  s  uni  ma  e  unendlich 
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gross  sind,  welches  ohne  dièses  adminiculum  sehr  schwer 
seyn  wùrde,  z.  Ex.  wenn  ich  singulos  terminos  seriei 

aequales  setze  singulis  terminis  hujus: 

1,1       1   i  1 

»-y  +  T- 1  +T-etc-  =  "> 

und  alsdann  aile  quantitates  a,  b,  c,  etc.  durch  u  et  con- 
stante» determinire,  »o  mus»  folgen,  das»  die  séries 

+  J  *+"  7"  +  etc* 
nur  in  dem  einen  casu  unendlich  gross  werde,  wenn 


Goldhach. 
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LETTRE  CH. 


EtJLER    à  GOLDBACH. 

Somma  IRC  Théorie  du  mouvement  de  la  Lune,  Table*  du  mouvement  de  Saturne, 
Suite  sur  la  «érie  précédente. 


Berlin  d.  39.  November  1746. 

 Ich  hoffe  nàcbstens  allhier  meine  ncue  tbeoriam 

motus  Lunae  unter  die  Presse  geben  zu  kônncn,  und  glaube 
dieselbe  so  weit  gebracht  zu  baben ,  dass  nian  durrh  Huile 
meiner  daraus  verfertîgten  tabularum,  den  locum  Lunae  je- 
derzeit  so  genau  bestimmen  kann,  dass  der  Fehler  niemals 
ùber  100  Secunden  austràgt,  da  nacb  den  Gassinianisobcn 
Tabellen  der  Fehler  sich  bisweilen  auf  1 5' ,  nacb  den  besten 
englischcn  aber  auf  6'  belaufen  kann. 

Ich  werde  jetzt  auch  anfangen  neue  tabulas  motus  Sa- 
turni  zu  vcrfcrtigen,  nacbdcm  ich  die  perturbationem  a  Jove 
oriundam  bestimmt  Dièses  ist  um  so  viel  nôthiger,  da 
M.  le  Monnier  in  seinem  Werk:  Introduction  dans  r Astronomie 


bemerket,  dass  (1er  locus  t  computatus  nacK  den  bcstcn 
Tabellen  bisweilen  um  cincn  halben  Grad  a  loco  observato 
di  fie  rire. 

Dass  man  vermittelst  der  séries 

_L-1  l  __!!  .  _  J^!+lL_  i  et(. 

eine  seriem  angeben  kann,  dercn  summa  data  und  termini 
quoi  vis  ab  initio  glciclifalls  dati  sind,  sebeinet  frcylicb  dcm 
ersten  Anblick  nacb  sebr  mcrkwùrdig  zu  seyn.  Wenn  man 
aber  bedcnket,  dass  die  daber  entstebende  séries  nicht  regulàr 
seyn  werdc,  so  liisst  sifb  cben  dièses  auf  uncndlicb  viel 
anderc  Manieren  gleicbfalls  bcwerkstclligen.  Aïs,  ich  wollte 
eine  seriem  geben ,  deren  Su  mm  ~  S  und  deren  6  erste 
termini  seyn  sollen  a-\-b  -\-  ç  -\-  d  -\-  e  -\-f,  so  sucbe  icb 
eine  seriem  quamounque,  deren  Summ  —  Si  solche  sey 
Sz-A  +  B+C  +  D-\-E+  etc.  Iîernacb  wird  seyn 

Szna-\-ï-\-*c  +  d-{-e  +/+  (A  —  a)  +  {B  —  b)+  {C—cj 

10  11  12  13  14 

^(D~d+  (E  —  e)  +  (F  —  /)  +  G+  //  + etc. 
Was  die  anderc  Eigensebaft  der  angcfubrten  seriei  betrifft, 
dass  man  aus  derselben  von  unzablig  viel  seriebus  beweisen 
kann ,  dass  ibre  Summ  unendlicb  gross  sey ,  scbeint  ebenfalls 
sehr  merkwùrdig  zu  seyn,  allein  bey  der  wùrklicben  Ap- 
plication kommt  man  immer  auf  solcbe  séries,  wo  die  Sacb 
vor  sicb  selbst  klar  vor  Augen  liegt.  Denn  wenn  die  séries 

T-„  =  7  +  ^  +  t(>+"u«+t)  +  etc   wahr  ist'  ,0  mnm 

,  .  ;  g»  .  »  «  +     (n-\-b)  Cm -f- c>  etc.  _ 

der  terminus  înnmtcsimus  — 7 — .  .  .  .  x '  — ~0  seyn, 

welches  gesebiehet,  wenn  —  +  y  ~h  7  ~H  +  elc-  —  °°- 
Vergleicht  man  nun  diese  seriem  mit  einer  vorgelegten  série 

S=zA  +  B  +  C+tD  +  JE+F+eta.,  so  wird  t—^, 
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AS  B  A  BS  '    "    C 

i  (A  +  B)  1  1         (J  +  B  +  C)  r  ,   ,.  .  , 

~Â  CS-  '  C--D^~Â  US         etC-  f0,glirh  W,rd 

t     .     J  1  1     .  . 

T  +  T  +  T+T  +  etr-  = 

ABS  ,  ACS   APS  

jê{S-A)  —  BS    '    A(S- A- li)-CS*     A  {S—  A-B-C)-DS  ' 

A  ES  

A^S  —  A  —  B—C—D)  —  ES  ~»    e  C* 

Wenn  nun  die  summa  seriei  vera  ist,  so  ist 

S  —  A  —B  —  C  —  D  —  etc.  =  0 
und  werden  folglich  hier  aile  terni  i  ni  infinitesimi  — 

A™      -  4 
A.o-ZS—  A> 

folglich  aile  finitae  magnitudinis.  Dièses  erhellet  noch  deut- 
licher  au»  der  Forn,  tlT.Ï^'îlT'  W  die- 

t(JL  +  a)  t-\-b)  {t  +  c)  etc.  ' 

ser  Application  \yird 

S  — A   S  —  A  —  B   S—A  —  B—C    S—A  —  B—C—l) 

  •   .  .  ,   pir 

S         S-A         S-A-B  S-A-B-C 

* 

und  folglich  wird  der  Werth ,  continuatione  in  infinitum  in- 

stituta  —  - — - — - — C  P — - — —,  welcher  augcns<  heinlich, 

im  Fall  die  Su  m  m  wahr  ist,  gleich  0  wird. 

Es  ist  ein  Mathematicus  in  Ostfriesland  Namens  Jacobns 
Adanii,  welcher  mirh  neulîch  um  die  interpolationem  htijus 
seriei  gefraget 

x  A — -  as8  4-  —  a; 5  -4-  -—  x1  A — -—  x9  4-  etc.  —  s, 

T    3         »   15         '315         *    'I83r>        '  ' 

welche  séries  die  tangentem  arcui  x  respondentem  exprî- 
mirt  und  entstehet  ex  conversione  hujus  seriei 


Irh  habe  ihm  darauf  geantwortet ,  da«*  der  terminus  mc- 
dius  inter  primum  x  et  secundum  y  os*  sey 

lïernaeh  i*t  der  terminus  médius  inter  secundum  4-**  et 

3 

tertium  —  x* 

ta 

Ferner  ist  der  terminus  médius  inter  tertium  —  xs  et  quar- 

tl,m  575  x  =  ^  * '  (i  +  ^  +  p  +  ?  +  r,  +  etc.). 

Euler. 
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LETTRE  CII1. 


ElJLER  à  GOLDBACH. 


Sou  M»  m  t.-     Loi  d'apre*  laquelle  procèdent  le*  wnini«  de»  diviseur»  de»  nombre» 
naturels 


Berlin  d.  1    April  1747. 

—  —  Letztens  habe  ich  fine  sehr  wunderbare  Ordnung  in 
den  Zahlen ,  welche  die  summas  divisorum  der  numeroriim 
naturalium  daratellen,  enidocket,  welche  mir  um  so  viel 
merkwûrdiger  vorkam,  da  hierin  eine  grosse  Verknùpfung 
mit  der  Ordnung  der  numerorum  primomm  zu  ateoken 
scheint.  Daher  bitte  Ew.  dieoen  Einfall  einiger  Aufmerksam 
keit  zu  wùrdigen. 

VVenn  n  einen  nutnerum  quemninque  integrum  affir- 
mativum  bedeutet,  so  M>11  fn  die  summam  omnium  divito- 
rum  hujus  numeri  n  anzeigen.   AUo  wird  teyn 

Lorr  mutn  et  phi/y  i   l  (\Ç 


r 
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fx  = 1 

/2  =  t+2  =  3 
/3=l+-3  =  4 
A  =  1  -h  2  +  4  =  7 
/5  -  1  }  5  =  6 
/ii=l  +2 -h  3  -f-6  =  12 
y 7=1 +7=8 
/8  =  l  +  2  +  4+8=15 


/9  =  1+3+9  =  13 
/*10=t  +  2  +  5  +  t0z:t8 
/lt  =  l+-tl  =  12 
/12=  1+2+3+4+6+12=28 
/13=t  +13  —  14 
/r14  =  l+2+-7+14  =  24 
/15  =  l  +  3  +  5+15=24 
/I6=  1  +  2  +  4  +  8+16  =  31 
etc. 


Dièse  Bedeutung  des  Zeichens  f  vorausgesetzt,  so  habe  ich 
gefunden  dass 

/n=/>-l  +/(n-2)-/(n-5j-/(n-7)+yin  -  12) 

+/(n - 1 5)  -/(a_22)-/(n -  26)  +  etc. 
wo  immer  zwey  Zeichen  +   und  —  auf  einander  folgen. 
Die  Ordnung  der  abzuziebcnden  Zahlen  1,2,  5,  7,  12,  15  etc. 
fàllt  au»  ihren  Differenzen,   wenn  dieselben  alternatini  be- 
trachtet  werden,  sogleicb  in  die  Augen,  als 

1,  2,  5,  7,   12,   15,  22,  26,  35,  40, 

Diff        1,    3.     2,     5,      3,       7,  9,       5,  l|, 

51,   57,    70,   77,   92,    100,    1 17,    126,    145  etc. 

DilT.       6,       13,       1,      15,       8,        17,         9,  19  etc. 

Fcrner  ist  zn  merken,  dass  nian  in  einem  jeglicben  Fall, 
nicht  meUr  tcrminos  nebmcn  nuisse,  ait  bis  man  ad  numé- 
ro» negativos  komme,  und  wenn  ein  solcher  terminus  /0 
vorkommt,  so  muss  dafùr  die  vorgegcbene  Zahl  n  selbst  ge- 
schrieben  werden,  also  dass  in  quovis  casn  fO  —  n.  Fol- 

gende  Exempel  werden  znr  Erlautertinsç  der  Wahrheit  dièses 

!   •  »  •  ♦ .       •  ■  •  ■ 

theurcinatis  dienen; 
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Wenn         so  wird 

2.  n=2;  /  2=/t +/0  =  1 +2=  3 

3.  n=3;  /  3=/2-h/l  =3  +  1  =zfr 
K  n-k]  f  *=/3+/2=*  +  3  =  7 

5.  u-5:  /  5=/*+/3-;/Tl)=7-+-&-5  =  6 

6.  n=6;  /  6—  A -H.A-/1  =6^-7-1  =  12 

7.  nz=7;  /  7=/B  4-/5-/2 12+6-3 -7  =  8 
S.n-S;  f  8rz/7-h/lS-/3-/l=:84-12-4.-lzzl5 
9.nn9;  /  9=/B -h/7 -/*-/*=  154-8-7  —  3=13 

10  *=10:/10=/^+/BVW3=:13-hl5-6-*=l8 

1 1 .  n îz  1 1  : fi  1  =/l 0  +y°9-/6-; A  — 18  + 1 3  - 12    7  =  12 

12.  n=12:/12:z/ll+/10-j^-^+/^^ 

etc. 

Der  Grnnd  dieser  Ordnung  fàllt  uni  so  viel  weniger  in 
die  Augen,  da  man  nirht  sieht,  was  die  Zahlen  1,2,  5,  7, 
12,  15  etc.  fur  eine  Vcrwandtschaft  mit  der  natura  diviso- 
rum  haben.  Ich  kann  mich  auch  nirht  rùhmen,  dass  icb 
davon  eine  démonstration  cm  rigorosam  hàtte.  Wenn  ich  aber 
auch  gar  keine  hàtte,  so  wùrde  man  an  der  Wahrheit  do»  h 
nicht  zvveifeln  kônnch,  weil  bis  ùber  300  dièse  Regel  im- 
mer  eingetroffen.  Inzwischen  habe  ich  doch  dièses  theorema 
au»  folgcndem  Satz  richtig  hergeleitet. 

Wenn  j  =  (1  —  —  x*)  [i  —  x*)  (1  —  x*)  (1  —  x>)  etc. 
in  intinitum,  so  ist  auch  sz=.  1  — x  —  x*  -f-  x*  -f-  x1  —  x11 
—  a;14  -+-x"  -f-  —  x*3  ~+  x'°  4*  clc->  wo  die  exponentcs 
des  x  eben  dicjenigen  Zahlen  sind,  welche  obcn  vorgekom- 
men;  und  wenn  dieser  Satz  seine  Richtigkeit  hat,  wie  ich 
nicht  zweifle,  ungeacht  mir  hier  eine  demonstratio  rigorosa 
fehlt,  so  ist  auch  das  angefuhrtc  theorema  vôllig  gcgrundet. 


r 
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Demi  aus  dem  doppcltcn  Wcrth  von  s  bekomme  ich  erstlich 

ds         —  dx       Ixdx        Sx*dx       ir'r/j       S  t4  dx 

T  —  T^x  "   f-~x*       1  -  x3  —J—^  -   ^^-s  — efC- 

und  dann 

d.s  _     —  </x  — 2xr/x4  5.t4  </.r  +  7  x«  </r  -  1*2  x1  1    r  —  15  xl  *  dx  ■+■  elc. 
->  1  —  x  —  jrx-J-.ts  -j-  rT  —  x1  *  —  x1*-^-  ûtc- 

r  i   r  L  l-*2x-.1x4-7x«-f  12  « 1  «"-etc. 

1  îx  3x*  5x*     .     frx»     ,  6x» 

r~x    r^x*  "^"î-xs  '  r^"T"  î-a*"»"  i-x«  '  clc- 


wenn  abcr  aile  dièse  letztcn  Briïrhe  in  progression*?*  geo- 

nietricas  verwandclt  werden ,  so  Ixkonmit  man  fùr  dieselben 

t          3         4         S          6          7           8             »  10          11  IX 

t+  *+  *+              *+  *+  *+  *+  '4-  *+ 

3              ,        b             ,        7                          9  H 

-j-2x        -f2x        +1x        +2x         -f  '2x  -f  2x 

-|-3 r*               4-3X*               -f3r*  -J-  3xU 

3                                    ,7  11 

-f-4x                        -f-4x  4-  't.r 
4-5x                     "         -f  5*1 

*               4-«x  4-  6j 


-f-x* 


7  .        8  t  10  11  1  S 

-}-8x-f  9x410x4  II. r  4- I2x-fl3x4-ctc. 


dns  ist  : 

1  x'4-  A  x'+jMx'+fl  ./f/8*+y»*+/IO*  +  «te.  - 

1+**  — Jix*  — Tx^n*11  4  i.5x14  — «xfl  _H;x2i435x344-*lr. 

1  -x -  x*+xs  -f  r7  -  xl  *  -  x1  *  4-x"  4-x**  -  x*>  -  rte.  ' 

worans  das  eesebene  theorema  leif  lit  flie»st.  Man  sieht  aber 
zngloich,  dass  dasselbe  nicht  so  obvinm  ist.  nnd  dass  zwei- 
(Vlsohne  darin  noch  schône  Sachen  verborgen  liugen  musse  n. 

Enler. 
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LETTRE  C1V. 


G  O  L  D  B  A  C  H   à   E  D  LE  R. 

Sommaire.     Théo  ème   d'analy»e.    Chaque    nombre  est -H   véritablement  rompror 
de  trou  nombre*  trigonau*  ? 


St  Petersburgd.  15  April  1747. 

Die  Observation,  welcbe  Ew.  mir  communiciret  babcn,  scbei- 
net  mir  bereits  durch  die  angefùbrte  Induction  dermaassen 
erwiesen,  dass  raan  auf  deren  Wahrheit  hundert  gegen  ein» 
halten  kônnte.  Sonst  baben  Evv.  scbon  làngst  angemerket, 
dass  A  .  .  .  (1  —  x)  (  1  —  xx)  (1  —  x8)  (i  —  xK )  etc.  =z 
B  .  .  .  1  —  x  —  xx  -\-  £c*  4-  x7  —  x12  —  x1*  -\-  etc.  und  icb 
erinnere  micli,  dass  icb  daraus  die  an  sicb  selbst  sehr  leichte 
conséquence  gezogen,  dass  wenn  die  potestates  ipsius  x  in  B 
verdoppelt  werden,  und 

C  =  1  —  XX  —  x*      x 10  -f  x  "  —  x1*  —  x  30  -h  etc. 
gesetzt  wird,  alsdann 

4  =.  (1  —  x)  (1  —  xs)  (1  —  mê]  (I  —  x1)  etc. 

seyn  mui» 


—   M  2  _ 

Von  der  Wahrheit  eines  andern  theorematis  bin  ich  bey 
weitem  nicht  so  persuadiret,  nehmlich  dass  eine  jede  Zahl 
ans  dreyen  trigonalibus  bestehet,  oder  dass  ein  jeder  nu- 
merus  hujus  formae  Sm-\-  3  eine  summa  trium  quadrato- 
rum  sey.  Ew.  haben  mir  schon  vor  einigen  Jahren,  wenn 
ich  mich  recbt  erinnere,  gesaget,  dass  Fermatius  selbiges 
seinem  Berichte  nacb,  demonstriren  kônnen;  zu  dergleichen 
Démonstration  aber  halte  ich  die  inductiones  fur  unzulâng- 
lich,  weil  man  unzàhligc  Exempel  pro  valoribus  m  angeben 
kann,  die  zwar  zutreffen,  allein  zur  Generalitàt  des  Satzes 
nichts  contribuircn  (ah  ex.  gr.  wenn  m  dièse  Form  hat 
bb  -\-  bc  -(-  ce).  Wenn  man  aber  nur  beweisen  kônnte,  dass 
(2p  —  1)*  V2  allezeit  eine  summa  trium  quadratorum  sey 
(ich  habe  es  nur  bis  auf  den  casum  /J~t7  probiret),  »o 
hielte  ich  davor,  dass  zur  volligen  Démonstration  des  theo- 
rcinatis  ein  guter  Anfang  gemacht  seyn  wùrde.  Indesscn 
sehe  ich  nicht,  wie  man  es  demonstriren  will,  ohne  zuglcieb 
eine  Méthode  zu  finden,  wodurch  die  tria  quadrata  selUt 
angegeben  werden  kônnen.  Aber  zu  beweisen,  dass  ein  je- 
der numerus  aus  dreyen  trigonalibus  uno  affirmative  et  duo- 
bus  negativis  bestehet,  ist  bey  weitem  nicht  so  schwer. 

Aus  den  Zeitnngcn  von  gelehrten  Sachen  ist  zn  erseheo, 
dass  ein  gcwîsser  H.  Mizler  ùber  Ew.  Bueh  von  der  Musik 
Anmcrkungen  gemacht  Weil  mir  diesclben  ganz  unbekannt 
sind,  so  bitte  mir  nur  mit  ein  paar  Worten  zu  melden,  wa» 
Sie  davon  halten.  Die  neue  Logik  des  Hn.  Knutzen,  die 
ich  auch  noch  nicht  gesehen  habe,  wird  in  den  gel.  Z.  sehr 
gerùbmet 

Goldbach. 
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LETTRE  CV. 

ElJLER   à  GOLDBACH. 
Sommaire    Mêmes  sujet*   Théorèmes  de  la  théorie  des  nombre». 

Berlin  d.  6   Mai.  1741 

Der  Ànmerkung,  welche  Ew.  ùber  die  Gleicbheit 

A.  . .  .(I  -  x)  (1  —x»)  (!  —  x8)  (1  —  x*)  etc.  — 

B.  ...  1  —  x  —  x*  4"  x*  4  x1  —  etc. 
gemacbt,  dats,  wenn 

C  =  1  —  x*  —  x*     x 10  ■+  x"  —  xa4  —  x*°  -h  etc. , 

alsdaon  »ey  -  —  (1  —  x)  (1  — x*)  (I  —  x*)  etc. ,  erinnere 

ich  mich  noch  wohl.  Ich  habe  aber  weder  daraua,  noch  ans 
andern  Betrachtungen,  die  Gleicbkeit  zwiseben  den  Formuln 
A  und  B  ricbtig  dartbun  kônnen;  denn  da88  A  B  nnd 
dass  in  B  die  Ëxponenten  von  x  just  nach  dieser  «erie 
1,  2,  5,  7,  12,  15,  22,  26,  35,  M),  etc.  fortgeben,  babe 
icb  aucb  nur  per  inductionem  gescbloasen ,  welebe  icb  zwar 
so  weit  fortgesetzet ,  dass  icb  die  Sacb  fur  vôllig  wabr  hal- 
ten  kann  ;  alleiu  icb  wàre  «ehr  begierig  davon  eine  démon- 
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strationem  directam  zu  sehen,  welche  gewiss  zu  Entdeckung 
vieler  andcrer  herriichen  Eigcnscliaften  der  Zahlen  den  Weg 
hahncn  wiirde;  hisher  ist  aber  aile  meine  darauf  gewandte 
Miihc  umsonst  gewesen.  Gleichfalls  habe  ich  bisher  auch 
nirht  das  genieldte  theorema  Fcrmatianum,  dass  eine  jede 
Zahl  eine  summa  trium  trigonalium  sey,  demonstriren  kôn- 
nen,  welches  freylich  darauf  beruhet,  dass  eine  jede  Zahl 
von  dieser  Form  8m-|-3  in  drey  quadrata  zcrtbcilet  wer- 
dcn kônne.  Ich  habe  aber  dieses  theorema  auf  folgendes 
gebracht:  Proposito  numéro  quocunque  m,  ab  eo  semper 
rjusmodi  numerum  trigonalrm  subtraherc  licet,  ut  residui 
quadruplum  unitate  auctum  sit  numerus  primus.  Wenn 
dieses  bewiesen  werden  kônnte,  so  wàre  auch  jenes  ausser 
Zweifel  gesetzt.  Von  diesem  abcr  will  ich  der  Dcutlichkeit 
halber  etiiche  Excmpcl  hersetzen: 


Ht  - 

-  trig. 

w 

'îî 
0) 

u 

4  rcs.-}-l 

m  —  trig. 

. 

ti 
u 

4  TCS.  -|-  1 

m  —  trig 

72 

u 

k  rcs.  -f-  1 

t 

—  0 

1 

5  pr. 

-0 

17  pr. 

7  —  0 

7 

29  pr. 

1 

—  1 

0 

1  pr. 

fc— 1 

3 

1 3  pr. 

7  —  1 

« 

6 

_?.">  n.pr. 

2 

—  0 

2 

9  n.  pr. 

h—  3 

1 

5  pr. 

7  —  3 

k 

17  pr. 

2 

—  t 

1 

5  pr. 

5—0 

5 

21  n.  pr'. 

7  —  6 

1 

5  pr. 

3 

—  0 

3 

13  pr. 

5  —  1 

k 

17  pr. 

8  —  0 

8 

33  n.pr. 

3 

—  t 

2 

9  n.  pr. 

5—3 

2 

9  n.  pr. 

8—1 

7 

29  pr. 

3 

—  3 

0 

1  pr. 

6—0 

U 

25  ii.  pr. 

8  —  3 

5 

21  n.  pr. 

6—1 

5 

2l/i.  pr. 

8—6 

2 

9  n.  pr. 

6  —  3 

3 

I3pr. 

9  —  0 

9 

37  pr. 

6  —  6 

0 

1  pr. 

9-1 

8 

33  n.  pr. 

1  1  l'If  1' 1* l'VII  | 

9  —  3 
9—6 

6 
3 

25  il  pr. 

1 3  pr. 

■■  - 
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Bisher  triffts  immer  zu,  dass  zum  wenigsten  ein  nume- 
riis  primus  beranskommt:  und  da  in  grosseren  Zablen  im- 
mer mebr  casus  vorkommen,  so  ist  sebr  walirscbeinlieh , 
dass  sieh  unter  denselben  zum  wenigsten  immer  ein  primus 
bctinde,  oder  ein  soleber  eompositus,  der  ein  Quadrat,  oder 
in  zwey  quadrata  résolu  bel  ist.  Es  ist  auch  eben  znr  Dé- 
monstration des  ersteren  nicht  nôtbig,  dass  bey  dein  letztern 
sieh  unter  den  k  rcsid.  -|-  1  ein  nnmerus  primus  befinde. 
Wtmn  darunter  nur  entweder  ein  qnadratum  vorkommt, 
oder  eine  Zahl  per  nullum  hiijusmodi  numerum  kp—  1 
divisibilts,  so  kann  daraus  die  Démonstration  des  ersteren 
hergeleitet  werden.  Der  Grnnd  davon  berubet  hierauf:  ieb 
kann  nun  beweisen,  dass 

I.  Omncm  numerum  primum  hujus  formae  kn  -\-  1  esse 
summam  diiorum  qnadratornm. 

II.  Omncm  qnoquc  numerum  non  primum  formae  kn-\-l, 
diimmodo  nulluin  habeat  divisorem  formae  kp —  t,  esse 
summam  duorum  quadratorum. 

Es  sey  also  kn-+  1  vcl  primus  vel  sa  Item  non  habens 
divisorem  formae  kp  —  1,  so  ist  kn-\-i  und  folglieb  aueb 
ejus  duplum  Sri  -)-  2  summa  duorum  quadratorum.  Wenn 
also  8m  +  3  —  &n  -\-  2  +  aa ,  so  ist  8m-|-3  in  tria  qua- 
drata rcsolubel.  Es  wird  also  8m  -|-  1  zz  Sn  -f-  aa;  man 
sctze  a  —  2x-\-i,  fo  wird  8m  —  8n  -\-  kxx  -\~  kx  und 

n~m  —  y  (xx  -j-  x).    Dénotante  ergo  m  numerum  quem- 

cunque,  wenn  man  nur  immer  von  m  einen  solcben  nu- 
merum trigonalem  subtrabiren  kann,  dass  der  Rest  k  mal 
genommen  -|-  1  keinen  divisorem  formae  kp  —  1  hat,  so 
kann  8m-)-3  in  drey  quadrata  resolvirt  werden.  Dass  abcr 
eine  jede  Primzabl  von  dieser  Form  kn      1  allzeit  eine 


lumma  duorum  quadratorum  sey ,  dafùr  habe  ich  nach  lan- 
ger Mùhe  endlich  folgende  Démonstration  gefunden,  welche 
sich  auf  verschiedene  Pràliminarsatze  grtindet,  so  zwar  ge* 
meiniglich  fur  wahr  angenommen  werden,  wovon  ich  doch 
gleichwohl  noch  keine  giiltige  Démonstration  gesehen,  und 
also  dièse  zu  suchen  nôthig  gehaht  habe. 

T/ieor  1.  Productum  ex  duobus  numeris,  quorum  uter- 
que  est  summa  duorum  quadratorum,  est  quoque  summa 
duorum  quadratorum. 

Demonst.  Sint  aa  -j-  b b  et  ce  -j-  dd  duo  numeri  propo- 
siti ,  erit  productum  aacc  -\-  aadd  -f-  bbee  -J-  bbddzz 
(QC-\-bdy  +  (ad—bc)*=:  (oc-  bd)%  +  (ad^bc)\  ergo 
duplici  modo  summa  duorum  quadratorum.  —  Dièse  Dé- 
monstration ist  zwar  gemein,  nicht  aber  die  folgenden. 

Theor.  2.  Si  snmma  duorum  quadratorum  a  a  -f  bb  (exi- 
stentibus  a  et  b  numeris  inter  se  primis)  fuerit  divistbilis 
per  numerum  primum  formae  pp-\-qq,  tum  etiam  quotus, 
ex  divisione  resultans,  erit  summa  duorum  quadratorum. 
(Dièses  theorema  folget  nicht  aus  dem  vorigen  nothwendig, 
denn  man  wiirde  sich  betrugen,  wenn  man  hieraus:  pro- 
ductum  ex  duobus  numeris  paribus  est  numerus  par,  schlies- 
sen  wollte:  ergo  si  numerus  par  fuerit  divisibilis  per  nu 
merum  parem,  quotus  quoque  erit  numerus  par.  Wie  kann 
man  min  wïssen,  dass  dièse  Art  zu  schlicssen  hier  richtig 
ist?  Dahcro  ist  mêmes  Erachtcns  folgende  Démonstration 
nôthig.) 

Demonstr.  Quia  aa-^  bb  est  divisibilis  per  pp  -f-  qq,  ent 
quoque  (aa+bb)pp—aapp  ±bbpp  divUilnle,  *ia*(pp+q(f) 
quoque  est  divisibile  per  pp-\-qq,  ergo-  etiam  différent!» 
bbpp  —aaqq  h.  e.  (bp  4-  aqubp  —  aq)  crk  per  pp  +  qq 
divisibile.   Hinc  ob  pp~±-qq  Muncrutn  primurn,   erit  vel 
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bp  +  aq  vel  bp  ~  aq  divisibile  per  pp  +  qq.  Sit  crgo 
bp  +  aq  —  mpp  -\-  mqq ,  fietque  b  ~  mp  -\-  mtf(,~:aV.  Cum 

igitur  mqq  ±  aq  per  p  divisibile  esse  dcbeat,  at  q  et  /; 
tint  necessario  n  unie  ri  inter  se  primi  (alioquin  pp  \-qq  non 
foret  primus),  necesse  est  ut  mg  zïz  a  divisibile  sit  per  p. 
Fiat  ergo  m  q  :t  a  —  n  p,  erit  ±  a  —  n  p  —  m  q  et  />  — 
mp-\-nq.  His  autem  valoribus  substitutis  prodit  aa  -\-bb  = 

(mm  -f-  nn)  (pp-^qq)  et  —  mm  -f  nn.  Q.  E.  D. 

Theor.  3.  Si  surama  duorum  quadratorum  aa  -+  bb  (a 
et  b  existentibus  perpetuo  numeris  inter  se  primis)  divisibilis 
esset  per  numerum  x,  qui  non  sit  sunima  duorum  quadra- 
torum, tum  quotus  vel  non  erit  summa  duorum  quadrato- 
rum, vel  certe  factorem  baberet  qui  non  erit  summa  duo- 
rum quadratorum. 

Dcmonstr.  Sit  quotus  s  et  ob aa+bb  —  Zf  er\taa~^bb  —  x. 

Jam  si  z  essrt  primus  formae  pp  j-qq,  tum  quoque  x  fo- 
ret ejusdem  formae  contra  hyp.  Si  z  csset  productum  ex 
pluribus  bujusmodi  primis  (pp  -f  qq)  (rr  -\-  ss)  (tt-\-uu),  tum 

ob  îî+*t  =  cc+dd,  £î±^=  ee  +  ffcl  '^f-gg  +  hh 

z=iZl^~bb,  for€t  quoque  x  ~  gg  +  hh  contra  byp.  Quare 

quotus  z  neque  primus  erit  formae  pp  \  qq,  neque  pro- 
ductum ex  aliquot  ejusmodi  primis;  ideoque  necessario  vel 
z  non  erit  summa  duor.  quadr. ,  vel  factorem  babebit  qui 
non  erit  summa  duor.  quadr.  Q.  E.  D. 

Theor.  k.  Summa  duor.  quadr.  inter  se  primorum  aa~\-  bb 
dividi  nequit  per  ullum  x,  qui  non  ipsc  sit  summa  duor. 
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Demonslr.  Ponamus  x  non  esse  summnm  dnor.  quadr., 
sitque  a  =:  m.r  ±  e,  b  —  nx  ±  dy  semperque  m  et  n  ita 

capi  potcrimt  ut  fiât  c  <  -i-  r  et     <  y  x.   Cura  autem 

aa-\-bb  ponattir  divisibilc  per  x,  erit  quoqtie  ce  -\-  dd  per 

x  divisibile,  et  quia  ce  -J-  dd  <  —  xx ,  quotus  crit  <yX, 

ideoque  dabitur  numorus  z  non  summa  duor.  quadr. ,  per 
quem  cc-\-dd  quoque  erit  divisibilis  (Theor.  3).  Sit  iterum 

c  =  mz±e  et  (/nfi;±  /,  erit  e  <  y  s  et  /<  y  s,  ideo- 
que ee-j-yy<yss  divisibile  per  s;  undc  quotus  (per  quem 

ee  -|-  yy  itidem  divisibile  existit)  <-2,  qui  vel  ipse  crit 
non  summa  duor.  quadr.,  vel  cjusmodi  babebit  faetorem. 
Dabitur  ergo  non  summa  duor.  quadr.  divisor  ipsius 

ee  -\-ff<C  4" zz>  8»C(lue  tandem  deveniretur  ad  numerum  non 
summam  duor.  quadr.  minimum,  puta  3,  qui  foret  divisor  sum- 
mae  duor.  quadr  gg  -\-  hh  <  y  g,  quod  nim  sit  absurdum  , 

sequitur  summam  du  or  uni  quadr.  aa  -\-bb  nullum  admittere 
divisorem  x,  qui  non  sit  ipse  summa  duor.  quadr.  Q.  E.  D. 

CorolL  I.  Omnis  ergo  divisor  summae  duor.  quadr.  inter 
se  primorum  ipse  est  summa  duor  quadr.,  loquor  autem  de 
ejusmodi  summis  duor.  quadr.  aa  -f-  bb  quorum  radiées 
a  et  b  sunt  oumeri  inter  se  primi,  nam  si  esset  v.  ^r. 
aizmx  et  b  —  nx,  tum  aa-\-bb  utique  per  quemvis  nu- 
merum x  divisibilis  esse  posset. 

Corolf.  2.  Qui  ergo  numerus  x  in  integris  non  est  summa 
duor.  quadr.  idem  née  in  fraetis  poterit  esse  summa  duor. 

quadr.   Sit  enim  x  —      -\~  —  zz.  f,f>ss^~ qqi  r,  foret  qqssiz 

ppss  +  qqtr ^  ijco(jUe  x  $xv\iov  lummae  duor.  quadratortim 
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ppss-+  qqrr,  ergo  x  quoque  esse  débet  summa  duor.  quadr. 
in  integris.  Hievon  hatte  kb  lange  eine  Démonstration  nui- 
sons* gesurbt,  aber  dièse  erst  neubtb  gefunden ,  webbe,  wie 
icb  glauhe,  zu  vielen  andern  Sacben  fubren  kann. 

Theor.,  5.  Si  fc/i-f-  1  fuerit  numéros  primus,  tum  certo 
erit  summa  duor.  quadr. 

Demonstr.  Si  euim  \n  -f-  1  sit  numerus  primus,  démon- 
stravi  banc  formulam  a*"  —  bs"  quieunque  numcri  pro  a 
et  b  poriantur,  sempor  fore  divisibilem  per  fcn-|-t.  Erit 
ergo  vcl  a}" -\- b%"  rel  o2"  — b"1"  per  kn-\-\  divisibile. 
At  semper  innunieri  dantur  casus,  quibus  formula  a%n-~~b%" 
non  est  divisibilis  per  kn  -)-  t;  iis  ergo  tasibus  baec  formula 
erit  per  U+l  divisibilis.  At  uzn  +  bln  est 
summa  duor.  quadr.,  ergo  etiam  quivis  ejus  divisor 
Q.  E.  D.        .1  i  . 

Theor.  6.  Qui  numerus  a  duplici  modo  est  summa  duor. 
quadr.,  ille  non  est  primus. 

Demonstr.  Sit  enim  a  —  pp  -4-  qq  rz:  rr  +-  ss ,  ponatur 
p  —  r  -t--»*'  et  </  .y  —  y  erit  pp  ~  <jq  —  rr  -H  2rx  -f-  xx  -f- 
ss  —  2sy  4- yy  —  rr  -j-  ss,  ergo  2  rz:  r  r  -f-  rv  -f-  2r«  et 
s  =  **±rr  +  *r*  h.nc 

V 

Gontequenter  numerus  a  necessario  duos  ad  minimum  babet 
factores,  quorum  uterquc  est  summa  duor.  quadr.  Q.  E.  D. 
Das  tlieorema:  Omnem   numerum   in  quatuor  quadrata 
resolubilem,  depcndiret  bievon: 

Omnem  numerum  hujus  formae  k m -\-  2  semper  dis- 
cerpi  posse  in  duas  bujusmodi  partes:  kx  -\-  1  et 


r 
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ky  -4-  t  quarum  neutra  divisorem  habeat  formae 
kp—  t. 

welches  ich  noch  nicht  demonstrircn  kann,  aber  docb  nicht 
schwcr  schcinet.  —  Denn  aUdann  ist  towohl  kx-\- 1  als  ky-\- 1 
tumma  duur.  quadr.  und  folglicb  \m-\-2  summa  k  quadr. 
Daheru  aucb  ejus  duplum  Sm-\-k  und  hujut  quadrant 
2  m  -J-  1  und  also  omnis  numerus  impar,  woraus  die  Folge 
leicbt  auf  aile  numéros  extendirt  wird. 

De»  Hn.  Mitzlers  critique  ùber  meine  Music  habe  ich 
nicbt  gcsehen,  ausser  wa»  davon  in  den  gel.  Zeitungen  stehet, 
woraus  icb  gescblossen ,  dass  dieselbe  meistentbeils  ùbel 
gegrùndet  ist,  indem  der  Auctor  meine  Gedanken  nicht 
genugsam  eingeseben.  An  des  Hn.  Prof.  Knutzen  Logic  babe 
icb  eben  nicbt  viel  Sonderbares  tinden  kônnen;  zum  we- 
nigsten  kommt  sie  derjenigen  bei  weitem  nicbt  bey,  welche 
der  H.  Prof.  Segner  in  Gôttingen  herausgegebcn.  Dièses  Jahr 
bat  mir  die  Akadeiuic  zu  Paris  wicderum  die  Halfte  des 
Preises  zuerkannt,  welche  2000  livr.  betrâgt. 

M.  Buffon  in  Paris  bat  eine  neue  Art  von  Brennspiegeln 
erfunden,  vermittelst  welcher  er  in  einer  Distanz  von  200 
Schub  Holz  in  Brand  gestecket,  und  dièse  Distanz  kann  nach 
Belieben  noch  vermebrt  werden. 

Euler. 
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LETTRE   CVI.  ' 

<  ■ 

GOLDBACB  à  EULER. 
Sommaire.  Réponse  a  la  précédente   Marhine  a  mouvement  perpétuel  d'Orffyrei. 


Si   Pet«r»hurg  d.  2   Juni  1747. 

Fur  die  nûr  rommunicirten  theorcinata  bin  ich  Ew.  sehr 
verbunden.  Das  inerkwùrdigste  darunter  halte  ich,  dasa  Sie 
raetneu,  es  aey  nicbt  schwer  km  -\-  2  in  zwey  solche  Theile 
Vx-hl  und  zu  resolviren,  welehe  keinen  diviso^ 

rem  hitjus  formae  haben.  Ich  kann  das  problema:  nu- 

merum  8  m 3  in  tria  quadrata  resolvere  auch  auf  dièse» 
reduriren  :  Datis  duobus  numeris  n  et  p ,  invenire  tertium  x 
hujus  naturae,  ut  2  Sn  +  Spx  —  Ixx  —  \x  fiât  surania 
duorum  quadratorum,  da  dann  vor  x  eine  solche  functio 
ex  n  et  p  composita  gefunden  werden  soll ,  welche  unter 
andern  dièse  soltsame  Eigcnschaften  hab«,  dass  sie  in  allen 

*)  Le  premier  feuillet  de  la  lettre  originale  étant  égaré,  le  commencement 
a  été  suppléé  du  livre  des  minutes. 
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Fâllen,  da  2-f-8/i  eine  siimma  duorum  quadratorum  ist, 
—  0  werde,  und  in  allen  Fàllen,  da  2-f-8n —  Sp  eine 
summa  duorum  quadratorum  ist,  =  —  1  werde,  in  wel- 
chen  beydcn  conditionibus  allein  îcli  eine  solche  Schwierig- 
keit  findc,  dass  ich  an  der  Wahrheit  de»  ganzcn  theoremati» 
zu  zweifeln  anfange,  ungeachtet  es  leicht  ist  unzàblige  for- 
mulas vor  m  anzugeben,  in  welcben  8m  -|-  3  in  tria  qua- 
drata  zertbeilet  werden  kann:  als  z.  Ex.  m  —  bb±bc  -(-ce 
Seit  der  Zeit,  da  die  Relation  von  dem  perpetuo  mobili 
des  Hn.  Orffyrci,  in  welcher  der  sechs  Wocben  lange  Um- 
lauf  des  Rades  attestiret  war,  berausgekommen ,  hat  man, 
meines  Wisscns,  keine  ôffentlicbe  Meldung  gethan,  dass  dic&e 
machine  weiter  perfectionniret,  oder  zu  einem  Gebrauch  an- 
gewendet  worden  wârc,  welches  desto  bedenklicber  schei- 
net,  da  der  autor  derselben  noch  vicie  Jabre  hernach  ge- 
lebet  und  vielleicht  bis  dato  am  Leben  ist.  Der  Oberbau- 
meister  in  VVien,  II.  Fischer  von  Erlacb  (ni  fallor),  welcher 
dieselbe  machine  nebst  dem  Hn.  Gravesande  in  Gegenwart 
des  Hn.  Landgrafen  von  Hessen  besehen,  bat  davon  ehe* 
mais  gegen  mich  mit  vielem  Ruhm  gesprochen  und  dabey 
erwàhnt,  dass  cr  dem  Rade,  als  es  still  gestanden,  mit  Fleiss 
einen  ganz  schwachen  Stoss  gegeben,  worauf  es  sich  von 
selbsten  immer  geschwinder  usque  ad  certum  celeritatis  gra- 
dum  beweget,  in  welchem  es  hernach  aequabiliter  fort- 
gegangen. 

Goldbach. 

:  .    •  i.. 
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EULER     à  GOLDBACH. 

Son  ma  ikk.  Trait*  »ur  U  faculté  de  U  pensée.  Concourt  au  prix  «le  l'académie  de 
Pari»,  relatif  à  U  théorie  de  Saturne,  et  de  celle  de  Berlin  sur  le  système  des 
des  monades.  Miroirs  ardents  de  Buffon.  Suite  des  recherches  arithmétiques. 


Berlin  d.  4.  Juli  1747. 

Ew.  erkenne  mirh  fur  die  Bemùbung ,  womit  Dieselben 
meine  geringe  Schrift  von  dem  Vermôgen  zu  gedenken*)  in 
Erwâgung  zu  ziehen  gevvùrdiget,  geborsamst  verbunden.  Es 
isl  an  dem,  dass  mein  letzter  Schluss  nur  auf  diejenigen 
geht,  welche  die  Seele  fur  eine  besondere  Substanz,  dabey 
aber  doch  fur  matériel!1  baltcn,  wobei  ich  insonderbeit  auf 
einige  mir  bekannte  Wolfianer  geseben,  welrbe  glaubten, 
dass  die  [mmaterialitàt  der  Seele  von  ibrem  Meister  niebt 
genugsam  erwiesen  worden.  Narh  den  Lehrsàtzen  dièses 
Pbilosopbi  baben  dieselben  aucb  ganz  recbt  zu  zweifeln, 
denn  wenn  die  Côrper  und  ihre  Elemente  mit  so  vielerley 

•)  Cet  ouvrage  m'est  inconnu.  Aussi  ne  se  trouTe-t-il  pas  dans  la  liste  des 

oeuvres  d'Eu  1er  placée  en  tète  de  ce  volume. 

Corr.  math,  et  pkyt  T.  I.  2  y 


thàtigen  und  auf  die  Verànderung  ihres  Zustandes  abzielen- 
den  Kràften  begabet  sind,  so  Ut  nicht  abzusehen,  wie  die 
Kraft  zu  gedenken  davon  ausgeschlossen  werden  soll.  Dièse 
Leute  geben  also  ohne  Schwierigkeit  zu,  dass  zum  Geden- 
ken  eine  tbâtige  Kraft  seinen  Zustand  zu  veràndern  erfor- 
dert  werde,  und  in  Ansehung  derselben  glaube  icb,  dasi 
mein  Beweis  Stich  hait.  Gegen  diejenigen  aber,  welche 
glauben,  dass  das  Vermôgen  zu  gedenken  ohne  eine  solche 
Kraft  bestehen  und  blos  allein  durch  die  vim  inertiae  be- 
werkstelliget  weçcfcfr  /U»^ie,.  |nt$s  .  icfc  ^gfestchen,  dass  mein 
Beweis  nicht  gilt.  Es  deucht  mich  aber,  sobald  man  zugibt, 
dass  in  der  Materie,  ausser  der  vi  inertiae,  keine  andere 
Kraft  befindlich,  das  Vermôgen  zu  gedenken  nothwendig  aus- 
geschlossen  werden  musse.  Dcnn,  ungeacht  in  dem  mensch- 
lichen  Korper  und  insonderhcit  in  dem  Gehirn  die  subtil- 
sten  TheUchen  fast  in  einer  unbegreiflichen  Beweguug  sind, 
worauf  die  Materialisten  insonderheit  ihre  Meinung  grunden, 
so  geht  doch  dabey  nichts  anders  vor,  als  dass  ein  jegliches 
Theilchen  so  lang  in  seincm  Zustand  verharret,  als  solcher 
mit  dem  Zustand  der  benachbarten  bestehen  kann:  widri- 
genfalls  aber  nach  den  regulis  mcchanicis  eine  Verànderung 
in  ihrer  Bewegung  vorgehen  muss.  Hieraus  kann  auch  kein 
andercs  Résultat  entstehen,  als  eine  Àenderung  des  Zustand» 
blos  allein  in  Absicht  auf  die  Bewegung,  und  sobald  man 
behaupten  will,  dass  damit  viclleicht  noch  ein  anderes  Ré- 
sultat verknùpfet  sey,  indem  uns  das  Wesen  der  Korper 
nicht  genugsam  bekannt,  so  ist  man  genôthiget  zu  behaup- 
ten, dass  ausser  der  inertia  noch  andere  Krâfte  darin  vor- 
handen  seyn  mùssen;  und  alsdann  findet  mein  Beweis  wie- 
derum  Platz. 

Bey  der  Akademie  in  Paris  Werdè  ich  auf  kûttftiges  Jahr 
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wenig  Competenten  haben,  denn  der  Herr  Bernoulli,  wel- 
cher  angefangen  darauf  zu  arbeiten,  ist  wegen  der  allzu- 
wdtlàungen  und  verdrÙMlichen  Rechnungen  wiederum  da- 
von  abgestanden  Die  Bewegung  des  Saturni  war  bisher  noch 
weit  weniger  bekannt,  ait  des  Monda,  denn  noch  bit  jetzo 
haben  die  loca  obaervata  von  den  besten  tabulis  bis  auf 
20  Minuten  differirt.  Um  dièse  Irregularitaten  zu  bestimmen 
werden  erstaunliche  calculi,  sowohl  theoretici  als  practici 
erfordert,  welche  ich  auch  fur  ein  dreyfaches  praemium 
nicht  noch  einmal  unternehmen  wollte.  Denn  ich  habe  ùber 
100  loca  Saturni  mit  dem  Jupiter  berechnet,  und  vermit- 
telst  der  Théorie  endlich  solche  tabulas  herausgebracht,  wel- 
che von  allen  sowohl  alten  als  neuen  Observationen  nicht 
liber  5  Minuten  differiren.  Eine  grôssere  Accuratesse  ist  we- 
gen der  Unrichtigkeit  der  àlteren  Observationen  nicht  wohl 
zu  hoffen,  weil  die  neuen  dazu  nicht  allein  hinlânglich  sind. 
Anjetzo  stellt  M.  le  Monnier  zu  Paris  so  accurate  Observa- 
tionen an,  dass  man  auf  etliche  Secunden  sicher  seyn  kann. 
Aus  dergleichen  Observationen  habe  ich  roeine  tabulas  sola- 
res  rectificirt,  und  mit  dem  grôssten  Vergnûgen  befunden, 
dass  dieselben  anjetzo  niemals  ùber  5"  von  den  Observatio- 
nen differiren. 

Die  Pièce  de  Monadihus,  welche  bey  uns  das  praemium 
erhalten,  hat  meine  vôllige  Approbation,  aïs  welcher  ich 
auch  mein  votum  gegeben.  In  derselben  ist  das  ganze  Lehr- 
gebàude  der  Monaden  vôllig  zerstort.  Wir  haben  ùber  dièse 
Materie  30  Piècen  bekommen,  von  welchen  noch  6  der  be- 
sten, sowohl  pro  als  contra  monades,  gedruckt  werden.  In 
denselben  ist  beiderseits  zum  wenigsten  die  Sach  so  deut- 
lich  ausgeùihrt,  dass  die  bUherigen  Klagen,  als  wenn  man 
einander  nicht  recht  verstandeti,  ins  kùnftige  ganzlich  auf- 
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hôren  werden.  Die  gauee  Sach  b<  rubet  auf  der  Auswiekelung 
dièses  raisonnements:  die  Côrper  sind  divisibel;  dièse  Divi- 
sibililat  gehct  cntweder  iininer  ohne  Ende  weiter  fort,  oder 
nur  bis  zu  etnein  gewîssen  Ziel,  da  nian  auf  solebc  Dinge 
komn.t,  welehe  nicht  vreiter  theilbar  sind.  Im  letztern  Fall 
hat  man  die  Monaden;  im  erstern,  die  divisibilitateni  in  in- 
nnitum,  welebe  zwey  Sàtze  einander  so  e  diametro  entgte- 
gengesetzt  sind,  dass  davon  notbwendig  der  eine  wahr,  der 
anderc  aber  falscb  seyn  muss.  Aile  argumenta  pro  monadibus 
grùnden  sicb  hauptsuehlich  auf  scheinbare  Absurditaten,  womit 
die  divisibilitas  in  intinituin  verknupfet  seyn  soll.  Da  man  sich 
aber  meistentheils  von  diesem  innnito  verkehrtc  Ideen  ge- 
macht,  so  fallen  auch  dieselben  Absurditaten  weg.  Die  Met- 
nung  der  Monaden  zertheilet  sicb  wieder  in  zwey  Fafteien, 
wovon  die  eine  den  Monaden  aile  Ausdehnung  gânzlieh  ab- 
spricht,  die  andere  aber  dieselben  Car  ausgedebnt  hait,  jedoeb 
obne  dass  sie  partes  hàtten  und  folglicb  divisibel  vvàren,  wel- 
çhe  letztere  Meinung  meines  Eracbtens  ara  Iei(  btesten  zu  refu- 
tiren  ist  Diejenigen,  welebe  monades  magnitudinis  expertes 
statuiicn,  miissen  endlicb  zugeben,  dass  aueh  aus  der  Zu- 
sammensetzung  derselben  kein  extensum  entsteben  kônnc, 
uud  sind  dahero  genôthiget  sowohl  die  Extension  als  die 
Côrper  selbst  fur  blosse  pbaenomena  und  pbantasmata  zu 
balten,  ungeacht  sic  bey  dem  Anfang  ibres  ratiocinii  die 
Côrper  als  reell  angesehen;  dergestalt,  dass,  wenn  der 
Scbluss  wahr  wàre,  die  praemissae  nothwendig  falscb  seyn 
mùssten. 

Die  Brennspiegel  des  Hn.  Buffon  sind  aus  lauter  kleinen 
speculis  planis,  bey  200  an  der  Zabi,  zusammengesetzt, 
welebe  aile  leicht  dergestalt  gestellt  werden  kônnen,  dass  von 
allen  der  Sthein  auf  einen  Platz  geworfen  wird;  wodurrb 
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er  dièse n  Vortheil  erhàlt,  dass  cr  den  foeum  so  weit  und 
wohin  er  will  richten  kann,  die  Sonne  mag  stchen  wo  sie 
will ,  welches  bey  den  ordentlichen  Brennspiegeln  nicht 
tnôglich  ist.  Er  hat  damit  Holz  in  einer  Weite  von  200 
Schuh  angeztindet,  und  es  ist  kein  Zweifel,  dass  wenn  ein 
Vogel  durch  den  forum  fliegen  sollte,  derselbe  gesenget 
werden  mùsste. 

Wenn  2  4- 8n -|~  8px — Wxx — hx  eine  summa  duor. 
quadr. ,  als  zz  a  a  -f-  b  b  ,  so  wird  3  -4-  Sn  -f-  Spx  seu 
3  -f-  8  (n  -f-  p#)  =  an  4-  bb  4-  {2x  -f-  1  )2,  folglich  eine  summa 
trium  quadr.  Inzwischen  kann  ich  nicht  schen,  dass  wenn 
2  -f  8n  schon  fur  sicii  eiûe  summa  duor.  quadr.  wàre,  des- 
wegen  x  nothwcndig  zz  0  seyn  musse,  indein  ja  zu  einer 
summa  duor.  quadr.  noch  solche  Zalilen  gesetzt  werden 
konnen,  dass  die  Su  m  me  dièse  Eigenschaft  behàlt.  Hernach 
da  3 4-8  [n+pas)  d»e*er  Forinul  8m +  3  gleieh  seyn  soll, 
so  wird  n-{-pxzz:mt  und  folglich  darf  nur  x  gefunden 
werden,  dass  2  -f-  8m —  kxx —  kx  eine  summa  duor.  quadr. 
werde,  d.  i.,  man  ratissu:  sehn,  ob  man  nicht  von  8m-|-3 
ein  solches  Quadrat  subtrahiren  kônnte,  ut  rcsiduiim  esset 
summa  duor.  quadr.,  welches  die  F  rage  selbst  ist.  Nimmt 
man  nun  an  2 -(-8m  sey  schon  eine  summa  duor.  quadr., 
so  kann  freylith  x  entweder  0  oder  —  1  seyn;  ausser  die- 
sen  sind  aber  ôfters  noch  mehrere  Fàlle  înôglich.  Als,  die 
vorgelegte  Zabi  8  m -+-3  soll  seyn  zz  59.  Da  ist  8m-h2zz 
5Szz  fc9-j-9  eine  summa  duor.  quadr.  Soll  nun  2  f  8m  — 
kxx —  kxt  d.  i.  58  —  bxx — kx  eine  summa  duor.  quadr. 
seyn ,  so  geschieht  dièses  wenn  x  entweder  0  oder  —  1  ; 
ausser  dirsun  Fàllen  aber  kann  x  noch  seyn  ZZ  1 ,  oder  2, 
bder  3.:  lierai  58  —  ^.2  zz  50 zz  W  4- 1  =  25  -f  25;  ferner 
ist  58  —  \  6  zz  3V  zz  25  -f  9,  und  wenn  xzz3,  ist  58  — 
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s.  12  =  1.  Die  Ursach  hievon  isl,  weil  dergleichen 

Zahlen  8m  -f-  3  ôfters  auf  roehr  ait  eine  Art  kônnen  stuu- 
mae  trium  quadr.  seyn ,  als  in  diesem  Ëxempel  Ut  59  = 
1  -f-  *9  -f  9  =  25  +  25  +  9.  In  welchem  Umstand  ich  nichts 
tindc,  welches  mir  die  Gewissheit  des  Satzes  8  m -|~  3  =  3D 
verdàchtig  machen  kônnte. 

Ich  glaube,  dass  Orfyré  noch  am  Leben  Ut,  weil  er  vot 
einiger  Zeit  ein  Srhiff  tinter  dem  Wasser  zu  fahren  erfun- 
den  haben  wollte.  Sein  perpetuum  mobile  batte  er  in  Stucke 
zerschlagen,  und  nach  der  Zeit  nicht  wieder  verfertigen 
wollen ,  welches  die  Erfindung  nicbt  wenig  verdàchtig  macht. 
Der  von  Ew.  angefuhrte  Umstand,  dass  dièse  Maschine,  als 
sie  ein  wenig  in  Bewegung  gesetzt  worden,  sicb  bierauf  im« 
mer  geschwinder  bis  auf  einen  gewissen  Grad  beweget,  in 
welchem  sie  fortgelaufen ,  befindet  sicb  in  einer  jeden  Pen- 
dule. Denn  wcnn  die  Pendule  aufgezogen  und  das  pendulum 
still  steht,  so  geht  auch  dte  Uhr  nicht  Gibt  man  aber  dem 
pendu lo  nur  den  geringsten  Stoss,  so  kann  das  Gewicbt  wir- 
ken  und  die  Bewegung  kommt  in  ihren  ordentlichen  Gang. 
Statt  des  Gewichts  m  6c  h  te  wohl  in  der  Orfyreischen  Ma- 
schine  ein  clastrum  angebracht  worden  seyn:  und  derglei- 
cben  ware  wohl  môglich,  die  ein  ganzes  Jahr  lang  fort- 
gingen  ohne  von  ne  ut' m  aufgezogen  zu  werden.  Auf  dièse 
Art  sind  aile  erzàhlten  Umstânde  dieser  Maschine  zu  erklàren, 
ausser  demjenigen ,  welcher  auch  pflegt  angefùhrt  zu  werden, 
dass  Orfyré  dem  seel.  Landgrafen  das  ganze  Gebeimniss  ent- 
decket,  und  dieser  Herr  die  Maschine  fur  ein  wahres  per- 
petumn  mobile  gehalten  haben  soll,  welches  nicht  zu  ver- 
muthen  wàre,  wenn  die  Bewegung  einen  solchen  Grund  ge- 
habt  hàtte.  Ich  weiss  aber  nicht,  ob  dieser  letzte  Umstand 
*eine  vôllige  Ricbtigkeit  hat,  Euler. 
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LETTRE  CVIII. 

GoLDBiCH    à  EULER. 


St.  Pete«burg  d.  13.  Aufurt  1747. 

Fur  die  mir  communicirten  unterschiedenen  éclaircissements 
danke  ich  dienstlich;  in  meinem  vorigen  Schreiben  aber  soll 
es  billig  heissen:  dass  in  allen  Fdllen,  da  2  -\-  Sn  eine  summa 
duorum  quadratorum  unico  modo  ist. . . .  und  in  allen  Fdllen, 
da  2  8  a  —  Sp  eine  summa  duorum  quadratorum  unico 
modo  ist  etc. 

In  nachfolgender  série  t,  3,  7,  17,  M,  99,  etc.,  deren 
lex  progressions  A  -f  2B  =  C  oder  B  =  A  +  V(2AA  ±  2) 

und  die  formula  generalis  (1  i Yr)  jbllzJ-S  ,  siehet  man 

r 
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alsofort,  data  die  termini  locit  paribut  nicht  qnadrati  seyn 
kônnen,  indem  sie  aile  □  ±  1  sind;  ob  aber  aile  termini 
lotis  imparibus,  praeter  primum,  auch  keine  quadrata  sind, 
muu  ich  dahingestellet  seyn  lassen,  weil  ick  die  Unmôg- 
licbkeit  noch  zur  Zeit  nicht  einsehe,  imgleichen,  ob  es 
unendlich  viel  casus  gibt ,  darin  2 A*  —  1  ein  quadratum 
werden  kann,  wie  in  den  casibus  Azzzi  und  A  =13. 

Goldbach. 

:  * 
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LETTRE  CIX. 


■  «     •  »  % 


Euler  h  GoLDiica. 


Son «AIBS.  PropriéK  d««  atfrÎM  récurrente*., 
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.     Berlin  d.  %.  Septeniber  1747. 

.  .  «         •  -      #  .       »  j  »         »      i,.  i 

Dass  in  den  seriebu»  recurrentibus ,  wo  ein  jeder  terminut 
au»  den  zwey  vorhergehenden  bettimmt  wird,  zugleich  ein 
jeder  terminus  ans  dem  vorhergehenden  allein  angegeben 
werden  kônne  vermittelst  einer  quadratischen  Aequation, 
i»t  éine  sehr  merkwùrdige  Eigcnsehaft.    Denn  wenn  in  die- 

1      x      t  x    «4-1  x+t  : 

ser  série  A,  B,  C,....P,  Q,  R  ist  Ct±àB  —  bA  und 
R=zaQ-bP,  so  wird  QQ-a^Q  +  frPPJad  ^intra- 
tione  constante  seyn,  welche,  wenn  xzzl,  ist^wie  BB — 
aAB+bAA  ad  b;  folglich  ist  QQ  -  a  P  Q +  b  P\Pl=z 
(BB  —  aAB  +  bAA)b*-%.  Und  in  der  von  Ew.  angefùhr- 

ten  série  1,  3,  7,  17,  kt ,  S9  wo  û  =  2  nnd 
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bz=.—  t,  Az=i,  B  =  3,  wird  seyn  QQ  —  2PQ—  PP  = 
2(—  l)*"1  undalso  Q  =  1^  + V(2PP  +  2l— l)—1)  oder 
Q=zP-hV/(2P*±2).  Bey  dieser  Betrachtung  bin  ich  auf 
den  Gedanken  gefallen,  ob  etwan  in  einer  série  récurrente, 
deren  jeder  terminus  aus  den  drey  vorhergebenden  bestimmt 
wird,  nicht  aucb  ein  jeder  aus  den  zwey  vorhergebenden, 
vermittelst   einer  aequationis  cubicae,   angegeben  werden 

1      1      t      «  m    «4-1  «4-1 

kônnte.  Es  sey  in  A,  Bt  C,  D t  •  »  »  •  P ,  Q,  A,  S  etc., 
DzzaC  —  bB  +  cA  und  SznaR  —  bQ  +  cP,  so  babe  ich 
gefunden,  dass  folgendo-  ratio,  immer  consjtins  seyn  musse 

/?«_2aQJ?*  +  (aa+*)  Q»i?  —  (a&  —  c)  Q»  \ 
+  bPR*-(ab  +  3c)PQR+(ac  +  bb)PQ*  (  , 

+  ccP»  ) 

welche  ratio  constans  aus  den  terminis  initialibus  À,  &/C, 
posito  x=l\  erkannt  wird.  

Um  aber  wieder  auf  die  von  Ew.  gemeldte  seriem 
t,  3,  7,  17,  M  etc.,  wo  Q  =  P+V(2P*  ±  2)  zu  kommen, 
so  ist  aUerdings  gewiss,  dass  kein  termina*  derseJbeu  ausséf 
dem  ersten,  \,  ein  Quadrat  sejn  konne,  Denp»  es;  *ey  J> 
als  ein  terminus  derselben  ein  Quadrat,  nehmjkh  /*=i;ai*r 
so  mùsate  aucb  2s*  :t  2  e|n  Quadrat  seyn ,  weJcJbes,  «içbt 
seyn  Jmnn,    Dew  es  sey  pro  signp  — erfUich  2a4— 2  = 

— s)*#.  so  wircl  ^  +  |  =t^_  ^;Un4  ^  ^ 

^£±£i.  Da  nun  />  et  V  numcn  jpHmi  kiter  se,  so  kann  » 

kein  numerus  îriteger  seyn,  wenn  nient  %pp  —  qq  ~\\ 
daher  aber  wird  qq  =  2pp  —  1 4  folglich  zz-=z\pp  —  1  =: P, 
also  ist  P  uni  I  immer  kleiner  als  ein  Quadrat,  und  kann 
also  in  întegris  kein  Quadrat  sey».  W<snn  ;aber  dju  Zeichen 
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+  gilt,  so  ist  2z4  +  2  =  (zz-|-t),  +  (zz— 1)\  Damit  nun 
solches  ein  Quadrat  werde,  so  setze  man:  —  aa — bb 

und  zz  —  1  -=.2ab,  wobey  zu  merken,  dass  z  ein  numerus 
impar  seyn  musse,  denn  sonsten  wùrde  2z*  -f-  2  ein  nu 
merus  impariter  par,  folglich  kein  Quadrat.  Et  kann  aber 
generaliter  dièse  Formul  2z*-\-2y*  kein  quadratum  seyn, 
ausser  yzz.z,  welches  ich  also  beweise:  Da  2z4-|-  Q y4  — 
(«  +       —  ïï)%>  «o  «ey  zz  —  yy~  ab,  so  wird 

zz+yy  =  *-±^L,  und  22*  +  2r*  =  (^±iiY.  Nun  sey 
a—pq  und  bz=.r$,  .dû  sa  z*~*yyzz.p{frs  und  zz-|-yy~ 
P£1±_ZLI19  Und  man  setze  z-)-/  =  pr,  z — y  —  qs,  so 
wird  2zz  -h  2yy=:pprr  +qqss,  folglich  zz  +  y/  = 
g£^±£gi*      PP91-r'»9   oder  ss  =  pp("rrr)-  Dahero 

2  2  «a4-rr 


mûsste  y^rr»  d.  i.  —  r*  ein  quadratum  seyn,  welches 
unmôglich. 

Die  Formul  2  A  *  —  1 ,  welche  in  den  Fàllen  A  —  l  und 

i4  —  13  ein  quadratum  wird,  kann  noch  in  unendlich  viej 

andern  ebenfalls  ein  Quadrat  werden,   allein  nicht  in  nu- 
.    .  .      ^  .       1525       ,        é  2165017 

mens  integns.  Denn  wen»  J^;— ,  p4er  A~ûriïto> 
wird  auch  2 A*  —  1  ein  Quadrat.  Ob  aber  in  mimer»  iote- 
gris  keine  andern  Fàlle  als  die  beyden  gemeldten  môglich 
sind,  bin  ich  nicht  im  Stande  zu  decidiren. 

Eu  1er. 


i  • 


»  Mi» 
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-  -  .  •       "  :  i1,  <    'i  ,  /  * 

GOLDBACH   a  ElJLER. 

SoMMiiBB.    Mène  »ujet. 


'  Su  Peter»burf  d.  SO.  Sept.  17*7. 

Die  Aequation,  welebe  Sie  bty  den  seriebus  recurrentibm 
observiret  haben,  wird  vielleicbt  mit  nacbfolgender  Anmer- 
kung  ùbereinkommen  :  Wenn  mah  in  dem  casu,  da  die  lex 
progressions  ist  Cz=.aB —  bA,  den  terminura  generalem 
setzet  ma*"1 -\- n/3*~l ,  so  wird  der  terminus  primui 
m  -\-n,  der  secundus  ma  +  n/^,  der  tertius  maa-\-  nftfizz 
ama~{~an/3 — bm — .  bn,  oder  aa  —aa —  b,  und  /3j3  — 
a/3  —  b,  woraus  folget,  dass  a  und  0  zwey  radiées  ejusdem 

aequationis  sind,  und  wenn  a  —  a^~ v  alsdann  /S  — 

a-V(ma-kb)m  Auf  g|eiche  Wei§C)  wcnn  D—  QQ  —  bB±cA, 

wird  posito  termino  generali  nia*  "x  -\-n/3v~i  -\-pyr~l> 


Digitized  by  Google 


—    V35  — 

a*-=zaaa  —  ta  -f-  c>  und  wenn  von  «den  dreyen  radicibu» 
dieser  Aequation  die  ei ne  a,  die  andere  fi,  die  dritte  y  ge- 
nannt  wird,  so  bat  man  den  vôHigen  terminitm  geriéralem, 
wobey  doch  al»  etwas  seltsame»  anzùsehen  i»t,  dass,  ob- 
gleich  in  den  aequationibu»  quintae,  septimae ,  etc.  potesta- 
tum,  dièse  radiées  »ehr  complicatae  seyn  mùssen,  die  au» 
denenselben  zusammengesetzten  termini  générale»  dennoch, 
wenn  nur  at  b,  c,  etc.,  item  m,  n,  p,  etc.  integri  »ind, 
auch  allezeit  integri  werden  und  die  in  den  radicibu»  aequa- 
tioni»  entbaltenen  quantitate»  surdae  sich  einander  tiestruiren. 

Um  zu  demonstriren,  dass  2zA  —  2  kein  Quadrat  «eyn 

kann,  setzen  Ew.  2z*  -  2  =  \{zz  -  1)         und  »upponi- 

ren,  da»»  p  et  q  numeri  inter  se  primi  »ind.  Wie  icb  riun 
dep  r.u  reirhenden  Grund  dieser  Supposition  rvicht  etnsehe, 
so  tinde  an  demselben  desto  mehr  Uréacb  du  aweifeln,  weil 
Sie  endlicb  atif  diesen  Schluss  konimen,  dass  P  immer  um 
1  kleiner  seyn  muss,  al»  ein  □,  da  docb  die  Zabi  17  und 
unzàblige  andere  zeigen .  da»»  P  aucb  um  1  grôsser  als  ein  □ 
seyn  kann,  denn  es  sind 

pro  □  -—  I ,  die  termini    3  ~   ia.2a  —  i 

99—   5*  21— t 
3363  =  29*. 2*  —  1 
etc. 

pro  D-M.  die  termini  17:=   la.^-f  I 

577=  6*.^-|-i 
19601  =  35*.  *a  +  l 
etc. 

und  aile  die  numeri  1,  5,  29,  sind  termini  seriei,  cujus 
lex  progressions  est  6 fi  —  A  —  C;  I,  6,  35,  etc.  aber  sind 
die  summae  derselben  seriei. 


s 
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Die  grouen  numeri  in  fractia,  wekhc  Ew.  fàr  V\%A'-\) 

und  13  keine  pro  A  substituiret  werden  kônden,  damit 
2AA  —  1  ein  quadratmn  in  integris  werde;  indeaaen  tind 
doch  solche  proposition  es ,  eben  wegen  der  Schwicrigkeit  sie 
su  demomtriren»  merkwùrdig. 

Nachfolgendea  problema  kann  ich  aolviren:  weil  ick  aber 
ohngefchr  darauf  gefallen,  ao  weias  ich  nicbt,  ob  die  Solu-  ! 
tion  achwer  oder  leicbt  au  finden  seyn  mag:  Datia  duobui 
quadratia  1  et  bb,  inveoire  in  fi  m  ti  s  modis  tertium  ce  bac  lege, 
ut  su  m  m  a  1  -\-bb-\-cc  ait  aequalis  tribus  aliis  quadratia. 

Von  dem  Hn.  Doppelmayer  habe  ich  aeit  der  Zeit  des 
fatal  en  Expérimenta,  so  in  den  Z<*itungen  erzahlet  worden, 
nienta  vernomnnjn*  Im  Fall  Ew.  wisaen,  wie  er  aich  befin- 
det,  und  ob  er  vôllig  wieder  reatituiret  worden,  bitte  ich 
mich  davon  au  benachrichtigen. 

Goldbach. 
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LETTRE  CXI. 


EfctER  à  GoLDBlCH 

I 

8oMM*iftW.   Mime  «ujet.  Suite  de» 


; 

'•      »  ■ 

A    ,    \  1 


*       I       1  •  . 

■  «  •  i  »       '       •  I  •  |     j  .  •  .  I 

Berlin  d.  34.  October  1747. 

Itie  letztens  ubersebriebene  Aequation  pro  teriebut  recur- 
rentibus  beruhet  allerdings  auf  der  von  Ew.  gemcldten  Ei- 
gensebaft  dieser  serierum.  Denn  wenn  in  der  série 

1X14  *    «4-1  x-ht  X-hl  4T-M 

A,  B,  C,  P,  Q,  R,  S,  T,  etc. 


ist  C=:mB  —  n,A  und  generaliter  R  =z  m<?  —  nP,  und 

man  formirt  dièse  Aequation  zz  —  mz  -f-  n  zz.  0,  wovon  die 
radiées  seyn  sollen  o,  5,  §o  dass  a-|-6  =  m  und  abzzzn, 
•o  wird  der  terminus  generalis  dièse  Form  baben  P  zzz 
aa"-\-/3bx,  folglicb  ist  Qz=.  aa.a*  -|-  fib.b*.  Aus  diesen 
zwey  Aequationen  suebe  icb  die  valores  ax  und  b*,  und 

finde  aa*-zzh?~^,  fib*  s^J^  dièse  naultiplicire  kb  in 
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einander   .fi*'b'  =  «"-mP*-"î+Q9.     Da  n«„ 

r  —  aa-\-2ab  —  66 

ab-=L  n,  a  -\-b~m,  — aa-\-2ab —  bb  —  — {a-\-b)%  -\-kab 
-_m»-M„.  .o  wird  afin'-"Il^f±t2S,  folgUch 
"J>J>  —  ,»^<H"QQ  ~  aft  (hn  —  mm)  —  quantitati  constanti, 
welche  (posito  x=l)  seyn  muw z=  nAd-mÂB-\-BB 

Wenn  aber  pro  série  récurrente  ist  D -=  mC—nB-\-p  A 
und  S  —  mR  —  nQ+pP,  so  formire  ich  dièse  Aequation 
z* —  mrz-|-nz — p  0,  Wovon  die  radiées  seyn  sollen 
a,  b,  c,  so  wird  P  —  aax  /3bx  -\-ycx ,  Q  —  aa.ax  -\- 
/3b.bx  +  yc.c*,  R  =  aa*a*  +  0b%bx  +  ycxcx.  Aus  die- 
sen  drey  Aequationen  suche  ich  die  valores  aa* ,  fibx,  ycx, 
welche  in  einander  multiplicirt  geben  aftyQxbxcx  —  af3yp*, 
weil  a  6-f-cz:m,  ab -\-  ac -\- bc~n  und  abc  —  p\  und 
durch  Hùlfe  dieser  Formuln  lassen  sich  in  der  aequatione 
résultante  die  Buchstaben  a,  b,  c  durch  m,  n  et  p  bestim- 
men  und  kommt  die  letzt  ùberschriebene  Aequation  inter 
P,  Q,  R  heraus. 

Den  Zweifel,  welchcn  Ew.  gegcn  meine  Démonstration, 
dass  2z* — 2  kein  Quadrat  seyn  kann,  machen,  kann  ich 
nicht  recht  einsehen,  und  glaube,  dass  ich  mich  eutweder 
nicht  deutlich  genug  ausgedrùckt  habe,  oder  dass  Dieselben 
tneine  Démonstration  auf  einen  andern  casum  gezogen. 

Wenn  2z*  —  2  ein  Quadrat  wâre  (in  integris),  so  wûrde 
es  grad,  und  folglich  per  \  divisibel  seyn.  Ferner,  da 
z4 — 1  z=.  (zz —  i)(zz-\-i),  muas  das  Quadrat  auch  pcr 
zz  —  1  divisibel  seyn,  und  auch  per  (zz — t)1,  wenn  zz  —  I 
keine  factores  quadratos  hat.  Dahero,  wenn  2z4 — 2  ein 
Quadrat  wâre,  so  mùsste  dasselbe  eine  solche  Form  haben 
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2  z4  —  2  ~       — *)%PPf   vvo  qq  Jie  etwan  in  zz — 1  ent- 

baltencn  factores  quadratos  aufheben  soll.  Nun  nchme  ich 
billig  an,  dass  pp  und  qq  numeri  inter  se  primi  sind,  oder 

data  die  fractio  —  schon  ad  minimos  terminos  reducirt  sey. 

qq  J 

Denn  wenn  pp  et  qq  einen  divisorem  communem  hâtten, 

so  wùrde  solches  in  der  Fraction  pp-  per  divisionem  wecge- 

bracht  werden  kônnen.  Wcnn  demnacb  2z4  — 2zz  PP, 

so  ist  2(zz-f-  1)  (zz  —  \)qqzz.k(zz  —  \)%  pp,  und  folglich 

(zz  -j-  1)  qq  —  2  (22  —  I)  pp,  woraus  entftehet 

Da  nun  zz  cin  numerus  integer  ist,  so  mus»  2p/? —  </<y  ein 
divisor  seyn  von  2pp-\-qq,  folglich  auch  von  kpp  oder 
von  2qq.  Da  aber  pp  et  numeri  inter  se  primi  sind,  so 
kann  solches  nicht  geschehen,  als  entwedcr  wenn  2pp — qq 

—  1 ,  oder  wenn  2 pp  —  qq  —  2,  denn  da  ^ -yy  =  1 

_       —  —  „  —  1  und  p  et  g  numeri  primi  inter  se, 

so  ist  auf  keine  andere  Art  môglich,  dass  j^iiSÎ  ein  nu- 
merus  integer  werde. 

Es  sey  also  I.  (si  fierî  possit)  2pp  —  qq—{,  so  wird 
zz  —  2pp  -\-  qq  —  hpp  —  1 ,  welches  in  numeris  integris 
unmôglich  ist. 

Wenn  II.  2pp—qq  —  29  so  wird  zz  zz  ^Ef^ïî—  qq     1 , 

welches  gleichfalls  nicht  môglich  ist.  Also  kann  auf  keinerlev 
Art  2z* —  2  in  integris  ein  Quadrat  werden. 

Setzt  man  z  fur  zz  um  zu  suchen  in  welchen  Fâîlen 
2zz  —  2  ein  Quadrat  werden  kônne,  so  gibt  es  zweyerley 
Fàlle  I.  zzzikpp — 1,  und  II.  zzzzqq  -\-  i ,   welches  dieje- 

Corr.  math,  et  phtfi   T.  I.  28 
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nigen  sind,  *o  Ew.  anfiibren,  die  aber  meine  vorige  Dé- 
monstration nicht  entkràften,  welcbe,  so  viel  ich  mich  er- 
innere,  gcneralcr  war;  demi  ich  hatte  bewiesen,  dass  nicht 
nnr  2z* —  2  sondern  aur.h  2z* —  2u*  kein  Quadrat  sevn 
konnc.  Wic  icb  sehc,  so  ist  dièse  meine  Démonstration  nun 
iu  V  tomo  Commcntariorum  gedruekt. 

Das  problema:  Datis  duobus  qnadratis  a  a  et  bb,  invenire 
tertium  xx,  ut  summa  a  a  4~  bb  -\-  xx  alio  quoque  modo 
tiat  resolubilis  in  tria  quadrata,  habe  ich  also  solvirt:  Sit 
aa  +  bb  -f  xx—(a-\-2pr)*-±(bi  2qry  4-  (x  —  2r)\ 
erit  0=:  \apr  -\-  hpprr  4-  kbqr-\-  Iqqrr  —  krx-r\rr, 
unde  per  kr  dividendo  Ht  x.  —  ap-\-ppr-\-bq-¥-qqr-\-r, 
tvo  pro  /),  q  et  r  nu  m  cri  quictinque  integri  tam  affirmativi 
quam  negativi  art  ipi  possunt.  Woraus  unendlicb  viel  soiu- 
tiones  partirularc*  flicssen.  Al»,  es  sey  />  —  1 .  —  1,  erit 
X  jza  —  b  4  r  nnd 

an     M  4-  xx  =  («  +  2r)a  -f  (6  —  ir)1  4-  {x  —  2r  *. 
Meine  Pièce  liber  den  Satiirnum  ist  in  Paris  nicht  nur 
wohl  angekommen ,   sondern  ieli  bore  aueh,    dass  mail  mit 
derselben  sehr  wobl  zufrieden  ist  und  sie  allen  andern.  w 
eiugelaufeu.  weit  vorziehet. 

Eu  1er. 
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LETTRE  CXII. 


GOLDBACH    à  ElJLER. 
Somma  IKK.  Suite  des  recherches  précédentes. 


St.  Petersburg  d   27.  Januar  1748. 

Au»  dcr  fnlàge,  welrhe  mir  wieder  zurùckzusenden  bitte, 
werden  Ew.  am  besten  seben,  worauf  mein  yorige*  dubium 
gegrundet  gewesen. 

Dero  Solution  des  problematis:  datis  duobus  quadratis 
aa  et  bb,  invenire  tertiiim  xx  hac  lege,  ut  aa  -f-  bb  4-  xx 
plus  quam  uno  modo  sit  summa  trium  quadratorum ,  ist 
offenbar  mid  gênerai:  denn  obzwar  die  aequatio 

0  :zz  kapr-\-  hpprr  -f- \bqr  +  kqqrr —  **rx  -\-  krr, 
per  kr  divisa  nicbt  x     ap  -\-prr  -f-  bq  -j-  qrr  -\-  r,  son- 
dern  x~ap-j-ppr-\-bq-\-  qqr-\-r  gibt,  so  hat  dorh  die- 
ser  kleine  error  calculi  keine  influence  in  die  Mctbode  «cl bat 
Indessen  bleibet  die  Démonstration .  dass  eine  summa  trium 
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quadratorum  imparium  vor  8  m  -|-  3  in  quocunque  casu  ip- 
sius  m  angegcbcn  wcrden  kônne,  noch  sehr  dunkel.  Es  ist 
mir  eingcfallen,  dass  wenn  man  die  drey  radie  e»  quaesitas 
setzen  môchte  A,  B,  C,  und 

A  zzl  1  +  am  -f  bmm  -\-  cm*     dm*  etc. 

B  —  1  -f-am  —  bmm  —  cm*  —  dm*  —  etc. 

folglich 

AA=Li  +  2om  -j-  2bmm  +  2cms  +  2dm*  +  2em*  -\-  etc. 

-f  aa       -\-2ab    -f  2ac  -|-2a<f 

±bb      -h  26c 
B  B  —  1  -f  2om—  26mm  —  2cm8  -2dm4  — 2em*  -f  etc. 

-\-aa       — 2ab   — 2oc    —  2ad 

+  bb  -f26c 

und 

CC  =:l  +  *m   —  2flomm     *     —2bbm*  —  hbcm* 
—  *a 

alsdann  4-  BB  -f  CC  =  8m  -f  3  und  aile  eoëfficientes 
6.  c,  d,  etc.  per  sol  a  m  a  determinirt  werden  konnten,  so- 
das* a  eine  quantitas  indeterminata  bliebe,  denn  es  wird 
posita 

C  ~  t      am  -\-  /3 mm  -\-  -/m*      8 m*  -\-  etc. 
az:  V  —  2a,      — — 2a« —  aa,   y  —  —  2«/?,  etc. 
hîeraus  wiirde  ferner  folgen ,  dass  wenn  das  theorema  an 
»ich  selbst  wahr  ist ,  die  séries  A,  B,  C  allezeit  numeris  in- 
tegri»  gleicb  scyn  wùrden,  man  mochtc  auch  vor  a  anneh- 
uien .  was  man  wolltc. 

Goldbach. 
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LETTRE  CXIII. 

EULER  à  GOLDBACH. 
Su  iMilil    Suite  de»  recherches  précédente*.    Théorème  de  géométrie. 


Berlin  d.  21*.  Febniar  1748 

Vas  ùber  meinen  vorigen  Brief  gehabte  dubium  wird  so- 
gleich  wegfallen,  wenn  Ew.  sich  zu  erinnern  belieben  wer- 
den,  dass  daselbst  von  numeris  integris  die  Rede  scy,  denn 
da  P  —  hpp — 1,  so  kann  in  ganzen  Zahlen  F  unmôglich 
ein  Quadrat  seyn;  in  Bruchen  aber  wâre  solches  auf  unend- 
licbe  Arten  môglich. 

Dass  aile  in  dieser  Formul  8  m -(-3  enthaltenen  Zahlen 
in  drey  quadrata  imparia  resolvirt  werden  konnen,  bin  ich 
noch  keineswegs  im  Stand  zu  beweisen,  ungeacht  ich  mir 
darùber  den  Kopf  schon  ziemlich  verbrochen  habe.  So  oft 
8m-j-3  ein  numerus  primus  Ut,  so  i*t  dieselbe  allzeit  in 
dieser  Form  2a  a       bb  enthalte»,  ah  3  =  2.  1  -\-  1; 
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11  =  2.1+9:  19  =  2.9  +  1:  *3  =  2.94-25,  etc.  und  hie- 
von  getrauete  ich  mir  noch  die  Démonstration  zu  finden.  Ich 
glaube  auch  nicht,  dass  man  fur  dièse  Proposition,  dass 
8m  -\-3z=.aa-^-bb-\-cc  eine  solehe  Démonstration  6nden 
konne,  wodurch  die  drey  radiées  a,  b,  c  selbst  bestimmt 
werden,  sondern  man  wird  nur  die  possibilitatem  résolu- 
tionis  anzuzeigen  im  Stande  seyn.  Aus  diesem  Grunde  habe 
irh  zu  dem  von  Ew.  eingeschlagenen  Weg  kein  grosses 
Vertrauen,  weilen  dadurch  nicht  nur  die  Môglickkeit  ge- 
zeigt,  sondern  auch  die  tria  quadrata  selbst  in  génère  an- 
gegeben  werden  kônnten,  welches  letztere  ich  glcichwohl 
fur  unmoglich  halte.  Die  Démonstration  mùsste  ungefahr 
meines  Erachtens  derjenigen  âhnlich  seyn,  wodurch  ich  be- 
wiesen,  dass  omnis  numerus  primus  kn  +  1  eine  summa 
duorum  quadratorum  sey.  Ich  beweise  erstlich,  dass  eine 
jede  summa  duorum  quadratorum  a  a  +  bb  (wo  a  et  b  nu- 
meri  inter  se  primi  gesetzt  werden)  keine  andere  divisores 
haben  kônne,  als  welche  gleichfalls  summae  duorum  qua- 
dratorum sind.  Hemach  so  oft  \n  +  1  ein  numerus  primus 
ist,  kann  ich  unendlich  viel  Zahlen  hujus  formae  p*"  +  qim 
angeben ,  welche  durch  n  +  1  divisibel  sind.  Da  nun 
p'Ln-\-q%n  eine  summa  duorum  quadratorum  ist,  so  mus» 
auch  fc  n  +  I  als  ein  divisor  derselben  Formul  gleichfalls 
eine  summa  duor.  quadr.  seyn.  Die  resolutio  autem  ipsa  in 
duo  quadrata  wird  hierdurch  nicht  offenbar,  sondern  nur 
die  Môglichkeit  derselben  bewiesen. 

Man  kann  aber  dièse  Proposition,  dass  8m  +  3  allzeit 
eine  summa  triura  quadratorum  sey,  in  vielerley  andere 
Formen  einkleidcn,  welche  vielleicht  leichter  zu  demonstri- 
ren  seyn  dùrften.  Als,  wenn  man  beweisen  kônnte,  dass 
proposito  numéro  quoeunque  întegro  m,  fur  p  und  q  allzeit 
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solche  Werthe  anzugeben  moglich  wàren,  00  dass  nachfol- 
gende  aequatio  cubica 

x*  ■  —  (2p  —  1)  xx  j-  (2pp —  2p  —  1  —  km)x —  0 
aile   drey  radiées  rationalet  uberkanu*,  so  wàre  die  Sath 
auch  bewiesen.    Denn  wenn  a,  b,  c  die  radiées  dieser  Ae- 
quation  wàren,  so  wùrde  2p  —  1  =z  a  -f-  6  -f  c,  et 
2/ip  —  2p  —  1  —  km  z=.  ab  -\-  ac  -\-  bc. 

Weil  nun 

%»p  —  kp  -f  !  =:  oû  -f  bb^-cc  j-  2ab  4-  2ac  -f  2£o, 
so  subtrahire  man  davon 

Vpp  —  *p  — 2  — 8m  =  2o6-H2ac-f-26c 
so   bleibt  iïbrig  8m-f3  —  aa-|-^^-i"cc.    Ich  habe  aber 
biezti  sehleehte  Hoffhung,  weil  die  Démonstration  nur  auf 
val  ores  integros  ipsius  ni  geben  mùsste  ;  denn  in  fraetis  wàre 
die  Saeb  oft  umnôglkii. 

Icb  bafoe  dièse  Sacb  aucb  folgendergestalt  betrachtet:  Es 

muss  allzeit  moglich  seyn  von  8  m  -h  3  ein  solches  Qtiadrat 

kxx  —  kx  -\~  î  zu  subtrahiren,  dass  der  Hest 

8m  -|-  2  —  kxx  4-  kx 

in  zwey  quadrata  resolubel  werde.    Folglich  muss  aucb  die 

Hàlfte  davon  km -\-  i  —  2xx+2x  eine  summa  duor.  quadr. 

seyn,  nebmlieb  kyy  —  ky  -(-  1-4-  kzzt  also  wùrde 

XX  —  x  . 

m  =  — —  4-  yy  —  /  +  zz. 

Wenn  man  dabero  beweisen  kônnte,   dass  dièse  Formul 

XX~  *  -\-  yy  —  y  \-  zz  aile  numéros  integros  in  sich  be- 

greife,  so  wàre  das  theorema  auch  bewiesen. 

Fermât  sagt  in  seinen  Observationibus  ad  Diophantum, 
dass  dièse  Aequation  xn  zz.  y"  -\-  zn  in  uumeris  rationalibus 
allzeit  unmôglicb  sey,  exeeptis  casibus  n  zz.  1  et  nz: 2, 
nebmlieb  weder  eine  summa  duorum  cuborum  kônne  ein 
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rubus,  noch  einc  lumma  duorum  biquadratorum  ein  biqua- 
dratum,  noch  in  génère  eine  summa  duarum  potestatum 
altiorum  eine  gleiche  potestas  seyn.  Er  sagt,  dass  er  dafùr 
eine  sehr  ingénieuse  Démonstration  habe,  welche  er  aber 
wegen  Mangel  des  Raums  nicbt  beysetzen  kônne.  Es  ist  also 
sehr  schad,  dass  auch  dièse  nebst  vielen  andern  verloren 
gegangen. 

Ich  bin  nculich  anf  nachfolgendes  theorema  geometricum 
gefallcn,  welches  mir  mcrkwùrdig  zu  seyn  scheinet.  Nehm- 
lich,  gleich  wie  in  cinem  jeden  parallelogrammo  die  summa 
quadratorum  laterum  der  summac  quadratoriun  diagonalium 
gleich  ist,  so  ist  in  einem  jeden  quadrilatero  non  paralle- 
logrammo die  summa  quadratorum  laterum  grôsser  als  die 
summa  quadratorum  diagonalium,  und  der  excessus  kann 
also  concinne  angegeben  werdcn:  Man  bisecire  (Fig.  28)  in 
dem  trapezio  ABCD  die  diagonales  AC  und  BD  in  N  et 
M  und  jungire  die  Linie  AfiV,  so  wird  seyn: 

AB*  +  BC%  +  CD*  +  DA*z=zAC%  +  BB*  +  lMN\ 

Euler. 
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LETTRE  CXIV. 

GOLDBACH  à  ElJLER. 
Sommaire    Suite  des  recherches  arithmétiques. 


St   Petersburg  d.  6.  April  1748. 

Jn  Ew.  Schreiben  vom  2.  Sept,  hatte  ich  die  Worte:  dass 
P  um  t  immer  kleiner  als  ein  Quadral  seyn  muss,  fur  cinc 
zur  vorhergehenden  Formul  Q  zz  P  -\-  y  (2  P  P  ±  2)  gehô- 
rige  Condition  angeschen,  welche  sich  aber,  wie  ich  nun- 
mehro  finde,  blos  auf  die  Aequation  zzznkpp  —  IzzP 
rapportiren,  so  dass  aile»  seine  Richtigkeit  hat. 

Wenn  Ew.,  wie  Sie  vermuthcn,  demonstriren  kônnten, 
dass  aile  numeri  8  m  -\-  3,  wenn  sie  primi  sind,  zu  dicser 
Formul  2aa  ~\-  bb  gebracht  werden  kônnen,  so  werden  Sie 
auch  leieht  finden,  dass  aile  numeri  primi  4m-|-3  zu  die- 
ser  Formul  gehôren  2aa  -\-  bb  -\-  ce ,  weil  .diesclbe  meines 
Erachtens  aile  numéros  impares  in  sich  begreift;  wenn  aber 
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tolches  nur  von  allen  nutneris  p  ri  mis  demonstrirt  wârc,  so 
wùrde  offenbar  «eyn,  dass  aile  numerî  integri  affirmative 
au»  vier  quadratis  beatehen. 

YV*as  die  transmutationcs  einer  summae  quatuor  quadra- 
torum  betrifft,  »o  habe  ich  deraelben  unterachiedcne  gefun- 
den,  welehe  ich  folgendcrgeatalt  exprimiren  will,  dass  A 
einen  numerum  trigonalem,  2  A  ein  duplum  trigonalis, 
3  A  ein  triplum  etc.  □  -j-  □  ein  aggregatum  duorum  qua- 
dratorum,  2  □  ein  duplum  quadrati  etc.  bedeuten:  solchcm- 
nach  wird  eine  jede  Zahl  seyn: 

I.  2D  +    D4-*A;     IV.    2d  +  0-f-  A; 

II.  D4-2D-I-2A:     V.  D+A-f-U; 
[IL   D  +       +  VI.  2D  +  A-f  2A  : 

VIL  A-f2A4-*A; 
VIII.    □  +  D-H2A; 

IX.    D+    D+    5  ; 
2 

aus  welchen  noch  viele  anâere  deducirt  werden  Lonnen. 

In  dcr  nachfolgenden  Formul 

aa  —  a  +  bb  —  £  -f  ce  —  c-\-  dd  —  d±i 

ist  offenbar,  dass  selhige  eine  au  m  ma  quatuor  quadratorum 
wird,  wenn  d~  —  a  —  b  —  c  — |—  1  ;  wcnn  aber  auch  d  pro 
numéro  quocunque  genommen  wird,  muta  die  formula  den- 
nocb  eine  summa  quatuor  quadratorum  seyn.  Sollte  mir 
etwas  Neues  von  dieser  Materie  einfallen,  werde  ich  daf 
Vergnugeu  haben  selbiges  Ew.  zu  coiumuniciren. 

Goldbach. 


r 
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P.  S.  Wenn  die  numeri  fl,  b,  c  in  ca»u 
2aa  +  6/>  +  cc  =  2n-+-  1 
gegeben  sind,  so  kônnen  daraus  die  vier  quadrata  pro 
summa  2n  f  3,  fcn-|-3,  6n+3.  fcn-|-6,  8/» -H  6  etc. 
imglcichen  vor  2n  -j-  2pp  I ,  \ffn-{-2ff-^-dd,  alhvo 
p,  f,  d  numeri  integri  quicunque  sind,  leicht  angegeben 
werden,  und  dièse  formula  2aa  -(-  V  bb  -\-  (2  c  -h  l)1  +  2 
i«t  allezeit  gleirh  einer  andern  2  A  +  BB  -f  (  2  C  -f  l  )*, 
von  welcher  letxtern  Proposition  aber  die  demonstratio  ri- 
gorosa  fehlt. 
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LETTRE  CXV. 


ElJLER     à  GoLDBACH. 
Sommai  ri.   Recherches   ultérieures  sur  le*  nombre». 


Berlin  d.  4.  Mai  i7*g. 
Vrenn  der  Satz  wahr  ist,  dass  Sm-\-^^2aa-\-bb,  so 
oft  8  m  -4-  3  ein  numer us  primus  ist,  so  sehe  ich  nicht,  dass 
auch  immer  seyn  musse  kn  -\-  3  —  2aa  -\-  bb  -\-  ce,  so  oft 
kn  -\-  3  ein  numerus  primus  ist}  es  wàre  demi,  dass  man 
beweisen  kônnte,  dass  in  diesem  Fall  immer  wâre  bn  -f  3 
=z  8m  -)-  3  +  k-  (2p  -\-  |)a.  Vielleicht  aber  ist  dièses  sogar 
wahr,  wenn  auch  bn  3  kein  numerus  primus  ist.  Zum 
wenigsten  dikucht  mich,  dass  8n  -f-  7  —  (8m  -[-  3)  (2q  +  i)% 
-\-  k  (2p  -\-  I)*,  existente  8rn-f-3  numéro  primo.  Ware  nun 
dièses  wahr,  so  wùrden  freylich  aile  numeri  primi,  und 
folglich  aile  Zahlen  summae  quatuor  quadratorum  seyn. 
Allein   ich  glaube  kaum,  dass  sowohl  bey  diesem  aïs  bey 
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andern  Fcrntatianischen  theorematibus  mit  General-Formuln 
etwas  auszurichten  ist.  Denn  was  das  theorema  anlangt, 
dass  ëine  jegliche  Zahl  eine  tumma  trium  trigonalium  sey, 
so  ist  solches  nur  von  numeris  integris  zu  verstehen,  und 
-wùrde  dalier  sogar  unmôglicb  scyn  dicsen  Generalsatz 

  a  a-]-  a         bb-\-b  cc-\-c 

zu  beweisen ,  wcil  derselbe  sogar  in  viel  Fàllen,  ncbmlich 

wenn  n  zz-i,  oder  -|>  oder  y  etc.  falsch  wârc.  Denn  wenn 

dicser  Satz  auch  fur  gebroehene  Werthe  von  n  wahr  wàre, 
so  wiirde  eine  jegliche  Zahl  sogar  eine  somma  trium  qua- 
dratorum  seyn  kônnen,  indem  8a  -J-  3z=  (2a-f- \f-\-(2b-\-  l)a 
+  (2c  +  und  8n  +  3  aile  Zahlen  in  sich  begriffe.  Also 
kann  Ew.  IX.  Formul,  kraft  welcher  eine  jede  Zabi  seyn 

soll  zz:  D~^^~a>  wofern  kein  Schreibfehler  darin  befind- 

lich,  nicht  Statt  finden;  denn  wenn  quivis  numerus  n  zz: 

RO  wiirde  qui  vis  numerus  par  2n  zz  □  -f-  □  -f- 

w riches  doch  bey  unendlich  vielen,  als28,  60  etc.  nicht  an- 
gcht.  Hingegen  kommt  mir  die  VIII.  Formul  nzz D-l-D-f-  2  A 
sehr  merkwiirdig  vor,  von  deren  Wahrheit  ich  durch  die 
Induction  bin  ùbcrfùhrt  worden,  ungeacht  ich  nicht  sehe, 
wie  dieselbe  aus  diescr  nzz:D  +  D-|-n-fE,  oder  dicser 
n  zz:  A  -|-  A  -|-  A  folgct. 

Die  Formul  aa  —  a  +  bb  —  b  -f  ce  —  c  -f-  dd  —  d  +  1 
ist  gcneraliter,  und  also  nicht  allein  in  dem  Fall  da 
a  -\-b  \  c  4-dzz.  1 ,  eine  summa  quatuor  quadratorum:  denn 
dieselbe  ist  zz: 

Denn  ungeacbt  dièse  quadrata  fracta  sind,  so  ist  doeb  ge- 
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wiss,  omnem  numerum,  qui  sit  summa  quatuor  quadrator. 
frartorum,  eundem  in  integris  esse  k  quadratorum  lummam. 
Folgendes  t  heure  ma  kann  auch  dienen  in  vielen  Fàllen  die 
quatuor  quadrata  selbst  zu  bestiinmcn,  woraus  eine  Zabi 
zusamincngesetzt  ist:  Si  m  iz:  a  a  -f-  bb  -f-  ce  -f-  dd  et  n  — 
-|-      -|-  rr  -+-  5 a  erit  m/i—  .4*  -f  -  B2  +  C1  +  Dx  exiitente 

-\-  bq  -\-  cr  -\-  ds 

Bz=.aq —  bp  —  es  -f  dr 

C  —ar  -f  bs  —  cp  — dq 

D  ~  as  —  br  -\-cq  —  dp, 
Weil  inan  nun  die  Zahlen  a,  b,  c,  d,  p,  q,  r,  s  sowobl 
affirmative  als  négative  annehmen,  dieselben  ferner  auch 
nach  Belieben  mit  einander  combiniren  oder  ihre  Ordnung 
verândern  kann,  so  ist  die  resolutio  producti  mn  auf  sehr 
vicier! ej  versrhiedene  Àrten  môglich. 

Meines  Erachtens  ist  also  nicht  leiebt  eine  Démonstra- 
tion von  dergleichen  Fermatianischen  theorematibus  zu  er- 
warten,  so  lang  man  die  numéros  trigonales,  tetragonales, 
pcutagonales  etc.  dureb  die  gewôhnlichen  Gêner alformuln  aus- 
drùckt,  weil  in  denselben  auch  die  numeri  fracti  mit  begrif- 
fen  sind,  welebe  doeb  in  den  meisten  tbeorematibus  am- 
gescldossen  werden.  Ich  habe  mir  zu  diesem  Ende  die  Sach 
folgendergestalt  vorgcstellt: 

Es  sey  *=1  -f  scl-+-a;*-f  x*  -\-œl0-\-x"-\-x*i-+-x"-\- etc., 
wo  keine  andere  potestates  ipsius  x  vorkommen,  als  deren 
exponentes  sind  —  A .  Wenn  man  nun  das  quadratnm  die- 
scr  scriei  nimmt,  so  wird  ss  —  einer  seriei,  in  der  keine 
andere  potestates  ipsius  x  vorkommen ,  als  deren  exponente» 
sind  zz.  A  -\-  A,  und  s*  wird  gleicb  einer  seriei ,  da  der 
Potestaten  ipsius  x  Exponenteu  sind  zz  A  A  -|-  A.  Wenn 
man  nun  beweisen  kônnte,  dass  in  der  série  s*  aile  pote- 
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states  ipsius  x  vorkommen,  to  wàre  dièses  ein  Bewcis  om- 
nem  niimerum  intcgrum  esse  s  uni  ma  in  trium  trigonalium. 
Dièse  séries  lassen  sicb  aber  leicht  generaliter  bestimmen: 
denn  es  sey  ' 

*"=r  1  +  4r  +  Bxi  +  Cx*+Dx'  +  Ex*+Fx'+Gx1+  Hx8+Ix'+etc. 
so  sind  die  valores  dieser  Coëm'eienten  fur  die  versehiedenen 
valorei  von  n,  wie  folgt: 

£  11.  ^     C.  />.  J?.  F.  G.  H  I.  K.  L.  M.  N.  O.  P.  Q.  il.  S.  T.  V.V.WX.  Y.  Z.a.p.  y.  8.  t. 


5  ii 

3.  T 

*  = 

H 

1. 1.  o.  i.  o.  o.  i  a  o.  o.  î.  o.  o.  o.  o.  i.  o.  o.  o.  o.  o.  1.  o.  o.  o.  o.  o.o.  i.o.o. 

1.  1.0.  1.  0.  0. 1.  0.  0.  0.  1.  0.  0.  0.  0.  |.  0.  0.  0.  0.  0.  1.  0.  0.  0.  0.0.0. 1.0. 
1.1.9,  1.0.  0.  1.0.0.  0.  1.  0.  0.0.0.1.0.  0.  0  0.0.  1.0.0.0.0.0.0. 
1.  1.  0.  1.0.0.  1.  0.  0.  0.  1.0.0.0.  0.  1.  0.0.  0.0.0.1.0.0.0 
1.  1.  0.  1.  0.  0.  1.0.0.0.  1.  0.  0.0.  0.  1.0.0.0.0.0. 

1.  1.0. 1.0.  0.  1.  0.  0.  0. 1.0.0.0.0.1. 

1.  1.  0.  1.0.0. 1.0.0.0. 

V) 

S.  H 

"*  & 

2  2 
n  = 

sl 

1. 2.  i.  a.  2.  o.  3.  2.  o.  2.  2.  2.  1. 2.  o.  %  ».  o.  i  o.  1.  ».  i  o.  2.  2.  o.  2. 

i.  2.  1. 2.  2.  0.  3.  2.  0.  2.  %  2.  1.  2.  0. 1  4.  0.  2.  0.  1.  4.  2.  0.  2.  2.  0. 
12. 1.2  2.  0.3.2.0.  X  2.  2.  1.2.0.2.4.  0.  2.  0.  1.  4.2.0.  2. 
12.  1.2.2.0.  3.  2.  O!  2.2.2.  î.  2.  0.  2.  V  0.  2.0.  1.  4. 

1.  2.  1.  2.  2.  0. 3.  2.  0.  2.  2.  2.  1. 2.  0.  2.  4.  0. 

1.2.  1.11  0.  3.  2.0.  2.2  2.  1. 

1.  2.  1.  2.  2.  0.  3. 

Si 
n  =  3 

1,3,  3,4,8,3,6,9,  3,7,9,  6,  9,  9,  6,  6, 15,9,7, 12,3,15,15,6,12,12,9, 12,e»c 

Wenn  man  also  zeigen  kônnte,  das»  in  dieser  série  pro 
n~3  kein  terminus  nO,  so  wàre  bewiesen,  dass  eine  jede 
ganze  Zahl  eine  sununa  trium  trigonalium  ist.  Gleirb  wie 
man  ans  der  série  n=2  2  siebet,  da  viel  termini  =0,  dass 
vie!  Zahlen  aueh  nicht  summae  duorum  trigonalium  sind, 
nclimHch  5,  8,  U,  iî,  19,  23,  26,  etc. 
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Auf  gleiche  Weise  kann  auch  die  Composition  numero- 
ruin  ex  quadratis  vorgestellt  werden:  denn  icb  setze  zu  die- 
sem  Knde 

s  =  1  +a;l  +  x*+  x9  -f  xis-f  x"  +  iî(  +  jr49  +  etc. 
und 

s"  zz  1      A*  +  Bx%  -h  Cx8  +  DxK  +  Ex5  -|-  Fxs  +  etc. 
Hier  werden  nun  die  coëfficientes  singiilarum  potestatum 
ipsius  x  pro   valoribus  ipsius  n  successive  folgcndergestalt 
gefunden: 


Ev ponentes  ipsius  jr  

0.  1.  2.  3.  4.  5.   6.  7.8.  9. 10.  11.  12. 13.  14.  15.  16.  etc. 

Coëfficientes  casu  n=  1 
dazu  addire 

1.1.0.0.1.  0.  0.  0.  0.   f.  0.  0.  0.   0.  0.  0.  l.etc. 
1.1  0.0.   1.  0.0.0.  0.   1.  0.  0.   0.  0.  0.  0. 
1.   1.  0. 0.  1.  0.  0.   0.  0.   1.  0.  0.  0. 

1.   1.  0.  0.   1.  0.  0.  0. 

1 

Coëfficientes  casa  n  =  2 

; 

1.2.1.0.X   2.   0.01.  2.  2.  0.  0.  2.  0.  0.  2. 
1.2.1.0.  2.  2.0.0.   1.  2.  2.  0.  0.  2.  0.  0 
1.  2.   1.0.2.  2.  0.  0.   C  2.  2.  0.  0. 

• 

1.  2.  1.  0.  2.   2.  0.  0 

1 

Coëfficientes  casu  n=3 

1.3.31.3.  6.  3.0.3.   6.  6.  3.   1.  6.   6.    0.  3 
1.3.3  1    3.  6.3.0.  3.  6.  6.  3.   1.  6.  6.  0. 
1.  3.  3.  1.3.  6.  3.  0.  3.  6.  6.  3.  1 

« 

1.  3.  3.   1.  3.   6.  3  0 

1 

•  • 

1.  4.  6.  4.  5.  12.  12.  4.  6.  16.  18.  12.  8.  16.  24.  12.  5 

Hier  kommen  in  der  série  fur  nzz.2,  noch  hâufig  0  vor, 
als  bey  3,  6,  7,  11,  12,  ik,  15,  welches  ein  Zcichen  ist, 
da**  dièse  Zahlen  nicht  sind  □  -|-  □.  In  der  série  nzz.  3  findet 


Digitized  by  Google 


«ich  die  0  bey  den  Zahlen  7,  15,  dahero  dièse  Zahlen  nicht 
summae  triuin  □  sind,  in  dcr  série  n~  4  aber  kommt  keine 
0  mehr  vor.  Dahero  mùsste  nur  dièses  bewiesen  werden 
kônnen. 

Auf  beyliegendem  Zettel  habe  ich  die  verba  Fermatiï 
ûber  seine  deinonstrationes  theorematum  copirt,  woraus  man 
ungefahr  merken  kann,  aus  was  fur  Grùnden  diesel ben  her- 
geleitet  waren,  und  eben  deswegen  ist  der  Verlust  derselben 
meines  Erachtens  uni  so  viel  mehr  zu  bedauern. 

Hier  gehet  das  Gerùcht,  daas  von  der  Académie  zu  Paris 
fur  dièses  Jahr  der  ganze  Preis  mir  zuerkannt  worden , 
worûber  viellcicht  morgen  die  Nachricht  selbst  erhalten 
werde. 

Euler. 

(Billet  annexé  ) 

Fermatius  in  Observationibus  ad  Diophantum.  Imo  pro- 
positionem  generalem  et  pulcherrimam  nos  prirai  deteximus, 
neoipe  omnem  numerum  (integrum)  vel  esse  triangularem, 
vel  ex  2  vel  3  triangularibus  rompositum  :  Item  vel  esse  qua- 
dratum  vel  ex  2,  vel  3,  vel  k  qnadratis  eompositum;  item  es»« 
vel  pentagonum,  vel  ex  2,  vel  3,  vel  K,  vel  S  pentagonis 
eompositum ,  et  sic  in  intinitum.  Hujus  autem  propositions 
demonstrationem ,  quae  ex  multis,  variis  et  abstrusissimis  nu- 
merorum  mysteriis  derivatur,  hic  apponere  non  licet.  Opus 
enim  et  librum  integrum  huic  operi  destinare  decrevimus  et 
Arithmeticen  hac  in  parte  ultra  veteres  ac  notos  terminus 
mir  uni  in  modum  promovere. 


Urr.  «M/A.  «  phy»   T.  I  2$ 


• 


LETTRE  CXVI. 


GoLDBACH    à  ElJLER. 


Son  m  a  me.  Théorème»  de  nombres. 

!  :   


St.  Petertbarf  d.  S.Juni  1748. 

Ich  bin  noch  ganzlich  der  Meinung,  dass  nicht  nur 
sonde  in  auch  k  n  +  1  und  folgIi(  h  ein  jeder  numeru»  impar 
zu  dieser  Formul  gebracht  werden  kann:  2aa -\- bb -\- ce, 
tvelches  aucb  in  der  That  cben  so  vicl  ist,  als  die  sub  N.  II 
von  mir  angefûbrte  Formul  □  -f-  2D  -f2  A,  so  dass,  wenn 
Ew.  an  dieser  letztern,  wie  ich  sehe,  nicht  zweifeln,  aurh 
die  aequatio  2n  -|-  1  n  2aa  -\-bbb  -\-  ce  gewiss  ist.  Hingegen 

kann  die  sub  IN.  VIII  aus  Versehen  gesetzte  D  +  P  +  a  nirlit 

Statt  haben,  als  an  dercn  Stclle  es  beissen  muss  2D-{-  A-f-A, 

oder  auch  A.   Ausser  diesem  ist  aber  in  meiner 

Copie  von  der  Tabelle  der-Fôrmeln  noch  ein  làcherlicher 
Fehler,  so  sich  vermuthlich  auch  ini  Original  finden  wird, 
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indcm  suh  If,  I  et  N.  IV  eben  dieselbe  Formul  2D-)-D-f-A 
*  stehet.  Was  dièse:  D-\-D  -\-2ù>,  welche  E\v.  fur  merkwùr- 
dig  halten,  betrifft,  so  fliessct  dieselbe  alsofort  au»  der  Con- 
sidération, dass  ein  jeder  kn  -\-  i  eine  somma  duor  quadr. 
parium  et  unius  imparis  ist,  gleicb  wie  im  Gegentheil 
\n-\-2  aus  duobus  imparibus  et  uno  pari  bestebet. 

Obngeacbtet  icb  mir  zur  Démonstration  des  tbeorematis 
Fermatiani  wenige  Hoffnung  mâche,  so  babe  dennorh  nacb 
Ânleitung  desselben  einige  andere  gefunden,  die  icb  fur 
eben  so  wabr  halte,  als  z.  Ex. 

Omne  quadratum  numeri  imparis  vel  numeri  impariter 
paris,  modo  sit  minus  quam  Sn  -{-7,  est  unum  ex 
quatuor  quadratis,  quorum  summa  est  8n-|-7.  Im- 
gleichen:    Omnis  numerus  Sn  -f-  2  est  hujus  formae 

(a±8)"+D+&.  .. 

Die  hiebeyliegende  Démonstration  von  Ew.  theoremate 
de  quadratis  laterum  trapezii*)  will  icb  eben  nicht  fur  die 
kùrzeste  ausgeben,  ich  glaube  aber,  dass  man  gar  leicht  auf 
noch  viel  weitlaufigere  verfallen  kann.  Die  Gelegenheit  dazu 
hat  neulich  ein  guter  Freund  gegeben,  welcher  mir  sagte, 
dass  er  einen  casuin  partie  ularem  davon,  nehmlich  in  einom 
trapezio ,  wo  duo  anguli  rectî  und  duo  latera  parallela  sind, 
demonstriren  kônnte. 

Dass  Ew.  das  ganze  pracmium  von  der  Acad.  royale  des 
se.  erhalten  haben,  ist  mir  eine  sehr  angenebme  Nachricht 
gewesen.  Ich  gratulire  Deroselbcn  dazu  von  Herzeu,  und 
moi  ne  Hoffnung,  dass  Sie  bey  allen  kùnftigen  Aufgaben  nicht 
weniger  réussiren  werden,  wird  immer  grôsser. 
  Goldbaéh. 

r  •)  Cett*»  démonstration  ne  s'est  pas  trouvée.  ' 


r 
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LETTRE  CXVII. 


EULER  à  GoLDBAfH 

Somma  ikk  Suite  *ur  le*  propriété»  des  nombre*.  Condition*  de  rationalité  de  cer- 
taine* formule*  irrationelles.  Démonstration  du  théorème  de  géométrie  précé- 
dent. Oechlia,  Solution  de  problème  de  la  courbe  eatoptrique 


Berlin  d.  M.  Juni  I74S. 

 Nun  bin  ich  endlich  auf  den  Grand  der  mir  neu- 

lich  von  Ew.  ûberacbriebenen  achônen  Formuln  gekommen, 
wobey  icb  das  in  der  Abschrift  derselben  begangone  ge- 
ringe  Verseben  sogleicb  eingeseben.  Dieselben  grûnden  sicb 
meines  Eracbtens  auf  folgende  drey  Hauptformuln  I.  n  — 
+  II.  *n  +  t :=□  +  □  +  □  und  IÏI.  »>n-|-2=: 
a  +  U  +  D,  Ton  deren  Wahrheit  ich  schon  làngat  vôllig 
vewicbert  bin,  ungeacht  icb  davon  keine  Démonstration  an- 
geben  kann. 

Aua  der  ewten,  r»=  A  -f  A  +  A  folget  n  =  *-^±l  + 
ii±i  4-  C^T^*  Nun  tey  a  =  d  +  e  und  b~d  —  e,  ao  wird 


—    *59  — 

n  =r  dd  f  rf+  €e  +  —y— >  folgHch  ist  auch  eine  jegliche 

Zahl  a  —  O-f  2A  -f  A,  woraus  zugteich  erhellet,  dass  im- 
mer  A  +  A  =D  +  2A. 

Ans  der  zweyten,  In  -f  î  n  □,  folget  fcn-f  t  = 

+  ^6  +  (2c  -+■!)*,  also  nz^oa  +  bb-+  ce  +  c,  und 
dahero  n—  □     □  +  2  A . 

Ferner,  da  eine  jede  ganze  Zahl  —  qù -\- bb  +  c  c -\- c, 
so  ist  auch  eine  jede  gerade  Zahl  2n~  aa  -f- e, 

und  also  n  —  aa+bb     *i5+ c  —  Q-~fc-9  +  A .  Oder  man  setze 

«z:rf-f  e  und  b~d  ~e,  so  wird  nz=rf<*-4-ee  +  ^±f  = 

□  H-D4-A. 

Ebcnfalls  wird  auch  eine  jede  ungerade  Zahl  scyn 
2n-{-  t  — ûfl  -}-66  -|-  ce  -{-c,  da  nun  ce  -|-c  immer  grad  j*t, 
so  muss  von  deu  Zahlen  a  und  b  die  eine  grad,  die  and  ère 
ungrad  seyn,  dahero  2n  +  I  z=.  \aa  -|~  (2b  -f- 1)*  +cc-|-ç 

und  also  n  ~  2aa  +  2bb  +  2b  +  ^±5,  folglich  n  =  2D  + 
»  A  -h  A. 

Die  dritte  Fonnul  sn  +  2=:CI-f-0  -f-D  gibt  *n  +  2  = 
haa  f  (16  +i)»-r-(a«  +  *)*  n  =  *a  +  bb+b  + 

ce  -\-  c,  und  dahero  Ji  =  D-f2A  -f  2  A .  Selzt  man  b  ~d-\-  e, 
czzd  —  e,  so  wird 

n=«a+2<M +      +  A. 

Ferner  ist  auch  2n=nD-f-2A-|-2A  und  also  □  grad, 
dahero  wird  2n=z \aa  -f-  66  +  6  -f  ce  -f-  c  und 

»~2aa  +  ^+ci±^2P+-A  +  A. 

Weil  weiter  A  +  A  —  □  +  2A,  so  iH^ÎD  +  D4«^ 
folglich  au«hafl=.8D  +  ^0  f  2A  und  also  n—a+2a4- A. 
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Oder  da  auch  2n  +  1  zz  2aa  +  (2b  -f  i)*4cc4c,  so 

wird  nzzaa  +  266  +  2&4- — ^zzD  4  *A  + A.  End- 
lich  ist  auch 

2n  4  1  zz  D  +  2A+2A  —  (2a  4  l)1  +  bb  4  6 4  ce  +c, 
und  a=:2ao-h2a  4^^  +  ^î±£,  0der n  zz* A-f- A+ A 

Also  ist  auch  2  n  zz  □  -f-2A-f-^A  oder  n  zz 
2  □  -f-  A  -|-  2  A,  oder  2n  4  1  zz  (2a  1)*  -|-  2  A  -f  k  A 
und  aUo  az:  A-f-2A+ 4A. 

Da  *n  4  2  zz  fcaa  +  (2b  4  1)*  -f  (2c  -f-  1  )\  so  ist 
2«-|-l  —  2aa  -(- 266 -(-26 -|-2cc  +  2c-f  1.  Es  sey  6zzrf  +  e, 
czz<f —  e,  so  wird  2a  4  1  zzz2aa-\-  Kdd  -\-  kee  -\-  kd-\-  1 

r=2D-(-n4"D-  ^80  l%t  c*n  jeglîcher  numerus  impar 
2n-l-izjz2D +  □-!-□,  welches  Ew.  erstes,  meines  Erach- 
tens  schr  merkwùrdiges  theorema  war.    Aile  dièse  hier  ge- 


fundene  F 

ormuln  sind  also  folgcnde 

1. 

n  — 

A4-  A; 

VIII.  n 

zz2D  +   D  42A; 

II. 

n  zz 

□  4-2A  -f  A; 

IX.  n 

zz    D+2D+  A; 

III. 

n  zz 

□  4"    □  +2A; 

X.  n 

—  2D  4-    A  4-  A; 

IV. 

n  ~ 

□  4    □  +  A; 

XL  n 

zz  □  +*A  -f  ^; 

V. 

n  zz2d  +   A  -f-   A  ; 

XII.  n 

ZZ  kr  A  +    A  4-  A; 

VI. 

n  zz 

□  4-2A  42A; 

XIII.  n 

zz2D  4-  A4-2A; 

VII. 

n  — 

□  4-2D  4-*A; 

XIV.  n 

ZZ  A42A4*A; 

XV.  2n+lzz 

□  4  □ 

42n.. 

Da  sowohl  8n-|-3  als  8n  -f-  6  allzeit  in  3  quadrata  zer- 
theilt  werden  kann,  so  folgt,  dass  8n  -\-  7 — pp,  wenn 
ppzz  8m 4  ^  oder  ~  8m-f  1,  d.  i.  wenn  p  entweder  ein 
numerus  impar  oder  impariter  par  ist,  allzeit  eihe  summa 
trium  quadratorum  sey,  wiè  Ew.  gemeldet  hàbéifc 
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Dass  ahex  «mftis  numéros  8  n  -f  2  in  dieser  Form 
(2zt2)2'-f  O-f  □  entbalten  scy,  kann  ich  nicht  recht  be- 
greifen.  Sollte  der  Sinn  davon  dieser  seyn,  dass  allzeit 
8n  -f-  2  =  □  -f-  □  -h  <7>  da  9  ist  entweder  0,  oder  16  oder 
256,  oder  4096  etc.,  welches  die  Werthe  sind  ron  (2+2)*', 
so  wûrde  solches  in  dcm  Fall  8 n  -4-2=:  154  nicbt  Statt 
finden,  inderii  15V  —  q  immer  eine  siimma  duor.  quadr. 
wird:  es  wâre  denn,  dass  der  exponcns  e  aucb  0  seyn  kônnte 
und  folglu  h  aurh  q~\  \  ob  ich  gleich  zweifle,  ob  aurh 
in  dicscm  Fall  sîch  keiue  Ausuahme  finden  sollte. 

Irh  bîn  noulich  auf  fine  sonderbare  Bctrachtung  gefallen, 
vermittelst  welcher  viel  Diophantcische  problemata  sehr  leicht 
kônnen  solvirt  werden.  Wenn  njan  z.  Ex.  fur  x,  y,  z  nu- 
méros rationales  bestinunen  kann,  dass  dieser  Aequation 

xx  4-rr  +  **  —  2x  —  *y  —  22-|-l  =  0 

satisfacirt  wird,  so  raùssen  aile  surdiscbe  (sicl)  Formuln,  in 
nacbfolgenden  Aequationen,  so  ans  jener  entstchen,  rational 


werden, 

rt 

»  W 
\  » 


'  r  t  »  T  ■ 


»  1 


.     1  1  • 


"•'li 


±  |/(2jr  +  2i  —  yy  —  zz)\ 
±  V{2x  -4-  2z  xx  —  zz)\ 
±V(2x  +  2y~-xx— yy)\ 
±V(2s  —  **  +  2o5/)î 

±>/i*r-rr+î«)i 

±  K(2z +  -2«b/— za); 
±  V(2z  +  4ac  —  2x/  —  zz)  ; 
±V/(2y  +  4z-2.rS-rr); 
±  j/(2j  +  *"*  —  2xz—  jj); 
±  V (2jd-|-  \z  ^2yz —  xx); 
1  —  y—i\±  V(2x±\y  —  2yz~xx)i 


x  = 

1    ■  »! 

z  = 

kw  t.  r — — 

X  —  z  = 
z  —  as  = 
j  — z  = 


i.i  1 


»  « 
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Werih  also  nur  eine  von  diesen  Formuln  rational  gemacht 
wird,  welches  aehr  leicht  wt,  so  werden  aile  ùbrige  12  von 
selbsten  rational;  solches  geschieht  also  nach  der  ersteh, 
wenn 

PP+11  +  rr  '    3       PP+IH+rr  PP+91+rr 

Wenn  also  drey  solche  Zahlen  gesucht  werden  sollten,  dan 

aile  obigcn  XIII  surdischen  Formuln  rational  werden,  wel- 

cbes  problema  nacb  der  gewôhnlichen  Art  beynahe  unmôg- 

licn  §eyn  wiirde,  so  kônnen  docb  hieraus  leicbt  unendlich 

viel  Solutioncn  angegeben  werden.  AU,  wenn  pz=.i, 

n  3  4 

r     2,  so  wird  x  —  y,  /  «y»  zrz 

Même  Démonstration  des  vorher  gemeldten  tbeorematis  ver- 
hiilt  sich  so:  Sit  (Fig.  29)  propositum  trapezium  ABC D  cum 
diagoniis  /4C,  BD.  Gompleatur  t,tt0  parallelogrammum  ABED, 
cttjus  dfagonales  A  E,  ÊD  se  in  G  bisecabunt.  Tum  ducta 
CE  compleatur  parai  le  logr.  A  CEF  cum  diag.  CF,  ductisqtie 
BF,  DF,  erit  quoque  B  CD  F  parallelogr.  Jam  cum  in  omni 
parallélogramme  ait  summa  quadr.  diagon.  =  summae  quadr. 
laterum,  ex  □  ACEF  erit  AE*  +  CF »  =  2AC%  +  2CE* 
ex  &BCDF  erit  BD*  +  CF*  ^B^H^CD* 

ergo 

2^C4  -h  2CE*  —  AE*  =  2BC*-f-  2CU1  —  BZ)1  =  CF1. 
Porro  o  ABED  dat  ^ El  -f-  B/)1  =l 2^B»  +  2  JZ>\  quae 
aequatio  ad  priorem  addita  dat 

2^C14-2C£:l  +  Bl>*t=:2^Ba4.2BCV2Ci?1^2JZ>1-BI^ 
adde 

BDla  BB' 
et  divide  per  2,  fiet 

^  C*  +  CE*     BP1  =  ^B*  +  BC*  +  CD»  +  ^Z>*. 
At  quia  AE  uti  M  B2?  bkècta  est  in  G,  bbecetur  quoque 
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ÂC  in  H,  et  dùcta  G  H  erit  parallela  ipsi  CE  ejusque  se- 
missi  aequalis,  ita  ut  sit  CE*z=4GH*,  quo  substituto  erit 
^•^C'+CZ^  +  ^ZJ^^  +  B^-MGH1,  Q.E.D. 

Wenn  man,  wie  gemeiniglieh  in  der  Géométrie  zu  ge- 
schehen  pflegt,  eine  demonstrationem  more  veterum  verlangt, 
so  verdienet  dièse  einen  grossen  Vorzug  vor  derjenigen, 
welche  Ew.  mir  zu  uberschreiben  die  Giite  gehabt.  Will 
man  aber  nur  von  der  Wahrheit,  worauf  dock  die  Haupt- 
«►ach  ankommt,  uberzeugt  seyn,  so  wùrde  meine  Démon- 
stration allen  Vorzug  verlieren,  weil  ich  darin  die  ange- 
fuhrte  Eigenschaft  der  parallelogrammorum  voraussetze,  de- 
ren  Ew.  nicht  nur  nicbt  nôthig  haben,  sondera  dieselbe 
aucb  zuglcicb  mit  bcwcisen. 

Hr.  Oechliz  aus  Leipzig,  welcher  nacb  St.  Petersburg 
sur  matbesi  subliiniori  berufen  worden,  die  Vocation  aber 
ausgescblagen ,  hat  eine  sebr  schône  Solution  des  scbon  lângst 
erwàbnten  problematis  catoptrici  erfunden,  welcbe  Ew.  un- 
feblbar  gefallen  wird. 

Es  sey  (Fig.  30)  MN  eine  von  den  gesucbten  curvis, 
welche  aile  radios  ex  puncto  6xo  C  emissos  post  geminam 
refletionem  in  M  et  JVfactam  in  idem  punctum  C  remittat.  Man 
Verlàngere  MN  beiderseits  in  Ë  et  F,  so  dass  ME  —  CM  et 
Aî^—  CJV,  so  wird  die  ïongitudo  EF  constans  seyn  und 
die  Puncte  E  und  F  werden  in  einer  solchen  krummen 
Linie  El  F  seyn,  dass  die  grade  Linie  EF  beiderseits  auf 
dieselbe  pcrpendiculâr  fàllt.  Die  ganze  Sache  kommt  also 
darauf  an,  dass  man  sulche  krumme  Linien  E/Ffinde,  dass 
die  auf  ein  jegliches  Punct  derselben  gezogenen  Perpendi- 
cular- Linien  EF  dieselbe  krumme  Linie  nochmal  in  /'  ad 
angulos  rectos  durchschneiden.  Denn  dièse  Eigenschaft  schliesst 
jene  schon  m  sich,  dass  die  quantitas  lineae  hujus  EF  con- 
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stuns  seyn  musse.    Man  sieht  mm  alsbald,  dass  die  Linie 

EIF  ein  Cin  ul  seyn  kônne,  dessen  diameter  —  EF;  et 
gibt  aber  nocb  unendlirb  viel  andere  krumme  Linien,  wel- 
cbe  dièse  Eigrnschaft  mit  dem  Cinul  gemein  baben,  wie 
icb  bald  zeigen  werde. 

Hat  man  aber  eine  solrhe  krumme  Linie  EIF  gèfunden, 
so  kann  daraus  sehr  leicht  die  gesucbte  krumme  Linie  MN 
gefundcn  werdcn,  und  das  auf  unendlicb  vielerley  Art.  Denn 
man  kann  das  punctum  radians  C  narli  Bcliebcn  annebmen, 
und  wcnn  man  daraus  ad  terminos  lineac  EF  die  graden 
Linien  CE  und  CF  zicht,  dieselben  in  G  und  H  in  zwey 
gleicbe  Thcile  schneidet,  ans  dcn  Puncten  G  und  H  auf 
dieselben  die  Perpendicular- Linien  GM  und  UN  aufricbtet, 
bis  solrbe  der  EF  begcgnen ,  so  sind  nicbt  nur  die  Pnncte 
M  und  N  in  der  grsucbten  Linie  M  iV,  sondern  G  M  und 
HN  sind  aucb  tangentes  derselben.  Nimtnt  man  fur  EIF 
ein  Cinul  an,  diametri  EF,  so  wird  MiV  eine  cllipsis,  de- 
ren  foci  sind  das  punctum  radians  C  und  das  centrum  cir- 
culi  EIF. 

Idj  aber  aile  môgliche  krumme  Linien  EAF  (Fig.  31) 
zu  fiuden,  welcbc  von  ihren  normalibus  ERF  nocbmal  in 
F  normaliter  durchscbnittcn  wcrden  ,  so  setze  içh  die  abstissas 
APzzlx,  AQ  —  \f  die  applicatas  PE  =  y,  QF~ —  Y, 
(wcil  dièse  ad  partes  oppositas  axis  fallt).  80  ist  die  stibnor- 

malis  PR  =  und  die  subnormalis  QJ.==gT.  «a  nuo 
PE:PR=QF:QR,  so  wird  y  -  -  Y  :  folg- 
lirb  — Jetzt  setze  icb  dx  —  pdyy  so  wird  auch 
d\~pdY  und  PR  —  —f  Q/?z=  —  v  also  PQ—J—  — 
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X  —  x-  Dièse  Aequation  differentiiret  gibt 

!^_(j^D±  =  dx_df=p(ftr_dyh  ■ 

oder 
das  ist 

dy—dY   dp   dp  pdp 

y     Y    —  p{\+pp)  —~p  ~~  1+pp' 

Dahero  ist  /  (y  —  Y)  —  12  a  +  lp  —  l  V { 1  +  p  p) .  oder 

r-y=vêïiï>  und  f0,g,ich  x-^7ôÏ77)  =  /,(?- 

Da  nun  PE  +  QF  =  y  -  Y  =  -J^)f  »o  wird  EF*  = 

PQ*  +  (PE+QF)*z=:kaa,  und  also  EF=:2a,  dahero 
constans. 

Da  y— Y-  ,  so  setze  ichv=P  +  w<af  und 

y\\+pP)  J  ^W+pp) 

m  m  I  • 

a  ■  •  ' 

FzziP — y^^^y  wo  /^eine  functioncm  rationalem  quamcun- 
que  ipsius  p  bedeuten  mag,  denn  solchergestalt  wird  die  con- 
ditio  continuitatis  erfiillt,  weil  die  Formul  P  +  — -  wegen 
des  Radical  zeichent  von  Natur  ambigua  ist,  und  also  auf  beide 
Puncte  £  und  F  zugleicb  gebt.  Weil  nun  y  =  P  -|-  y/^Jipy 
so  ist  dy=zdP-\  ^-^—9>  und  also 

dx  —  pdy  —  pdP  A  aPdp 

V+pp)1 

wovon  das  intégrale  ist  x—fpdP — yçT+pp)'  ^enn  demnach 
fur  P  eine  functio  quaecunque  rationalis  von  p  angenommen 
wird,  so  bat  man  pro  curva  AE  dièse  Formuln 

ap 


+PP) 


r 
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ans  welchen  zugleich  die  coordinatae  pro  puncto  aJtero 
respondcnte  F  gefunden  werden ,  wenn  man  nur  das  sig- 
num  de»  radical is  y  (1  ■+■  pp)  verwandelt.  Will  man  curvas 
algebraicas  haben,  so  darf  man  fur  P  nur  eine  solrhe  fnne- 
tionem  ipsius  p  annehmen  ,  dass  fpdP  integrabel  wird. 
Zum  K\.  setze  man  Pzz2bp,  so  wird 

x  =  îbfpdp  -  =  bpp  -  yjj^  +  u 

und  y  —  2bp  +  y^pp)'  Eratere  gibt 

welche  zu  jener  addirt  gibt  y  +  px  zz  b p*  4-  (a  -f-  26) p. 
Wcnn  nun  aus  diesen  zwey  Aequationen  der  Buchstab  p 
eliminirt  wird,  so  erbàlt  man  die  A  équation  zwiseben  x  und 
y.  Zur  Construction  sind  aber  obige  Formuln  bequemer, 
weil   in  diesem  Exempel  seyn  wird  ARzzbpp  4  a  -f  2b, 

Man  kann  aber  auch  in  génère  eine  sehr  leichte  Construc- 
tion geben  ,  welche  aile  môgliche  curvas,  so  dièse  Eigen- 
schaft  haben,  in  skh  begreift,  sie  seyen  algebraisch  oder 
transceitdciites. 

Euler. 
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LETTRE  CXVIII. 


GoLDBACH    à  EULER. 
So*«At*c  lUfMiM  i  U  Uttr«  prêchent». 


0 

S\    Peter>burg  d.  18.  Juli  1748. 

Ew  danke  ich  dienstlich  fur  die  viele  Mùhe,  welche  Sie 
uber  tich  nehmen  wollen,  damit  mir  die  verlangte  Besehrei- 
bung  der  Sonnenfinsterniss  zu  rechter  Zeit  ùbersandt  wer- 
den  môchte,  und  will  hoffen,  dass  selbige  noeh  intra  ter- 
minum  allhie  cintreffen  werde.  Ich  wùrde  aber  auf  Dero 
geehrte»  letzteres  Schreiben  so  zeitig  noch  nicht  geantwortet 
haben,  wenn  ich  nicht  die  von  mir  angefuhrte,  aber  mit 
(2±  2)*'  ùbel  exprimirte  Formul  je  cher  je  lieber  zu  cor- 
rigiren  nôthig  gefunden  hàtte,  denn  es  ist 
8n  +  2  =  (2  ±  2)'+x  +□  + 
allwo  e  allezeit  einen  numerum  integrum  affirmativum  be- 
deutet,  oderauch  8n  +  2  =  (l  ±  t)1€+»  +  □  +  □  ,  gleidi- 
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wie  8n-\-îz=i(\  ±  !)*'  +  (!  ±  t)^+CJ,  allwo  e  und  / 
integros  affirmative)»  bedeuten;  es  ist  auch  8ehr  wahrschein- 
lirh,  dass  sogar  Kn-\-î=(i  ±  t),e+l +  □  +  CL  Inson- 
derheit  aber  halte  ich  fur  merkwùrdig,  dass  in  dieser  ae- 
quatione 

kn+  3  =  2aa-\-kbb  +  cc  +  2  =.  2AA  +  kBB  +  CC, 

allwo  a  ein  numerus  par  und  A  impar  ist,  a  in  quoeunque 
casu  numeri  n  so  angenommen  werden  kann,  dass  A  gleich 
sey  a-j-1.  In  dem  casu,  wo  a  =  0,  ist  solches  offenbar,  in 
den  ùbrigen  casibus  aber  fchlct  es  more  solito  an  der  De- 
monstration,  jedoch  ist  wohl  zu  verstehen,  dass,  wie  gesagt, 
der  valor  a  also  angenommen  werden  kann  und  nicht  noth- 
wendig  also  beschaffen  ist,  als  z.  Ex.  wenn  a  ~  19  und 
—  79,  so  kann  a  zwey  valores  haben,  nehmlich  k 
und  6.  Nicht  der  andere,  sondern  der  erste  ist  hier  appli- 
cable, damit  die  acquationes 

K .  19  +  3  ==  2.*1  +  6a  +  3'  +  2  =  2  (V  +  1)*  +  2*  +  5* 
Statt  finden  und  A  —  a  -|-  1  —  V  4  1  werde. 

Meine  vorige  formulas  habe  ich  auf  folgende  Art  heraus- 
gebracht,  so  in  der  That  mit  Ew.  Méthode  ùbercinstimmet: 
Wenn  man  annimmt 

1.)   laa  +•  2£6  4-  4cc  4-  *c  4-1  =  2n  4-  l, 
so  wird 

2.)  n  =  2aa  +  66-|-2cc-|-2c  =  2D  +  D-f  4A. 

Es  sey  n  ein  numerus  par  — 2m,  so  muss  auch  6  ein  nu- 

i  ,        .  *«  «  »■  • 

merus  par  zz2a  seyn,  ergo 

3.)  mz=ao4-2rfrf-|-cc  +  c=:2D-f  □  4  2A. 
Es  sey  m~2p,  so  muss  auch  a      2e  seyn,  ergo 

,     *.)  p  —  2ee  +  dd  +  c-^c  —  2Q  +  □  -f  A. 
in  formula  2)  n  =  2|n -f-J ,  erit  £x=  2rf>+  I y  ergo 
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5.)  mczzaa  f  2dd  -f  2d  +  ce  +  c  =  □  -f  k  A  -f  2A. 
8it  m  r:2p,  erit  arz:2e,  èrgo 

6.)  p  =2ee4-^  +  rf+^±-e=:2D-f-2A -f  A. 

Sit  in  formula  k.)  m  — 2p-f-  1,  erit  a=z2e  -\-  î,  ergo 

7.)  p=2ee  +  2e :*A-f2A  +  A. 

Sî  in  formula  3.)  m  =z2p  -j-  i  ,  erit  or  2e  -f  1 ,  ergo 

8.)  p=2ee  +  2e  +  (/J.+  ^±-c=iA  +  D-f  A.  etc. 

Das  Pràsent,  welehes  mir  Ew.  von  Dcro  Introductions 
in  analysin  infinitorum  machen,  wird  mir  ùheraus  angenelim 
seyn;  ich  batte  gar  nicht  gewusst,  oder  wenigstens  gânzlich 
vergessen,  dass  Sie  dergleichcn  Buch  geschrieben,  welehes 
nunmehro  vermuthlich  in  dèn  gelehrten  Zeitungen  bald  re- 
censirt  werden  wird.  Bey  dieser  Gelegenheit  môchte  ich 
wissen,  ob  Ew.  Scientia  navalis  schon  gedruckt  worden? 
item,  was  Sie  von  einer  Abbandlung  cjusdem  argument!, 
so  M.  Bouguer  herausgegeben ,  halten?  item,  môchte  gern 
benachrichtigt  seyn,  ob  der  in  Ew.  Antworten  auf  die  Fra- 
gen  von  den  Gometen  erwahnte  neuentdeckte  Planet  sich  in 
seiner  Possession  mainteniret  und  durch  ferncrc  Ohservatio- 
nen  bestatiget  worden?  item,  ob  der  Cornet  von  A.  1712  in 
dem  Lauf  des  Mercurii  einige  Altération  verursarht? 

Was  die  Aequation  xx  -{-yy-\-zz—  2x — 2y~  2z\  1  —  0 
betrifft,  so  wird  sclbigc  positis  x  —  t  —  A,  y —  1  z:  B, 
z —  i—C,  in  dièse  A  A  -\-  BB  -\-  CC  —  2  verwandelt,  wo- 
raus  alsofort  offenbar  ist,  dass  posito  A~  Y  {2 — BB  —  CC) 
rationali,  auch -BB=AA+CC-2,  oder  B=V(2-AA-CC) 
oder  C  —  V  (2  —  A  A  —  BB)  rationales  seyn  mùssen. 

Vor  Dero  mir  communicirte  Solution  des  problematis 
von   den  diagonalibus  trapezii  sage  ich  schuldigsten  Dank, 
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und  observire  hiebey  annoch,  dass  wenn  von  den  quatuor 
lateribus  (Fig.  29)  AB,  BC,  CD,  DA  eines  durch  eincn 
numerum  impariter  parem,  und  die  drey  librigen  durch  nu- 
méro» impares  exprimiret  werden ,  alsdann  die  drey  quadrata 
AC2  +  BD%  -\-  \GH%  unmôglich  au»  nu  me  ris  integris  be- 
stehen  kônnen. 

Die  Solution  de»  problcmati»  catoptrici  durch  Hùlfe  einer 
curvae,  deren  normal  is  curvam  tecan»  allentbalben  constans 
«ey,  i»t  allerding»  sehr  »chôn.   Ich  habe  dabey  angemerket, 

das»  in  der  formula  y  zzz  P  -f-  y^pp^  in  09X11  ï  —  appl»" 

catae  maximae,  allezeit  seyn  musse  P  —  ap  -\-  a  Y  (1  -|-  pp), 
hingegen  kann  ich  mir  nicht  recht  vorstellen,  wie  die  curva 
ausschen  musse,  wenn  man  (Fig.  32)  das  spatium  EM  a  vertice 
E  usque  ad  applicataw  maximum  MP  interceptum  ganz  klein, 


ais 


1000 


annimmt,    und  schliesse  daraus,   da»s  eben 


spatium  EM  gewisse  limites  haben  werde. 


Goldbach. 


j. 


r.. 
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LETTRE  CXIX. 


•  •  • 

EOLER  à  GoLDBACH. 

•  « 

Sommai rs  Acrord  des  table»  lunaire.  d'Euler  avec  l'observation  de  l'érlip*  do 
toleiK  Examen  du  théorème  numérique -de  Go Id  baeb.  Introduction  à  l'ana- 
I7M   de»   infini*   et  Science  navale.   Action  de  la  comète  de  1744  »ur  le 

*  *  ■  • 

cour»  de  Mercure,  Observation»  »ur  le  quadrilatère  et  la  courbe  crtoptrique. 


Berlin  d.  6.  August  174». 

Nachd  em  uns  allhier  der  Himmel  ziemlich  giinstig  gewesen, 
um  neulich  die  Sonnenfinsterniss  sehr  genau  zu  bcobachten, 
so  habc  ich.  Ursach  mit  meinen  neuen  tabulis  lunaribus  voll- 
k—.n  .ufricden  ,«  .e7„.  Denn  .owoh.  der  Anfeng  aU 
das  Ende  hat  nàher  aïs  auf  eine  Minute  mit  mciner  Rech- 
nung  ùbereingetroffen ,  indem  der  Anfang  nur  15"  und  das 
Ende  30"  «pàter  bcmerket  worden ,  aïs  ich  angesctzet  batte, 
fnsoiidcrheit  aber  war.  dièse  Finsterniss  wùddich.  annularis, 
wie  ich  gefunden  hatte,  ungeacht  nicht  nur  die  andcrn  ta- 
bulae,  welche  docb  fur  die  besten  gehalten  werden,  keinen 
annulum  anzeigten,  sondern  auch  einige  H II.  Pariser  astro- 
nomi  meine  Rechnung  durch  einige  bey  den  tabulis  ange» 

Corr.  math  et  phi/ 1   T.  I.  "  30 


brachte  vermeinte  correctiones  widerlegen  und  behaupten 
wollen,  dass  dièse  Finsterniss  allbier  nur  partialis  seyn 
wûrde.  Die  nacb  den  ubrigen  tabulis  lunaribus  angestellten 
Rcchnungen  baben  sowohl  im  Ànfang  als  Ende  um  2,  3  ja 
bis  auf  10  Minuten  gefehlt.  Uebermorgen  werde  ich  sehen, 
wie  genau  meine  Rechnung  bey  der  Mondfinsterniss  ein 
treffen  wird. 

Was  die  Formul  8n>  2  =t  (2  ±  2)'*1  +  d +Q  betrift, 
so  kann  ich  zwar  keinen  casum  in  contrarium  entdecken, 
ich  sehe  aber  docb  die  Wabrheit  davon  nicht  ein.  Hingegen 
kann  ich  dièse  Formul  8a  +  i  =  (i  ±  t)V  -f  (1  ± 
nicbt  zugeben,  wofern  dieselbe  ao  viel  anzeigen  soll,  dan 
eine  jede  Zahl  von  dièse r  Form  8n-|-l  allzeit  in  drey  der- 
gleichen  quadrata  zertheilet  werden  kônne,  wovon  zwey 
zugleich  potestates  binarii  seyen,  cyphra  non  excMisa.  Denn 
wenn  8n  +  1=217,  so  findet  dièse  Formn!  nicht  Statt. 

Wenn  es  gewîss,  dass  8n  +  Ô  =  (l  ±  l)***i+'Û+a 
éo  folget  von  selbsten,  dass  kn+  i  —(1  ±  I)*"**  +  D-f  □, 

wenn  man  nur  jene  durcb  2  dividirt,  weil-^i-?  zzd-f-D- 

An  der  Wabrheit  dieser  gedoppelten  Formul  kn  3  zz 
2aa  +  hbb  +  ce  +  2=2,4.4  +  kBB-\-CC  und  dass  all- 
zeit seyn  kônné  A  zzz  a  -f- 1 ,  finde  ich  keine  Ursach  zu  zwei- 
feln;  ich  kann  aber  eben  so  wenig  den  Grund  davon  ein- 
sehen.  Indessen  sind  solche  Sâtze ,  welche  durch  kein 
Excmpel  refutirt  werden  kônnen,  freylich  um  so  viel  mehr 
merkwùrdig. 

Fur  die  gutige  Communication  der  Demonstrationen  der 
mir  letzt  ùberschriebetien  schônen  Eigenschaften  der  Zahlen 
sage  ich  allerschuldigsten  Dank,  und  es  freut  mich  nicht  we- 
nig, dass  die  selbenmit  denen,  so  ich  herausgebracbt,  so  schôn 
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Dîe  Introductio  in  analysin  intinitoram ,  welehe  Itiir  die 
Ehre  gegeben  Ëw.  zu  prnesentiren ,  îst  action  seit  drey  Jah- 
ren  onter  der  Press  gewesen  und  anjetzo  wird  von  Mr. 
Bousquet  vneine  Abhandlung  vom  Calcule  dhTerentialt  ge- 
drackt. 

Weil  die  KaiseH.  Akadfmie  der  Wissenschaften  mren 
Anspruch  auf  mcine  Scientiam  ftavalem  erneuert,  so  habe 
ich  letztenl  das  gan*e  Werk  an  de»  Herm  Prisidenten  E*c. 
ûberechicket  und  ersuchc  Ew  bey  Gclcgenhcit  etwan  den 
Druck  dcrselben  durcb  Vorttellungen  bey  dem  Hn.  Schu- 
macher gàtigtt  betfhlcunigen  eu  helfen;  insonderheit  da  in 
de*  Hn.  Bouguer's  Werk  von  dieser  Materie  schon  ziemlich 
viel  entiialten,  was  ich  daruber  herauagebracht  habe,  und 
da  meine  principia,  worauf  die  ganze  Sache  beruhct,  je 
langer  je  mehr  bekannt  werden,  so  befùrchte  ich,  dass  gar 
Ailes  anderwârts  herauskommen  môchte,  wenn  dcr  Druck 
meine*  Werks  nicht  bald  zu  Stande  kommt.  Von  dem  er- 
wàhnten  neuen  Planeten,  welcher  aile  k  Jahre  seinen  Lauf 
vollenden  soll,  ist  nicht  nur  nichts  Neues  entdeckt  worden, 
sondern  ich  bin  versichert,  dass  der  Auctor  dcssclben  nicht 
genugsam  in  der  theoria  planetarum  et  comctarum  erfahren 
gewesen,  dass  er  aus  den  Observationen  cinen  solchcn  Schluss 
hàtte  machen  kônnen. 

Nachdem  ich  den  locurn  Mercurii  auf  die  Zeit  des  Co- 
meten  A.  17H  genauer  berechnet,  so  habe  gefundcn,  dass 
derselbe  dem  Gometen  nicht  so  nahe  gewesen,  als  ich  an- 
fànglich  gemeinet  batte,  und  dass  folglich  in  seinem  Lauf 
keine  Altération  hat  entstehen  kônnen. 

Wenn  die  4  latera  trapezii  also  durch  Zahlen  ausgedruckt 
werden,  dass  eines  ein  numéros  impariter  par,  die  drey 
ubrigen  aber  numcri  impares  sind,  so  wird  die  summa  qua- 
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dratorum  laterum  eine  solche  Zahl  Sn  -f-  7  »  und  kann  folg- 
lich  rationaliter  niclit  in  drey  qu  ad  rata  resolvirt  werden. 

Ew.  dubium  gegen  die  figurant  curvae,  deren  normalis 
curvam  secans  allenthalben  constant  ist,  kann  ich  nicht  genug 
einsehen.  Es  sey  (Fig.  31)  EAF  eine  solche  curva,  wo  die  recta 
utrinque  normalis  EF~2a,  die  abscissa  ÂP  z=z  x,  die  ap- 
plicata  PE=y,  und  P  eine  functio  rationalis  von  p,  so 

habe  gcfunden,  dass  x  =/pdP  —      \prf  ™dy  —  P-\- 
— y  Hieraus  wird  —  und  folglich  die  applicata  y 

ma xima,  wenn^— :0,  d.  i.  wenn  p  —  oo.  Nun  kann  aber 

fur  P  eine  solche  functio  von  p  angenommen  werden,  dass 
in  diesem  Fall  eben  nicht  wird  P  ~  —  ap  -\-  aV (l  -\-pp), 
oder  PzzlO,  weil  p~oo.  Hingegen  wird  die  applicata 
maxima  seyn  =P-f  c,  wenn  in  P  gesetzt  wird  p  —  oo, 
und  die  abscissa  wird  xtzfpdP. 

Eu  1er. 


Digitized  by  Google 


—    V75  — 


LETTRE  CXX. 


G  OLDBACH  à  ElJLER. 
SoMMliil   Réponse  à  U  lettre  précédente.    Deux  théorème»  de 


St.  Petersburg  d.  7.  Septembar  1748. 

Die  in  Gharten  vorgestellte  Sonnenfinsterniss  und  die  dazu 
gchôrige  gedruckte  Beschreibung  sind  mir  Tages  zuvor  und 
also  noch  zu  rechter  Zeit  eingehàndigt  worden,  vor  deren 
Uebersendung  ich  Ew.  si-buldigsten  Dank  sage,  wie  ich  denn 
Deroselben  zugleich  zu  der  genauen  Uebereinstimmung  die- 
ser  Sonnenfinsterniss  mit  Dero  tabulis  astronomicis  von  Her- 
zen  gratulire  und  ein  Gleicbes  von  der  letztverwichenen 
Mondfinsterniss  zu  erfabren  hofle.  Ich  habe  auch  niebt  un- 
tcrlassen  gebôrigen  Ortes  die  verlangte  Erinnerung  wegen 
der  Scientiae  navalis  zu  thun,  und  zuvcrlàssig  vernommen, 
dass  man,  wie  mir  schon  vorhero  bekannt  war,  und  Ew. 
ohne  Zweifel  bereits  von  Andern  werden  erfabren  haben, 

♦ 

mit  dem  Druck  dièses  Werkes  eifrigst  fortfàhrt. 
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Die  fur  8n  -\-  1  angegebene  Formul  ist  allcrdings  un- 
rithtig;  ich  habe  aber  bey  Gelegenheit  des  theorematis  Fer- 
matianî  noch  bemerket,  dass  gleichwie  ein  jedes  quadratum 
impar,  oder  radicis  impariter  paris,  dummodo  minus  sît 
quam  8m-|~7,  dièse  Eigenschaft  bat,  dass  es  eines  von  den 
vier  quadratis  ist,  deren  aggregatum  :z:8m-|-7;  also  auch 
ein  jedes  quadratum  impar,  oder  radicis  pariter  paris,  dum- 
modo sit  minus  quam  8m  -f  3,  dièse  Eigenschaft  bat,  dass 
«•s  eines  von  den  vier  quadratis  ist,  deren  summa  =  8m-|-3. 
Weil  nun  0  unter  die  quadrajta,  pariter  paria  mit  gerechnet 
werden  kann,  so  geachiehet  es  glcichsam  per  accidens,  dass 
aile  numeri  8m-|-3  auch  a  us  drey  quadratis  imparibus  al- 
lein  besteben  kônnen.  Wcnn  man  ein  quadratum  par  dure  h 
□,  und  ein  quadratum  impar  durch  Q,  ein  quadratum  ambi- 
guum  aber,  so  diversQ  respectu  par  oder  impar  seyu  kann, 
durch  □  oder  Q  andeutet,  so  làsset  sich  dièses  ailes  dureb 
folgende  Formul  exprimiren 

+  □  +  □  +  □  -8'"  +  5  ±2, 
allwo  vor        in  casu  signi  superioris  -|-,  ein  quadratum 
impar,  in  casu  signi  inferioris  —  aber.  ein  quadratum  par 
zu  verstehen  ist 

Ich  habe  auch  observiret,  dass  wcnn  man  setzet 
2(2*  +  l)*  +  *66  +  (2c^  !)•;=:**-  X 
und  8n  —  6  =  2(2^4  +  kBB  +  kÇÇ,  posito  pro  n 

numéro  eodem  integro  positivo,  alsdann  allezeit  genommen 
werden  kônne  Bzzb.  Es  scy  z.  Ex.  n~29*  so  kann  bei- 
den  Aequationen  ein  Gciiùge  geschehen,  wenn  man  setzet 
B=ib=i  k,  denn  es  wird  2.1  +  1C| W  ^  115  und 
2.*9  i  *.16  -j-  k  it  —  226. 

Was  die  curvas,  deren  normalis  curvam  secaus  allent- 
halben  constant  ist,  anlangt,  so  bin  ich  (fer  Meinung,  dass 
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wenn  in  denselben  ein  axis  curvam  in  duas  partes  similes  et 
quales  dividens  =  2a  angenommen  wird.  die  applicata  ma- 
xima  nicht  anders  aU  —  o  seyn  kônne,  und  dièses  aus  folgendcr 
Ursachc:  Sit  (Fig.  33)  axis  AB  —  2q;  sit  normalis  in  axem 
incidens  ER  —  a —  u,  erit  normalis  ab  axe  reflexa  RF  sub 
eodem  angulo  (FRB-=z  ERA)~a  -f-  u.  Cum  igitur  in  casu, 
quo  normalis  fit  perpendicularis  ad  axem,  quantitas  varia* 
bilis  u  fiât  —  0,  adeoque  ipsa  normalis  zza,  applicata  vero 
maxima  nihil  aliud  sit  nisi  normalis  ad  axem  perpendicu- 
laris, sequitur  applicaUm  maximam  in  omnibus  istis  curvis 
esse  ~  a.  Dahero  sebe  icb  nicbt,  wie  die  applicata  maxima 
—  a-\-P  seyn  kônne,  ohne  dass  P  —  0  sey. 

Goldbacb. 
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LETTRE  CXXI. 


EtJLER   k  GoLDBACH. 
Somuaidk    £rlîp»e*  du  soleil  et  de  la  lune.   Travaui  dioptriqur»  d'Kuler 


Berlin  cL  la.  October  174* 

Die  letzte  Sonnenfinsternis*  ist  zwar  mit  meinen  neuen  ta- 
bulis  lunaribu»  genauer  ùbereingekommen ,  al»  mit  allcn 
andern  und  auch  denjenigen,  welche  fur  die  richtigsten  gc- 
halten  werden,  c»  fand  »ich  aber  doch  ein  geringer  Unter- 
•chied  von  ungefàhr  einer  Minute  in  der  Zeit,  und  der  an- 
nulus  dauerte  nicht  ao  lang,  als  ich  nach  meiner  Rechnung 
gefunden  batte.  Der  erstere  Febler  kommt  theil»  von  der 
noch  niebt  genugsain  genau  bestimmten  differentia  mendia 
norum  von  Berlin  und  Pari*,  theiU  von  der  noch  in  den 
Tabellen  aelbst  betfndlichen  kleinen  Unrichtigkeit  her,  wel- 
che ich  mir  zu  heben  nicht  getraue,  denn  ich  habe  die  elc- 
menta  meiner  Tabellen  aiisser  der  Théorie,  auf  obier  vationc» 
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eclipsium  funarium  gegrrindet ,  iiber  deren  moine  n  ta  man 
nicht  wohl  auf  eine  Minute  gewiss  seyn  kann.  Es  lasst  sich 
nehmlich  wegen  der  penumbrae  weder  der  Anfang  noch  dat 
Ende  einer  Mondfinsterniss  so  genau  besimmen,  dass  man 
nicht  noch  um  eine  Minute  oder  mehr  fehlen  sollte.  Wa» 
die  Dauer  de»  annuli  anlangt,  so  batte  ich  mit  den  meisten 
astronomis  die  parallaxin  lunae  zu  gross  angenommen, 
allein  eben  dièse  Finsterniss  hat  mich  in  den  Stand  gesetzt, 
dièse  parallaxin  auf  das  Genaueste  zu  bestimmen,  welche 
ich  um  mehr  als  l'  kleiner  befunden,  als  sie  in  den  tabulis 
Cassinianis  angcsetzt  wird,  und  M.  le  Monnier  hat  auch 
wirklich  gefunden,  dass  die  parallaxis  lunae  um  ein  Merk 
liches  kleiner  sey ,  als  bisher  die  astronomi  geglauhet,  wo- 
durch  ich  in  meiner  Conception  um  so  viel  mehr  bestârket 
werde.  Hieraus  habe  ich  in  meinen  Tabellen  den  Àrticul 
von  der  parallaxi  corrigirt,  und  hoffe  inskunftige,  was  dicsen 
Punkt  betrifft,  in  Bestimmung  der  Pinsternisse  gar  nicht 
mehr  zu  fehlen. 

Die  letzte  Mondfinsterniss  haben  wir  auch  hier  mit  allem 
Flciss  beobachtet.  Nach  meiner  Rechnung  sollte  sich  dieselbe 
d.  8.  Augusti  alsd  zutragen:  ï.  der  Anfang  um  11*  3'  53', 
II.  das  Ende  13*  16'  52".  In  der  Observation  seibst  war  der 
Unterschied  zwischcn  umbra  und  penumbra  sO  geringH  dass 
man  bcy  etlichen  Minutent  weder  vom  wahren  Anfang  noch 
vom  wahren  Ende  gewiss  seyn  konnte.  Es  schten  uns  aber  der 
Anfang  um  11*  V  à  5',  das  Ende  aber  um  13*  il'  à  Ifr' 
geschehen  zu  seyn.  Andere  haben  dièse  beyden  momenta 
meils  frùher  theils  spater  estimirt.  fch  habe  in  ciner  ver-' 
tinsterten  Kammer  meines  Hauses  das  Bild  des  Mondes 
durch  cinen  lOsrhtihigen  tubum  auf  ein  weisses  Papier  fal- 
len  lassen,  worauf  sich  der  Mond  m\\  allèn  Fteckert  sehr 
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deutlich  praesentirt,  und  ich  habe  den  Anfang  der  Pinster- 
ni&s  angeachrieben ,  als  ich  auf  dem  Papier  nicbt  mehr  den 
Rand  de»  Monde»  gant  erblickte,  das  Ende  aher  aïs  der 
Bord  wiederum  rund  herum  ganz  erschien,  wobei  au  mer- 
ken ,  dass  wean  die  Vorstellung  des  Bilds  stàrker  oder 
sehwâeher  gewescu  wàre,  boy  de  momenta  fruher  oder  spàter 
bemerket  seyn  wurden.  Deun  wenn  ma*  durch  don  tubuai 
grad  gegen  den  Moud  sahe,  sa  honnie  m  au  auch  bey  der 
9tark»ten  Vernnsterung  den  verfinaicrten  Theil  erkenoen, 
als  welcjber  von  don  durch  die  Atmosphaor  der  Erde  durch- 
gedrungenen  Lichtstrahlen  noch  orleuchtet  wurde,  Der  ver- 
finsterte  Theil  des  Monds  »chien  aucb  ein  S*uck  von  einem 
kleinern  Gircul  zu  seyn,  als  der  crleuchtete,  wovon  ans  an- 
gefiihrtem  Grnnd  die  Ursach  ganz  klar  tst,  denn  die  dureh  die 
Atmosphaer  der  Erde  gegangone»  Strablen  waren  zu  schvrach, 
den  Rand  dv&  Monds.  auf  weleben  aie  so  sebief  auffielen. 
zu  erleuchten,  dabero  wir  lûcht  den  ganzen  verfin»tcrten 
Theil  erblicken  konnten. 

Die  Observation,  dass  8m4- 5  +  2:^;  *B4-Q  -f  □  -}-□ 
konimt  mir  sebr  merkwùrdig  vor,  und  icb  vermuthe,  dast 
dièse  Betracbtungen  endjieh  zur  wahren  Quelle,  woraua 
dièse  Eigenachaften  fliessen,  leiten  werden.  Icb  habe  jetzt 
wegen  anderer  Geschàfte  seit  einiger  Zeit  ùber  dièse  Materie 
nicbt  mehr  denken  konnen;  und  anjetzo  bin  icb  bemubet 
einen  Eiofall  ins  Wcrk  au  rkhtoa,  welebe*  ich  gehabt,  um 
solcbe  Objecbvglaser  zu  verfertigen,  wejche  eben  den  Dienst 
leistea  «ollen,  als  die  Spiegel  in  den  tubis  Newtonianis  und 
Gregorianis.  Der  Fehler  der  gewôbnlicben  Objectivglàser 
ruhret  nur  daher,  dass  die  Lif  htstrahlen  nicbt  eineriey  Re- 
fraction leiden  und  also  z.  Ex.  die  rothen  Strablen  einen 
andem  focum  formiren   als  die  blauen.    Dahingegen  von 
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euiem  Spiegel  aHe  Straklen  in  tben  dentelben  foeum  reflec- 
tirt  werden.  Dicter  Untertchied  zwbcben  den  focis  der  ro- 
tben  und  blauen  Straklen  wird  aueh  u»  so  vkl  gratter,  je 
weiter  dietelben  vora  Glas  entfernt  sind,  und  bey  einero 
Objectivglat  von  27  Schuh,  falll  der  rothe  focus  einen  gan» 
zen  Schtik  weiter  ait  der  blaue,  woraut  die  CJndeutHckkcit 
und  die  Farben  der  durcb  lange  tubot  gesehenen  objecter 
rum  enttpringen.  Wenn  man  alto  tolche  Objectivglàter  ver- 
fertigen  konnte,  welebe  aile  Strahlen  in  einen  gemeinen 
focum  zuunimenwùrfen ,  ao  wùrde  man  von  dentelben  eben 
diejenigen  Vortbeile  eu  gewarten  baben,  ait  ven  den  Spie- 
gela.  Dietct  iti  aber  ni  dit  môglich  mit  blottem  Glat  zu  be- 
werkatelligen.  Dakero  bin  ich  auf  die  Gedanken  geiallen,  oi> 
et  nicht  môglick  vwàre  aus  Glat  und  Waaser  oder  zwey 
andern  vertekiedenen  durcbsiohtegwn  Materien  sole  lie  lentet 
objectivât  su  verfertigen,  und  zweifelte  hieran  un  to  viel 
weniger,  da  wir  tehen,  datt  in  den  Augen,  welche  aut  ver- 
tcbiedenen  durchti(  htigen  Gôrpern  bettehen,  eine  tolche  Un- 
deutlirhkeit  wegen  der  vertchiedencn  Brcchung  der  Lîcht- 
ttrahlen  nicht  wahrgenommen  wird.  Ich  habe  mir  dabero 
eine  tolche  lentem  compotttanfc  ««ffgettcllt  (Fig.  3*),  to  aut 
zwey  Glâtcrn  abba,  edde  und  dem  Zwitcbenraum  bccb  mit 
Watter  angefùllt  bettehen  toll. 

Nacbdem  ich  die  radiot  der  Krùmmungen  oo,  bb,  ce,  dd 
generaliter  durch  die  Buchttaben  a,  b,  c,  d  bemerket,  so 
habe  ich  ex  lege  refractionit  erttlich  die  dittantiam  foci  a 
radiit  rubrit  formati,  und  dann  die  dittantiam  foci  a  radiit 
violaceit  formati  getuchet.  Hernach  habe  ich  diète  beyden 
exprettiouet  einander  gleich  getetzt  uud  daraut  die  Verhàlt 
nitt  zwischen  den  radiit  a,  b,  c,  d  beat i minet.  Die  Solution 
fiel  dahin  aut,  datt  beyde  Glàtcr  menuet  teyn  mùtten,  von 
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welchen  sich  der  radius  faciei  convexae  zum  radius  faciei 
concavae  verhalte  wie  23  zu  10.  Solche  meniscos  habe  ich 
mir  schon  verschiedene  schleifen  lassen;  es  findet  sich  aber 
noch  dièse  Schwierigkeit,  dass  das  Glas  nicht  eben  die  Figur, 
welche  die  Schùssel  liât,  auf  das  Genaueste  bekommt.  Gleich- 
wohl  kann  ich  schon  von  solchen  Objectivglàsern  einen  merk- 
lichen  Vortheil  spùren.  Ich  werde  aber  nocli  mehrere  solche 
menisoos  verfertigen  lassen  uni  zu  sehen,  ob  etwan  casu  die 
erforderte  Proportion  naher  getroffen  wird. 

Ew.  haben  vollkommen  Recht,  dass  in  den  curvis,  de- 
ren  normales  sécantes  allenthalben  constantes  sind,  die  ma- 
xima  applicata  ad  diametrum  curvae  relata  der  Halfte  jener 
quantitatis  constantis  gleich  seyn  musse.  Die  Sache  kommt 
also  nur  darauf  an,  ob  in  diesen  curvis  immer  ein  solcher 
axis  curvam  in  duas  partes  similes  et  aequales  secans  Platz 
finde?  welche  Frage  ich  nicht  mit  ja  béant  worten  kann. 

Euler. 


Digitized  by  Google 


LETTRÉ  CXXII. 

mm*  «  » 

•».♦♦»■».-, 

.    ;     .  GoLDBACH  à  EULER. 

Sommaire    Courbe  eatoptrique.   Théorème  d'analyse  indéterminée. 
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Moscau  d.  lO   Febraar  174». 

•  •  *  *  *  m  m 

Das  Vornehmste  t  so  ich .  jetzo  hey  der  curva  catoptrica  an- 
zumerken  habe,  bestebet  In  Folgendem: 

Wenn  (Fig.  35)  die  Catoptrica,  deren  axis  ABma  ist,  com- 
pendii  causa  die  curva  A,  und  . die  curva  buic  respondens,  deren 
axis  a/3  — 2a  ist,  und  welche  dièse  Eigenschaft  ha.t,  dan  aile 

normales  curvam  sécantes  auch  —  2a  sind,  die  curva  a  gc- 

■  •.     •  .  _  • 

nannt  wird,  so  wird  dièse  curva  a,  wëil  sie  allczuit  einen 
axem  hat,  welcher  der  axis  AB  utrinque  continuatus  ist,  zur 
applicata  maxima  ad  axem  baben  Eft—a.  Hieraus  ziehe  icb. 
durch   ein   sehr   simples  raisonnement  nachfolgende  zwey 
corollaria:  .  ' 


I.  Si  distantia  verticis  A  a  puncto  radiante  C  vocetur  b, 
et  absrissa  CH  ait  —  x,  applicata  huic  abscissae  respondens 
MR  —  yt  datae  pcr  x,  semper  invenietur  spatium  intercep- 
tum  CR  maximum,  si  ponatur  CR  —  x  —  V(aa — '2aj). 

II.  Si  in  axe  curvae  a  sumatur  aFzz.  F  fi  —  a ,  erit  in 
curva  A  spatium  CF~a — 2  b  minimum  omnium,  inter 
punctum  radians  C  et  radium  ad  axem  rellexum  intercep- 
torum,  ita  ut  locus  radiorum  ad  axem  reflexorum  sit  inter 
F  et  R. 

Uebrigens  habe  ich  auch  bemerket,  dais  so  oft  in  dieser 
Aequation  aa  -f  fi  fi  +  yy  +  -h  *  =  AA  +  BB  +  CC 
aile  numeri  integri,  qui  his  litteris  designantur,  bekannt 
sind,  in  der  folgenden  Aequation 

aa  +  fifi  +  yy  +  dd+S—PP  +  QQ  +  RR  +  SS 
die  numeri  P,  Q,  R,  S  angegeben  werden  kônnen.  Sit 
ex.  gr.  a— 3,  fi— 5,  y  =  7,  5  =  3,  A— 3,  B~ 3,  Cz=9, 
erunt  P  =  3,  Q  —  3,  R~d,  S  —  \. 

Goldbarh. 
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LETTRE  CXXIII. 

- 

.     EULER    à  GOLDBACH. 
S  o  m  u  a  i  r  K.   Recherches  uTtfrieures  sur  I*  courbe  CAto,.lrlque 


Berlin  d.  4.  M«rt  «7»n. 

lVeil  es  liey  dcr  bekannten  ciirva  catoptrica  darauf  ankomnit, 
dass  maTi  eine  curvam  finde,  dcren  normales  utrinque  sécan- 
te» allenthalben  constantis  magnittfdinit  seyen  ,  so  habe  in 
beygefûgter  Figur  (Fig.  H),  eine  softche  curvam  CMEAD^SBEC 
mit  allem  Fleiss  aufgcrissen,  in  welclier  aile  diesc  normales, 
CD,  MN,  IB,  EE,  AK  gleich  gross  sind,  und  merke  da- 
bey  zuvôrderst  an,  dass  es  auch  solçbe  curvas  gebe,  welebe 
gar  keinen  diametrum  haberr;  von  der  beygefugten  aher  ist 
CD  ein  diameter.  Hat  man  eine  solcbe  curvam  gefunden, 
so  kann  man  nach  Belieben  das  punctum  radians  /'  èntwe- 
der  im  axe  oder  ausscr  demselben  annehmen  und  daraus 
leicht  die  curvam  catoptricam  GZH  beschreiben.    Man  zïeht 
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néhmlich  au»  dem  punrto  radiante  F  ad  quodvis  curvae 
prions  punctum  M,  die  Linie  FM,  schneidet  diesel  ho  in  T 
in  zwey  gleichc  Theile,  ricbtet  darauf  in  T  die  Perpendicu- 
larlinie  TL  auf,  bis  sie  die  normalcm  MR  in  L  durcbschnei- 
det,  so  ist  L  cin  punctum  in  der  Gatoptrica  und  LT  die 
tangens  daselhst.  Wenn  nun  dàs  punctum  radians  F  in  dem 
axe  oder  diametro  C  D  curvae  gcneratricis  angenommen 
worden,  so  wird  auch  die  Linie  G  H  ein  diameter  der  cur- 
vae  catoptricae  selbst  seyn;  sonsten  aber,  wenn  F  nicbt 
Wàre  in  axe  CD  genommen  worden,  oder  wenn  die  curva 
generatrix  CAB  gar  keinen  diamctrum  batte,  so  wùrde  sich 
aucb  in  der  curva  catoptrica  fcein  diameter  befinden.  Also  ist 
es  $ewiss,  dass  so  oft  die  curva  catoptrica  GLH  einen  dia- 
metrum hat,  auch  die  curva  generatrix  CAB  ebendenselben 
diametrum  haben  werde,  aber  nicht  vicissim;  und  daherô 

finden  Ew.  Anmerkungen  nur  alsdann  Statt,  wenn  die  curva 

...  .  * 

catoptrica  einen  diametrum  bat. 

Das  punctum  radians  F  mag  angenommen  werden  wo 
man  will,  wenn  màn  durch  dasselbe  ad  curvam  generatricem 
die  normalem  zieht  CFD,  und  die  partes  CF  und  DF  in 
zwey  gleicbe  Theile  schneidet,  so  bekommt  man  die  puncta 
G  und  H  in  der  Catoptrica. 

Wenn  die  curva  generatrix  CAB  einen  diametrum  bat, 
als  CD,  und  Ed  die  grosste  applicata  ist,  weil  Ed  —  dE 
und  ad  curvam  normalis,  so  muss  EE~CD,  und  also 

dE^jCD  seyn.  Es  scy  CD  =  2a,  sô  wird  die  applicata 

niaxima  dE~a.  Wenn  also  .in  der  curva  catoptrica  gesetzt 

>±      '  '■  '>V       "'Il      '  •'*  ..7». 

wird  Fd-=zXi  dq~y,  so  ist 

Fq  =  Eq  z=V  (xxf  yy)  =a  -  y, 
und  folglich  xzz  V  (aa  —  2ay),  wie  Ew.  in  der  ersten  An- 

*     .  •  ■  •  • 
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mcrkung  gcfunden,  und  in  diescm  Fall  ist  das  spatium  Fd 
maximum  vel  minimum  intcr  punetum  radians  F  et  radium 
reflcxum:  in  meincr  Figur  nehmlirh  ist  es  maximum:  es 
wurde  ahcr  minimum  scyn,  wcnn  irli  das  punetum  radians 
F  auf  dcr  andcrn  Seite  gegen  D  angcnommcn  liiiltc.  Gleirh- 
wic  ahcr  in  dcr  Figur  das  spatium  FU  in  Fd  cin  maxi- 
mum wird,  so  ist  liingogen  Fc  dcr  valor  minium»  dcssclhcn. 
wcnn  cC  dcr  radius  osculi  curvac  gcneratrieis  in  G,  und 
folglieh  cD  dcr  radius  osculi  in  D  ist.  Also  fallt  dicscr 
Punct  c  nicht  notliwcndig  in  die  Alitte  des  diametri  CD; 
viclinehr  wird  aus  Folgcndein  erhcllen,  dass  dicscr  J)u net  c 
nicmal  in  die  Mitte  dcr  Linic  CD  falle,  aïs  wcnn  die  curva 
gencratrix  CAD  cin  Circul  ist,  in  welchem  Fall  die  catop- 
trica  cine  ellipsis  wird.  Dcnn  wcnn  die  curva  gencratrix  in 
se  rediens  et  quasi  cireuliformis  scyn  soll,  so  muss  ihre  evo- 
Iuta  cab  cine  curva  tricuspidata  scyn,  derglcichcn  uncndlieli 
viel  gcfunden  werden  konnen  ,  sowohl  triangulis  aequila- 
teris  als  scalcnis  inscriptihilcs.  Ilicbey  ist  merkwùrdig,  dass 
wcnn  man  eine  solche  curvam  tricuspidatam  ahc  gcfunden, 
aus  derselben  Evolution,  naclidcm  man  den  Fadcn  langer 
oder  kiïrzer  annimmt,  uncndlieli  viel  curvac  génératrices 
CAB  beschrieben  werden  konnen.  Deun  wcnn  Ce  nach  Be- 
licbcn  angenommen  wird,  so  ist  iminer  ni  M  —  Ce  -j-  cm 
und  bL—Cc-\-cmb,  Jo  —  Ce  -\-  emb  —  adb  und  c  D  = 
Ce  emb  -\-  a  ne  —  adb.  Weil  nun  emb  -(-  anc  notliwcndig 
grosscr  ist  als  adb,  so  kann  auch  cD  nimmer  dem  Ce 
gleicb  werden,  folglicb  das  Punct  c  nicht  in  die  Mitte  von 
CD  fallcn. 

Um  cin  Excmpel  von  cincr  solchcn  curva  tricuspidata  EU 
geben,  wclehe  reetiticabcl  ist,  damit  sowohl  die  curvac  gé- 
nératrices als  catoptricac  algebraicac  werden,  so  sey  cp—f, 

(\>rr.  mulh.  rt  phin    V  I.  «1 1 
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pm  =  u  und  man  nehmc  <  =  5^|+'y°  und  tt=z:(T^i, 

woraus  wenn  man  /;  eliminirt  eine  Aequation  von  seebs  Di- 
mcnsioncn  buu(tt  f-  mm)*  —  12c£mm  (ww  -f  dit)  —  2V3cc*4 

entspringt,  darin  ist  ^-z=p.   Pro  puncto  d  ist  p  =  0,  und 

also  c</zr3e.    Dièse  eurva  ist  triangulo  aequilatero  inserip- 

tibilis,  cnjus  latui  ac  —  ab  —  bc  z=— —  c.    Ferner  ist  dièse 

eurva  rectificabilis,  demi  es  wird  der  arcus 

_  1er  (z-j>p) 
0+/V)' 

und   da   pro   cuspidibus  a  et  b  est  p~±~^t  so  ist  der 

Bogen  cmb~cna  —  adb—Kc.  YVenn  also  genommen  wird 
Ce  ~zz  b  ,   so   wird  cD~b-\-  h- ci  ferner 

wcil  2a  =  26  -|-  bu-  Nun  aner  181  pR~pu—  jj^fp^  U11(* 
Am  =  u  V(l  +pp)  =  -^-r  At  MR  —  a  —  -^Ar;  dal.ero 
Hndet  man  pro  eurva  génératrice  die  abscissa 

und  die  applirata 


2tj 


,2  9 


wobey  ieh  nur  anmcrke,  dass  wenn  man  in  einem  Circul, 
dessen   radius  zz:  o  den  Bogen  (qui  est  mensura 

aniiuli  CRM)  setzt  z=z  s,  so  wird  in  der  eurva  génératrice 
der  an  us  CM  zz  s  -\-     (1  und  also  ist  der  perimeter 
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totius  curvae  CABC  accurat  gleich  (1er  Peripherie  cines 
Circuls,  cujus  diameter  ~  CD.  Dièse  Eigenschaft  ist  allen 
eurvis,  80  ex  evolutione  curvarum  trieuspidatarum  qua- 
runicunque  entstehcn ,  gemein  ,  indem  immer  der  ganze 
pcrimetcr  dcrselben  der  peripheriae  oincs  cirruli  dianietro 
—  CD  descripti  gleich  ist.  Dieser  Circul  ist  in  der  Figur 
punctirt  gczeiehnet.  Der  excessus  areae  circuli  supra  arcam 
curvae  ist  nun  in  gcgcnwàrtigem  Fall  gleich  der  areae  cir- 
culi, eu  jus  diameter  —  c  —  ^  ena  — ~  cd. 

Weil  nun  aus  dieser  einigen  evoluta  abc,  wcUhe  zugleuh 
immer  die  caustica  der  daher  entstehenden  catoptricaruin  ist, 
unendlicli  viel  curvae  génératrices  ABC,  und  aus  jeder  gé- 
nératrice, pro  loco  puncti  radiant»  F  arbitrario,  unentllirh 
viel  ratoptricae  entstehcn,  so  kommen  aus  eincr  caustica  abc 
unendlich  mal  unendlich  viel  catoptricac,  aile  algehraicae. 

Wenn  a1  +  /3*  -f  y%  +  \H  +  \  =  A  2  +  B%  +  C2,  so  ist 
ai  +  fii  +  yi  +  ^-j-Sz^At  +  B^  +  C*  -f(f-  2)\  wel- 
ches  seyn  soll  V%  +  Q2  -f  R*  +  S\  ist  also  uflenbar  Pz=  A, 
Q~By  R  —  C  und  5  =  5  —  2. 

Ru  1er. 
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GOLDBACH   à   E  lî  L  E  R. 
Sommaire.    Suite  sur  la  courbe  entoptrique. 


Moscau  d.  27.  Marx  1749. 

Aus  (1er  von  Ew.  niir  ûbersandten  Figur  sowohl,  als  aus 
dem  casu  der  curvac  tricuspidalis,  triaugulo  acquilatero  in- 
seriptihilis,  kann  icli  nicht  anders  urthcilen,  als  dass  die  amis 
ac,  ab,  cb  nicht  nur  aequalcs  sondern  auch  similes,  und 
die  puncta  d,  m,  ri  curvas  illas  in  duas  partes  acqnales  bi- 
seeantia  scyn  sollcn.  YY'cnn  min  dièses  ist,  so  miisscn  auch 
die  puncta  /  et  K  von  dem  medio  axis  CD  (welches  E\v. 
in  der  Fi«*ur  mit  keinem  Buchstaben  bezeichnet  haben  und 
indessen  r  beissen  kann)  aeque  distautia  seyn,  woraus  denn 
fenier  folget,  dass  die  curva  generatrix  auch  he.vagono  rc- 
gulari  circumsf  riptibilis  scy  und  mit  dem  circulo,  enjus  ra- 
dius est  Cr  in  den  sex  punclis  C,  1,  A,  D,  D,  K  coin- 
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cidiren  musse,  womit  aber  die  ùbersandte  und  bicbcy  zu- 
riickkommende  Figur  (die  mir  wiedcr  zuzuscbicken  bitte) 
nicbt  ùbereinstimint ,  weil  sonst  aile  dièse  puneta  in  dem 
punctirt  gczogencn  Ciroul  stehen  mùssten.  Wcnn  aber 
aurb  die  amis  ab,  bc,  ca  nur  longitudine  aequalcs  und 
niebt  similes  waren,  so  mùsste  nichts  desto  wenigcr  folgcn, 
dass  die  puncta  A,  B,  C  ein  triangulum  aequilaterum,  cir- 
culo,  cujus  radius  est  Cr,  inscriptum,  formiren  und  in 
den  punctirt  gczogenen  Circul  fallen,  dessen  Centruin  r  zu- 
gleich  dcr  Mittelpunct  des  trianguli  aequilateri  ist,  wie  denn 
aucb  ferner  die  distantiac  punetorum  El  und  EU  aequales 
seyn  mùssten ^  welebe  docb  in  dcr  Figur  uni  ein  gar  merk- 
lirbcs  difïeriren.  Dièses  ailes  babc  nur  deswegen  erinnern 
wollen,  damit  Ew.  ùberzeuget  wùrden,  dass  icb  die  mir 
iihersandtc  Figur  nicbt  nur  obenbin  angcseben,  sondera  mit 
einigcr  Attention  (woran  es  mir  oftmals  zu  feblcn  pflcget) 
betrachtet  babc. 

Was  icb  von  den  quadratis  A  A  BB  -\-  CC  etc.  in  mei- 
nem  vorigen  gemcldct  batte,  ist,  wie  icb  ans  Dero  Solution 
ersehc,  von  keiner  Erbcblicbkeit  gcwesen  und  einer  Distrac- 
tion zuzuscbreiben. 

Goldbac  b. 

P.  S.  v.  1.  April  I7V9.  Nacbdem  icb  ungcfàbr  die  cur- 
vam  generatricem  abcrmal  betrachtet,  so  babc  bcfundcn, 
dass  bey  dcr,  von  Ew.  mir  ùhersandten  Figur  nichts  Essen- 
tielles zu  erinnern  seewesen ,  welebes  bev  Zeiten ,  um  Dero- 
sclben  keine  vergebliclie  Miibc  zu  macben,  melden  wollen, 
wobey  nur  noeb  dièses  anmerke,  dass  von  dcr  punctirt 
gezeichneten  enrva  exteriore  (welebe  man  trigibheram  nen- 
nen  kônntcj  cujus  omnes  normales  curvam  sécantes  aequales 


sunt,  die  curva,  normale»  omnes  in  duas  parte»  acquale» 
di  vidons,  wic  die  innere  Figur  anzeiget,  trieuspidalis  ist. 

Die  aequatio  kn  ^  □  -h  V  CD  -H  □  (fdlwo  □  ein 

quadratuin  impar,  □  ein  quadratum  par  bedeutet)  ist  zwar 
allezeit  moglich,  man  kann  aber  fur  Q],  so  eines  von  den 
vier  quadratis  ist,  nicht  ein  jedes  pro  lubitu  annehmen,  wie 
in  dur  acquationc  *a  +  Q4*n  +  Q—  8n  -|-  7  geschiehet, 
alhvo  vor  eines  von  diesen  vier  quadratis  ein  jcdes  quadra- 
tuin <8/i-f-7  gcnommen  werden  kann. 
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LETTRE  CXXV. 

ElJLER   à  GoLDBACH. 
Sommaire.    Suite  des  rerlierrhe»  arithmétiques 


Berlin  d.  12.  A|-ril  1 74». 

Nunmehr  hahe  ieh  endlieh  eincn  biindigen  Beweift  «efunden, 
das»  ein  jeglicher  numerus  prinui»  von  die&er  Form  \n  -)-  1 
cine  tumma  duor.  quadr.  ist.  Es  sey  [2}  das  Zciebcn  der 
Zahlcn,  wclcbe  «ummae  duor.  quadr.  sind,  so  sind  incine 
Sàtze  folgende: 

ï.  Si  an:  [2)  et  b—  [2),  erit  etiam  ab~  [2],  wovon  d<*r 
Beweis  lcicht. 

II.  Si  ab  —  \5\  et  a  —  [2) ,  t*rit  etiam  b—{2).  Hievon  ist 
der  Beweis  sebon  schwerer  und  erfordert  einigo  Siitze 

III.  Summa  duor.  quadr.  aa^-bb,  ubi  a  et  b  coinmunem 
divisorem  non  babeant,  nullos  alios  admiuit  divisores,  nisi 
qui  ip«i  tint  g). 
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IV.  Proposito  numéro  primo  V/i-f-1,  per  eu  m  semper 
u4" —  i  erit  divisibilis,  nisi  ipse  numerus  a  sit  per  V/i-|-l 
divisibilis.  Den  Beweis  hievon  habe  in  den  Commentariis 
Petropolitanis  gegeben. 

V.  Da  a4"  —  1  =  (fl*w-f  \)(a™-~i)f  so  ist  also  entwc 
iler  a'1"  -\-  1  oder  a2" —  1  per  %n-)-l  theilbar.  Konnte  min 
ein  einiger  Fall  angezeigt  werden,  da  niebt  a *n  —  1,  sondern 
aïn  -f  t  dureb  hn  -)-  1  divisibel  wiire,  weil  a2"  +  I  =  [â), 
so  wiirc  per  N.  III  bewiesen,  dass  4- /i  — )—  1  cine  summa  duor. 
cpiadr.  seyn  muss. 

VI.  T/tcorema.  Omnis  numcriu  primus  formae  hn-\-i  est 
summa  duor.  quadr. 

Vcnumstr.  Si  hn-\-i  non  esset  [2],  quia  a4"  —  i,  vel 
etiaiu  u4" —  />4"  per  Vu  -|-  i  «  st  divisibilis  (dummodo  neqne 
«  neque  b  sit  per  V /i  — J—  1  divisibile)  nunquain  a1"  -\-  bïn , 
sed  semper  «2" —  &2"  per  Vu-f-1  esset  divisibile.  Forent 
ergo  seqncntcs  numeri  omnes2a"-l,  32"  — 22",  h2"  —  32n, 
52"  —  V2",  etc.  (quamdiu  radiées  sunt  minores  quam  Vn  +  1) 
per  Vu  -j-  1   divisibiles.   Hoc  est  bujus  progressions  1,  22W, 

3*w,  V-2",  52",  (Vu)2"  dillerentiae  forent  per  4/1-4-1 

divisibiles.  Forent  ergo  quoque  dillerentiae  seeundae  et  ter- 
tiae  et  cpiartae  et  tandem  dillerentiae  ordinis  2u,  quae  sunt 
Constantes,  per  hn  +  1  divisibiles. 

At  ex  doctrina  dillercntiarum  notum  est,  diflferentias  or- 
dinis 2n,  quae  sunt  constantes,  esse  — 1.2  3.1 ...  .2n,  qui 
numerus,  eum  non  sit  divisibilis  per  numerum  primum  V/i-j-l, 
serjuitur  non  omnes  dill'erentias  22"— 1,  32"-2*",  h*"—  32",  etc. 
per  hn  -f-  1  esse  divisibiles;  dabitur  ergo  quaedam  diflfurentia 
a"1"  —  Z>2",  quae  non  erit  per  -Vu  -j-  1  divisibilis,  quare  eum 
û4"-l;4"-(«î"-fi1")(û2fl~^")  semper  sit  per  Vu+I 
divisibilis  (in  série  enim  superiori,    cujus  dillerentias  suui 
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eontemplatus,  termini  tantuni  usque  ad  (2n -\-  î)2n  conti- 
nuantur,  i ta  ut  si t  a  et  6<2n-{-i,  idcoque  nequc  a  neque 
b  per  se  sit  pcr  Vn+  1  divisibilis,  qui  easus  sunt  excepti) 
nccesse  est  ut  hoc  casu  factor  a%n -\-  b2n  sit  per  kn-\-i  di- 
visibilis, qui  eum  sit  [2],  ejus  quoque  divisorcm  kn-|-  1  suui- 
mam  duor.  quadr.  esse  oportet.  Q.  E.  D. 

Dass  eiue  jede  Zahl  eine  sumiua  quatuor  vel  pauciorum 
quadratorum  sey,  kann  ich  beyuahe  beweisen  ;  es  feldt  mil* 
neluulich  nur  uorh  au  eiuer  Proposition,  welehe  dem  crsten 
Ausehcn  naeh  keine  Sehwierigkeit  zu  haben  seheint. 

Dièses  Zcichen  QT]  bedeute  eine  jeglie.be  Zahl,  welehe  eiue 
Suiiim  von  h  odcr  weniger  quadratis  ist,  so  sind  meine 
Siitzc  fol^ende: 

I.  Si  a  —  [ïï]  et  b—  Q»]  erit  quoque  ab  —  \H}.  Iïievou  ist 
der  Bewcis  bùndig,  demi  es  sey  a  zzz  pp  -)-  qq  -\-  rr  -f-  ss 
und  b  —  xx  -f-yy  -f  zz-\-vv,  30  wird 

ab  —  (px  -j-  qy  -f-  rz  -f  sv)%  -f  (py  — qxzt  rt'  +  ss)2  -|- 
(/>s  ij=  /7c —  r.x  ±  s  y)*  -\-  (pv  ±  qz  +  ry  —  sx)2  —  Q7]. 

II.  Si  ab—\û]  et  a  zzz  [û],  erit  etiam  bzzj]*].  Dièses  ist 
der  Satz,  worauf  die  ganze  Sach  beruhet,  und  den  ieh 
noch  nieht  beweisen  kann. 

III.  Coroll.  (Dièses  Zeiehen  zn  soll  naeh  E\v.  negationcm 
aequalitatis  bcdeuten).  Si  ergo  ab  zzz  (T]  et  a  zzz  Qi] ,  tum 
etiam  bzzzïjT}.  Si  cnim  esset  b—\Jt},  per  II.  foret  quoque 
«  —  Qf]  contra  hyp. 

IV.  Si  omnes  numeri  primi  essent  formae  (7T),  tune  om- 
ncs  omnino  numeri  in  bac  forma  contincrentur.  Manifesta  m 
est  ex  N.  I,  unde  dcmonstratio  propositi  ad  numéros  tan- 
tum  primos  revoeatur. 

V.  Proposito  numéro  primo  quoeunquc  p,  scmper  datur 
numcrus  formae  aa  -\-  bb  -f-  cc-\-dd  per  p  divisibilis,  ita  ut 
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niillus  numerorum  a,  b,  c,  d  seorsim  per  p  sit  divisibilis. 
Ich  kann  ncbmlich  bcweisen,  dass  es  allzeit  solcbe  Zahlen 
q q  — |—  bb  — |—  ce  -\-  dd ,  und  das  uncndlich  viel  gibt,  obsebon 
icb  in  génère  keine  davon  anzuzeigen  vermôgend  bin.  Der 
Bewcis  davon  ist  insbesondere  merkwiirdig,  aber  etwas  weit- 
laufig  und  kann  auf  Bclieben  den  Inbalt  cines  ganzen  Briefes 
inskùnftige  abgeben. 

VI.  Si  a  a  -f  bb-\-cc-\-dd  per  p  est  divisibile,  quantumvis 
numeri  a,  b,  c,  d  sint  magni,  semper  exbiberi  potest  similis 
forma  xx -\- yy -\- zz -\-99  per  p  divisibilis,  ita  ut  singuli 
numeri  x,  y,  z,  v  semisse  ipsius  p  non  sint  majores. 

Demonslr.  Erit  enim  a  ap  ±  x,  bz^fïp  ±  y,  c  — 
yp±  z,  d  —  rfy±  ^  atque  x,  y,  z,  v  erunt  numeri  non  ma- 
jores quam  y  p.    Cum  igitur  sit  a  a  -f-  bb  +  ce  +  dd  =: 

(««  +  fi  fi  +  y  y  +        ±  2p  (ax  +  Py  +  rz  +  *v)  + 

xx-\- yy  -f  zz  -f  vv  haecque  forma  per  p  divisibilis  existât, 
ob  duo  priora  membra  jam  sponte  per  p  divisibilia,  necesse 
est  ut  ultimum  membrum  xx  +  yy  -\-  zz  -j-  vv  quoque  per 
p  sit  divisibile. 

VII.  Si  p  est  numerus  primus  ideoque  impar,  erunt  sin- 
guli numeri  x,  y,  z,  v  minores  quam  yp,  ideoque 

+  yy  +  zz  +  vv  <  k  •  -  p*  <pa. 

VIII.  Si  p  est  numerus  primus,  certe  erit  summa  qua- 
tuor quadratorum  vel  pauciorum. 

Demonstr.  Per  N.  VI  datur  numerus  an-\-bb-\- ce  -|-  dd 
per  p  divisibilis,  ac  per  N.  VII  dabitur  etiam  numerus 
xx  -|-  y  y  -\-  zz  -\~  9V  per  p  divisibilis,  ita  ut  sit 

xx  -f  yy  -f-  zz  -f  vv<pp 
Quodsi  jam  darentur  numeri  =c  (¥) ,  existeret  horum  nume- 
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rorum  minimus,  qui  sit  —p,  ita  ut  sit  p  minimus  eorum 
numerorurm  qui  in  quatuor  quadrata  sunt  irresolubiles,  (hic 
scmper  de  numcris  intcgris  est  sermo).  Sit  igitur 

xx  -\-  y  y  -\-  zz  -\-  vv  —  [h]  —prf, 
et  quia  per  hyp.  p  nz  Qj] ,  foret  quoque  q  zn  QT)  ,  at  pq  <  pp, 
idcoque  q<.p,  ac  propterea  haberetur  numerus  q  minor 
quam  p,  qui  esset  m  [5] ,  contra  hypoth.  Nullus  ergo  datur 
numerus  minimus  in  quatuor  quadrata  irresolubilis,  idcoque 
nullus  plane  datur  numerus  zn  [':]},  ac  pcr  consequens  omnis 
numerus  p—[û}. 

Wcil  ich  nicbt  zweifle,  dass  dièse  demonstrationes  Ew.  nicbt 
gefallen  solltcn ,  so  bitte  dicselben  Dero  Aufmerksamkeit  zu 
wiirdigen. 

In  meinen  Umstiindcn  ist  seit  der  Zeit  nichts  verander- 
licbes  vorgefallcn,  als  dass  ich  diescr  Tage  in  einer  Lotterie 
600  Rthlr.  gewonnen,  wclches  also  eben  so  gut  ist,  als  wenn 
ich  dièses  Jahr  einen  Pariscr  Preis  gewonnen  batte. 

E  u  I  e  r. 
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LETTRE  CXXVI. 

EULER   à   G  OLDBACH. 
Sommaire.  Courbe  catoptrique.  Recherches  arithmétiques.  Suite. 


Berlin  d.  15.  A|>rîl  1749. 

Hiebey  hahe  die  Elire,  meine  Figur  von  den  rurvis  cata- 
rausticis  wiedcrum  zuriïckzusenden,  und  weil  dieselbc  niclit 
aceurat  gcnug  geratbcn,  indcm  frcylich  die  Btigen  AE  und 
BE,  wie  Ew.  angemerkt,  glcicb  scyn  solltcn,  so  fiige  noch 
einc  andere  Figur  binzu  (Fig.  37),  welebe  ich  mit  mchrerem 
Fleisse  aufgezeiclmet.  Indcssen  ist,  wie  in  der  vorigcn,  die 
curva  trieuspidata  abc  aequilatera  und  die  drey  partes  adb, 
bmc,  cna  miter  sicb  aequales  et  similes.  Dièse  curva  liât  aUo 
ein  eentrum  in  0,  welcbcs  das  centrum  circuli  triangulo  abc 
cirruniftcripti  ist.  Dièses  Punct  0  ist  aber  niclit  das  Miti«l- 
juuu  t  der  Linic  CD,   wclcbes  Ew.  mit  dcm  Bucbstabcn  r 
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and eut  en  wollcn,  denn  ans  der  Natur  der  Evolution  îst  CD 
der  Faden,  welrber  vorber  um  den  Bogen  cna  gclegen  und 
bis  in  A  ausgedehnt  gewesen,  folglicb  ist 
cD  —  Arc.  cna  -|-  An  ~  Arc.  cna  -f-  Ce  (ob  Ce     An  —  Bh) 
und  also  c  D  -f-  Ce  —  CD  —  Arc.  cna       2  Ce.  Wcnn 
nun   das  Punct  r  in   der  Mitte   der  Linic  CD  genommen 
wird,    80  ist  Cr  —\  CD  zz  J  Are.  cna  -\-  Ce,  und  dahero 
crzziCr  —  Ce  ~  j Are.  cna  —  en.  IVun  aber  ist  in  der  Figur 
cO  grosscr  als  der  Bogen  en,   und  also  eO>cr  (ieh  babe 
ncbmlieb  die  puneta  d,  m,  n  in  der  Mitte  der  Bôgen  ab, 
ac,  be  angenommen).   Hernaeh  sind  frcylich  die  Linien  01 
und  OK  nieht  nur  einander  gleieh,  sondern  ma(  lien  aueb 
mit  OC  gleiebc  Winkel.  Demi  es  ist  0/z=  OK  z=  01):  allein. 
weil  das  Punct  0  niebt  in  die  Mitte  der  Linie  CD  fallt,  so 
sind  auch  diesc  drey  Linien  01,  OK,  OD  niebt  so  gross 
als   CO  oder  AO  und  BO.    Dièses  ist  aueb  aus  der  Aus- 
wickclung  oflenbar,  da  der  anffuiglicb  gelcgte  Faden  bmcC 
in  bOI  nacb  der  geraden  Linie  ausgedebnt  wird.    Also  ist 
b  I —  bmc  -\-  Ce ,  und  01  —  bmc  -\-  Ce  —  bO.  Nun  aber  ist 
Cc=lOC  —  cO  und  daber  01  =  bmc  +  OC  —  cO  —  bO, 
oder  weil   bO  —  cO ,  so   ist   01  =  OC  —  2c  0  +  Ame  = 
OC—2(cO  —  cm),  und  da  cO  >  cm  so  ist  0/<  OC.  Wenn 
daber  aus  dem  centro  0  mit  dem  radio  OC—OAzuOB 
ein  Cireul  besebrieben  wird,  so  berùbrt  derselbe  die  eurvam 
deseriptain  in  drey  Puncten  C,  A,  B,  und  dièse  curva  bat 
also  drey  Biïckel  in  A,  B,  C  und  drey  Tiefcn  /,  D,  K, 
kann  also  trigibba  genannt  werden.    In  der  vorigen  Figur 
war  der  Cireul  ans  dem  centro  r  besebrieben,  weleben  bier 
gleicbfalls  bezeicbne,  woraus  ganz  klar  zu  seben,  wic  dieser 
Cireul  die  eurvam  trigibbam  in  zwey  Puncten  berubrt  und 
in  zweyen  durebsebneidet  ;  wie  demi  aueb  dieser  Cireul  und 
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die  curva  trigibba  ejusdem  perimetri,  folglich  die  area  curvae 
klciner  al»  die  area  de»  Circula  »eyn  mus». 

Ich  fugc  noch  eine  neue  Figur  hinzu,  (Fig.  38)  in  welcher 
die  curva  tricuspidata  abc  niclit  acquittera,  sondern  scalena, 
au»  welcher  auch  eine  curva  trigibba  scalena  ABC  entstehet. 
Ungeacbt  c»  solche  curvas  continuas  odcr  acquationc  c\pri- 
mibiles  gibt,  »o  kann  man  doch  aucb  von  freyer  Hand  obne 
cinige  Kegel  solche  curva»  tricuspidata»  aufreisscn  und  au* 
denselben  per  evolutionem  die  curvas  trigibba»  beschreiben, 
au»  welcben  hernarh  weiter  auf  unendlicb  vielerley  Arten 
die  gesucbten  curvae  catoptricae  construirt  werden  konncn- 
Wie  icb  demi  in  diescr  Figur  die  curvam  trieuspidatam  abc 
au»  drey  Circulbogen  ab,  ac,  bc,  »o  einander  bcrubren, 
formirt,  und  darau»  die  trigibbani  also  gezeicbnet  habe,  nach- 
dem  icli  die  tangente»  ad  cu»pide»  a,  b,  c  und  pu  nota  late- 
rum  média  /,  m,  n  gezogen  und  a  A  pro  arbitrio  angenom- 
men,  »o  wird  mil/z:mo4-û^,  cy  =z  cm  -f  m  M ,  Il  — 
cy  —  cl,  bB^zU  —  lb,  nN—nb  +  bB  etc.  bi»  man  he- 
rumkommt. 

Ich  bin  neulich  auf  diesc  Bctrachtung  gefallcn,  ob  es 
nicht  moglich  »ey  zwey  Zahlcn  x  und  y  zu  fmdcn,  »o  da»s 
xy(x-\-y)  eiuer  gegebenen  Zabi  a  gltich  »ey  ;  oder  propo- 
sito  numéro  a,  invenire  duo»  numéro»  rationale»  x  et  y 
(sive  integro»,  »ive  fracto»)  ut- sit  xy(x  -\-  v)  ~  a.  Solcbcs  i»t 
immer  moglich,  so  oft  die  Zabi  a  in  diescr  Form 
#  pq(pm*±qn*) 

cntbaltcn  ist  Ich  glaubc  aber,  das»  in  dieser  Form  bey 
weitem  nicht  aile  Zablen  enthaltcn  sind,  und  also  das  pro- 
blcina  ôfters  unmoglich  i»t,  wolchos  zu  gesebeben  sebeint, 
wciii)  aiz.  I,  odcr  a  —  3  etc. 

YVenn  aber  dièses  problema  proponirt  wird: 
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Proposito  numéro  a,  invenire  très  numéros  rationalcs 
X,  y,  z,  ut  sit  xyz(x  f  /  |  :)  =  fl,  so  ist  dus  problcma 
iminrr  moglieh  und  kann  sogar  in  génère  die  Solution  an- 
gegebcn  wcrden,  welehe  ieli  endlich  narh  vicier  angcwandter 
Mube  berausgebracbt.  Nclunlirli  inan  setze  (sumendo  pro  s  et 
t  numéros  quoscunque  pro  lubitn) 

  fi«.w3  (<it*  —  2s4)2 

X  —  Çiat*-\-s*)  {2aat*  +  H>as*l*  -  s8)' 

_  ____      3i*  ('tat*  -f  s*)2 
)  —  1t(at*  —  2  s4)  Çlaat*'+~ÎÔâ~si  t4  -  *8/ 

^          Klaat*  -\-iO«s*tA  —  s8) 

so  wird 

2a  a  t8  4-  iOns*t*  -  s8 

und  hieraus  bekommt  inan  xyz(x -\- y -\- z) —a. 

Als  es  sey  an  1  und  inan  nehme  t  —  2,  s  —  1,  so  wird 

 48. 14*    3 .  gg  2.671 

X  —  65.671  '    J  —  56  6-71  '    Z  —  6Tg5^ ' 

daher 

.    1350723    3. 671*    3.671 

X    '  J         5 1>. 65. 671        56.65.671    56765 

und 

x+y  +  z=-~, 

folglicb 

f      .         |      .        48.14*     3.65*      671  671 
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LETTRE  CXXVII. 

GOLDBACII  à  EULI-R. 
Sommaire-    Réponse  à  h  lettre  précédente. 


Moxcan  à.  lfi.  Juni  1"49. 

Vor  die  Communication  von  Pero  tbeorematilms  in  dcm 
Briefe  vom  12.  April  sage  irb  scbuldigstcn  Dank,  und  dass 
an  der  mir  ùbcrsandten  Figur  nirbts  auszusctzcn  gewesrn, 
batte  irli  scbon  in  meinem  vorigen  Postscript,  wcbbes  olnw 
Zwcifcl  angckommen  sevn  wird,  crkannt.  bb  glaubc  es  worde 
Ew.  ancli  niclit  vîel  Mube  kosten  die  curvam  onmes  verti- 
cales bisecantem  zu  besebreiben  in  casn,  da  die  enrva  trinis- 
pidalis,  so  znm  Grnnde  gelegt  wird,  ans  lanter  arrubm 
circnli  bestebet,  und  es  sebeinet,  dass  dièse  curva  verticales 
bisecans  scltsame  proprietates  Indien  wird. 

Was  die  resolutionem  cujnsvis  nnmeri  in  quatuor  qua 
dratos  betriftï,  so  sebe  irb  gar  wobl  ein,   dass  ailes, 
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Ew.  angemerket,  auf  der  Démonstration  des  andern  Satzcs 
beruhet:  Si  ab  est  HT),  et  a  m®,  erit  etiam  b—{n\.  Eine 
gleiche  Bewandniss  hat  es  mit  der  demonstratione  hnjus 
propositionis:  Si  summa  quatuor  quadratorum  in  numrris 
fractis  sit  zz:  numéro  integro,  erit  idem  numerus  integer  ~ 
quatuor  quadratis  integris.  Allein  die  demonstrationem  hujus 
propositionis:  Si  numerus  aliquis  est  summa  quatuor  qua- 
dratorum imparium,  idem  numerus  est  summa  quatuor  qua- 
dratorum parium,  oder  datis  quatuor  quadratis  imparibus 
zz8m  +  fc,  dantur  etiam  quatuor  quadrata  numcri  2m-\-i, 
meine  ich  in  potestate  zu  habcn. 

Wenn  man  aber  ein  Mittcl  finden  kônnte  die  summam 
quatuor  quorumquc  quadratorum  A  A  -\-  BB  CC  -\-  D  D 
in  die  vicr  folgcndcn  quadrata  zu  resolvîren 

1 

wo  doch  auch  quatuor  quantitates  indeterminatae  sind,  so 
halte  man  zugleich  erwiesen,  dass  eine  jede  Zabi  zn  [u] , 
denn  die  letztern  vier  quadrata  sind  so  beschaflen,  dass  ihre 
summa  unitate  aucta  wieder  eine  summa  quatuor  quadrato- 
rum wird,  oder  dicse  quinque  quadrata 

laa  \-Mb+(ff+2bff+\dd\  k 
sind  allezeit  ~  quatuor  quadratis. 

Ob  Ew.  das  praemium  bey  der  Frage  von  der  Ursaclie 
der  perturbatiorium  in  motibus  planetarum  erbalten  haben, 
ist  mir  entweder  nicbt  bekannt  worden,  oder  icb  babe  es 
vergessen,  und  da  ich  schlicssc,  dass  Sie  auch  um  den  Preis 
ûber  die  Frage  von  der  Direction  der  courans  etc.  werden 
competiret  haben ,  so  wùnsche  ich,  dass  Dero  pièce  durch 
einen  kleinen  Zusatz  von  vues,  kùnftiges  Jahr  victorieuse 
werden  môge. 

Goldbach. 

Corr  math  et  phyi   T  l.  3  2 
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P.  S.  Wenu  da9  signum  Qî)  eine  summam  entweder  von 
vier  oder  von  weniger  quadratis,  und  [*)  eine  sunimam 
nicbt  von  wunigcrn  aïs  b  quadratis  bedeutet,  ao  kann  gar 
leiclit  dcmonslrirct  werden  oninern  numcrum  bujus  formae 
8  m  -f-  7  esse  :  w<nn  aber  zugleicb  nacbgegeben  wird,  dass 
aile  nuincri  L'»J  in  di(!*er  formula  begriffen  sind:  V~l($m+1}. 
ubi  e  sit  nuineru»  intcgcr  affirmât!  vus  quicunque,  so  kann 
demoiifttrirct  uerdon  numerum  qucmcunque  cswï 


S 
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LETTRE  CXXV11I. 


ElJLER    à  GoLDBACII. 

Sommaire.   Nouveau  travail  sur  la  théorie  de  Saturne.    Coii»idér..iions  uhérie-ires 
sur  les  nombres. 


Berlin  d.  26.  Juli  1719. 

Ueber  die  Pariscr  Fragc  von  tien  courans  babe  ich  nicht 
gearheitot,  und  vernoininen ,  dass  nur  eine  einige  Schrift 
daruber  soll  cingclaufen  seyn.  Ich  zweiflc  auch  sehr,  ob  ich 
kunftigcs  Jahr  ctwas  Tiiclitiges  darin  liervorznbringcn  im 
Standc  seyn  werde.  Auf  die  wicdcrholte  F  rage  aber  voni 
Saturno  liabe  ich  schon  eine  n'eue  Abbandlung  ùbersandt, 
woruber  aurh  kùnftige  Ostcrn  das  L rtheil  gcfallct  werden  soll. 

•  «  » 

Ew.  theorcina,  das»  wenn  8m-f  4  eine  siimma  quatuor 
quadr.  imparium  ist,  eben  dièse  Zabi  8  m  -f  k  aucb  eine 
ftumma  quatuor  quadr.  parium  seyn  musse,  kann  icb  auf 
folgende  Art  demonstriren  : 
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Es  soy 

8m  4  *  z=  (2a  +  I)4  +  (26  +  !)■  +  (2c  +  1)*  +  (2ci  -h  t)\ 
«0  wird,  (wenn  man  durch  2  dividirt,  da  ^lp~^i)  "H7^1*  = 
[p+q-\-  1  )*  +  (/>-</)*): 

U  =  +  6  +  i)1  +  (a  —  bf  +  (c-f  <*  +  !)*  +  (c-*1. 
aUo  Vm  -|-  2  zz  VD.  Da  aber  Vm  -|-  2  ein  numerus  impa- 
riter  par  ist,  so  mùssen  von  diesen  vier  quadratis  iwejf 
paria  und  zwey  imparia  seyn.  Also  wird  seyn: 

U  +  2z:(2/;+l)1  +  (2ç  +  l)1  +  *rr  + 
dahero 

2m  -f  I  =  (p  + 1  +  I)»  +  (p  -  +  (r  +  î)1  +  (r  -  i)', 
folglieh 

8 m  +  *  =  *  (p +  i)*  +  M/>  -  7)1  +  *  (r + *  ('-*)' 

Q.  E.  D. 

Hieraus  folget,  dass  wenn  2 A  eine  summa  quatuor  quadra- 
torum  ist,  auch  A  eine  summa  quatuor  quadratorum  in  integris 
sey .  und  generalius:  Si  2"  A  =z.  hn,  tum  etiam  A  erit 
in  integris;  oder:  Si  in  fractis  habetur  A  -=zaa~f~^+cc"H^ , 

tum  etiam  numerus  A  in  integris  in  quatuor  quadrata  rc- 
solvi  poterit. 

Dièses  ist  nun  schon  ein  Stiick  von  dem  allgcmcinen 
theoremate:  Si  summa  quatuor  quadratorum  fractorum  ae- 
quatur  numéro  integro  A,  tum  etiam  hic  numerus  erit  in 
integris  summa  quatuor  quadratorum;  oder  von  diesem, 
worauf  irh  meine  ganze  vorige  Démonstration  gegnindet: 
Wenn  mA  —  bn  und  m  —  tum  etiam  erit  A  —  \U- 

Von  diesem  theoremate  ist  also  schon  dieser  casus  bewiesen: 
Si  2À-=zlD,  tum  etiam  A  =  hn  ,  oder  si  2"  A^ihO, 
tum  quoque  A  —  \  U.  Ich  kann  aber  auch  noch  einige  an- 
dere  Fàlle  beweisen,  als: 
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Theorema.  Si  3  A  zzkU,  erit  etiam  Azz{t>}  (Ich  habe  im 
vorigen  vergesscn  dièses  Zeichen  [ïïj  um  summam  quatuor 
quadratorum  integrorum  anzuzeigen). 

Démonstratif).  Quia  omne  quadratum  est  Tel  formae  3n 
vel  3n  +  l,  so  sind  entweder  aile  vier  quadrata  per  3  di- 
viaibiîia,  oder  nur  eins.  Im  ersten  Falle  wird 
ZA  zz  9aa  +  9bb  -f  9cc  +  ddd, 
und  also  A  zzSaa  -\-  2b b  -\-  3 ce  4  Zdd,  das  ist 
A  —  (a+6+c)1  +  (a— b+d)%  +  (a— c— —  c  -|  d)\ 
Im  andern  Fall  ist 

3,4  =  (3a  4- 1)*  +  {U  +  l)1  +  (3c  +  i)%  4  9dd, 
und  folglich 

Azz  i  +2a  +  2è  4-  2c-|-3aa+  3^4  3cc-f  3t/</. 
Dièses  aber  ist 

A  =  (1  H-  o  -f  6  +  c)a  +  (a  —  £  +  rf)*  +  (a  —  c—  ^ 

also  wiederum  <4  ~  ©. 

TAeor.  Si  5,4—®,  erit  quoque  Azz®. 

Demonstr.  Erit  enim 
vel  L   5A=i25aa-}-25bb  -f  25cc-f  25rfrf 
vel  IL  5Jz=(5a+ l)1  +  (56+2)î  +  25cc-f  25rfrf 
vel  III.  5/*:=(5a-fl)*+  (56-f  2)*  +  (5c+ l)a +(5<*42)a. 
Casu  I.  est  A  zz  5aa  4  5bb  4  5cc  4  Sddzz 

(2a  +  ft)»  +  (a  -  26)*  4  (2c  +  df  +  (c  -  2d)»  =  S- 
Ga»u  II  est  A  zz  1  +  2a  +  kb  +  5aa  4  566-f  5cc+5rfrf  = 

(1  +  a  +  26)»  +  (2a  —  bf  -f  (2c + d)*  +  (c-  2dj*  —  ®. 
Casu  III  est 

A  zz  1  -f  2a  -f  kb  -|-  5aa  4  5bb  -f  1  +  2  c+         5cc  +  5<&*= 
(l_(_a_)_2£)»._|_(2û-_&)14  (14c  42rf)*4  (2c— d)»  =  (g. 
Hier  ist  zu  bemerken,  dass  a,  A,  c,      sowobl  numéros 
affirmativos  aïs  negativos  bedeuten.  Dahero  nicht  nôthig  habe 
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um  dcr  Allgemcinhcit  wlllen  5a  ±  t  fur  5o+  t  zu  whrci- 
bcn.  Wenn  man  nun  dièse  theoremata  eusaminennimmt,  $o 
folgct  duraus  dièses: 

Si  2a.3'J.5M  =  lft),  tum  erit  quoque  Azz\k\. 

Man  kann  auch  noch  weiter  gehen,  ait: 

T/icor.  Si  1A  =  ©,  erit  quoque  u4  =  (*), 

Demonstr.  Cum  omnes  quadrati  aint  Tel  formae  7m,  vel 

7  m  -f  1*  vel  7m  +  2»  vel  7m4-fc,  erit 

vcl  I.  TA  —  kda-a  +  -f  M)oc  +  V9^c?,  ergo 

yl=  7(aa  +  M  4- ce  4~  dt/)  =  @ ,  nam  S. 3  =  0, 
vcl  II.  7^  =  (t  +  7a)*  +  (l-f-7^H-(t  +  7c)a-f  (24-7^, 
vol  III.  7  A  =  (1  f  7a)2 +  (2 +76)* +  (3 -f- 7c)1  +  ttcfri, 
vel  IV.  7  A  =  (2  +  7a)2  +  (2  +-76)*  -+  (2  +  7 c)*  +  (3  +  7^, 
vcl  V.  7.-1 —  (i  +7a)1  +  (3+7^)1+  (3+7c/>  +  (3  +  7a?. 
Casu  II  erit 

.4=1  -\-2a  +  2b-\-2c  +  kd+1aa  +  Tbb-\-7cc  +  Tdd- 
[iJtaJrb  +  c+2df  +  (a—b—2c-îrd?  + 

Casu  III.  erit 

(a  _  2  6  +  c  +  <    H"  { b  +-  2  c  -f  <*  -,  *  -f  I  ) 2  + 
(«4-6  — c4-2</;24-(2a  4-  b  +  c  —  d  +  l)2  =  S- 

etc. 

Wenn  der  numerus  A  aUo  in  vier  quadrata  kônnte  resolvirt 
werden  A  =:  an  -\-  bb  4-  ~  (kk  —  bb)%  -\-  dd,  so  vvùrde  îtcy 
licb,  wie  Ew.  bemerket,  A  4~  1  =  (jT),  denn 

J  4- 1  =  (-i  (À- A-  —  &6)  —     -h  kk  4-  «a  +  </c/. 

Dass  im  postscrinto  gemeUte  theorenia  ist  schr  artij: 
denn  wenn  aile  nunicri  (welche  niclit  aus  wcuiger  al* 
vier  quadratis  hestclicn)  in  dieser  Forni  \'~  1  (8m  4-  7)  ont- 
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halten  wârcn,  so  finde  ich  auch,  dass  darans  folgte  omncm 
numerum  esse  —       Mein  Beweis  davon  ist  dieser: 

Si  omnes  numeri  [u]  in  hac  forma  ke~~ 1  (8m  4  7)  eon- 
tineutur,  tum  omnes  numeri  in  hac  forma  ke~i  (8m  -j-  7) 
non  contenti  essent  =z  Foret  ergo  8m  +  1  —  3,  item 
8m  4  3  =  CE),  item  8m  +  5  =  g.  At  si  8m  +  5  =  ^  erit 
quoque  3  (8  m  4  5)  =  8n  4  7  =z  @.    Oder  also:  Quia 

3(8n  +  7)z=8m-f-  5,  erit  3(8n  +  7)  =  ®, 
ideoquc  ctiarn  8n-|-7  —  (¥). 

Hicraus  folget  ferncr,  dass  wcnn  man  nnr  bewoiscn 
konnte,  omnes  numéros  formac  8m  4*  esse  —  3 ,  tum 
omnes  plane  numéros  fuluros  esse  —  [û]<  Cum  enim  sit 
3  (8n  +  3)  =  8m  +  1 ,  erit  3  (8/i  +  3)  =  ^,  ergo  et  8n  +  3 
=  [3.  Porro  ob  5 (Sn  -f  5)  =  8m  +  1,  erit  5(871+5)  =  '^, 
ergo  et  8n  -f-  5  =  \  u].  ïlinc  donique  erit  8n  4  7  —  [ÏÏ]  ;  ergo 
omnes  numeri  impares,  a<  proinde  etiam  omnes  pares  es- 
sent  —  lu}. 

Euler. 

P.  S.  Das  theorema  fur  7  I  zzzz  rTT] ,  so  ich  nicht  ausge- 
fùhrt,  wird  diuvh  folgendes  Ge:ieraltlieorema  vollendet: 

Theorema.  Posito  m  zzzz  a  a  -\-  b  b  -\-  c  c  -\-  d  d ,  si  sit 
rn/ln®,  erit  quoque  Azu  [û). 

JJenwnstr.  Sà  m  Azzzz  (/*+  m/?)a+  (g 4  mq)*+(h  4  mr)a  4 
(A-  4  nii)1  atque  ff+  gg  f       4  A :k  zzzz 

(aa  -\-  bb  -\-  ce  -\-  dd)  (xx  -f  y  y  4  s-  4 

erit 

y'zz  r/.r  4  hy  4  c  s  +  <fr 
#  ZZ  />.r  —  a  y  —  d  z  4  c  v 
h  zzz  vx  4  dy  —  a  z  —  bv 
kzzzzd.v  —  cy  -\-b  z  —  fli' 
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fictque  Azzxx  -\-yy  +■  zz  +  vv  -f-  2(y p  -(-g9-J-^r+*5)  H" 

m  (pp  4-  9</-f~rr-l~s*)'  a*  reperitur  hinc 

.4  =  (ap  -\-bq-\-  cr-\-ds-\-x)*-\-  (aq—bp-\-cs — dr — y)%  -\- 

(ar — bs —  cp-\-dq — s)1  +  (as-\-br — cq — dp — v)* 
ergo  A  zz  [û]  in  integris.  Q.  E.  D. 

ïta  si  7Azz{2+lp)x+(2+Tq)%+(2+7r)%-\-(Z+7s)*erïl 
û— 2,  bzzi,  czzi ,  d—i ,  xx-\-yy-\-zz-\-vvzz  3,  xzz  1, 
>—  1,  zz=l,  f  zz.  0,  unde  gzz— 2,  A~ 0,  A— 1. 

Ergo  si 

7  i  =  (*  +  Ipf  +  (Iq  —  2)*  +  (7r  +  0)1  +  (7  j  +  l?  erit 
Azz(2p+q  +  r  +  s+i)i+(2q-p  +  s-r-iy  + 
(2r-s-P+q-i)*  +  ($s  +  r-q-p)\ 
Neulich  ward  in  den  Braunschweiger  Anzeigen  dièse 
Frage  aufgegebcn:   Wie  viel  ein  Capital  von  1000  Rthlrn. 
in  6^0  Jahren  zu  5  pro  cento,  Zins  auf  Zins  gerechnet,  be- 
tragen  werdc? 

Weil  die  licrauskomniendc  Zabi  sebr  gross,  nnd  die 
Rechnung  nach  der  ordent lichen  Art  auszufùbren  fast  un- 
moglirh  ist,  so  ist  die  Auflôsung  gewiss  nicht  leicht  Ich 
babe  folgende  Summ  gcfunden:  361011 927 157UO80  Rthlr. 
22  Ggr.  îîf9  Pf.,  welcbe  nicht  um  T\  Pf.  von  der  Wahr- 
bcit  fehlen  soll.  —  Der  Aufgcber  verlangt,  dass  man  die 
Antwort  in  einer  halben  Stund  finden  soll,  mich  liât  aber 
dicsclhe  wohl  eine  ganz  Stund  gekostet;  und  ich  sehe  nicht, 
wie  die  Arbeit  verkùrzt  wcrden  kônnte. 

Euler. 
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LETTRE  CXXIX. 

G  OLD  BACH  à  ElJLER. 
Sommaire.  Képont  à  la  précèdent e. 


St.  Petersburg  A.  34.  Mît.  1750. 

Es  ftind  schon  mehr  als  sieben  Monate  verflossen,  seitdem 
ich  Ew.  letztes  Schreiben  erhalten  habe,  und  dièse»  wùrde 
nicht  geschehen  seyn,  wenn  nicht  einestheils  unterschiedene 
Àbhalttingen  dazwischen  gekommen  wàren,  anderntheils  aber 
dasjenigc,  so  icb  hàtte  schreiben  kônnen,  aucb  nacb  meinem 
eignen  Urtheil  von  gar  zu  geringem  Werth  gewesen  wâre. 
Die  Metbode,  so  Ew.  gefunden  um  zu  zeigen,  dass  wenn 
mÂzn[h\  auch  A~[h\  sey,  halte  ich  vor  ein  inventum  in- 
vcntorum,  und  ob  icb  zwar  geglaubet,  dass  die  propositio: 
omncin  numcrum  esse  summam  quatuor  quadratorum,  auf 
eine  leichtere  Art  wurde  kônnen  demonstrirt  werden,  so 
habc  doch  dergleichen  Démonstration  nicht  gefunden.  Ich 

/ 
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lasse  aber  dabin  gestellt  scyn,  ob  nicht  cinige  kleine  theo- 
remata,  so  mir  en  passant  vorgekommen,  biezu  dienlich 
seyn  môchten,  von  welcben  icb  Ew.  einige  anzeigen  will: 

l 

flj  +  y  y  +  (3  8-$-y?  =  (28  -  (28- y)^  (8-/3 -y?. 
Dièse  transmutatio  trium  quadratorum  in  tria  alia  srbeinet 
mir  von  zicmlichem  Nutzen  zu  scyn,  nam  inter  quatuor  qua- 
drata aa-{- bb-\-cc-{-bkk ,  ubi  omnes  litterae  dénotant  nu- 
méros impares,  seinper  erunt  tria  quadrata,  quorum  suinina 
radieum  est  divisibilis  per  3;  folglicb  konnen  dièse  vier  qua 
drata  narb  soleber  Metbode  auf  vicie,  und  vielleirbt  auf  aile 
moglirbe  Arten  transformiret  werden,  wie  denn  z.  Ex.  die  Zabi 
335  durcb  dièse  Metbode  in  aile  modos  possibiles  verwanuVlt 
wird,  nemlicb  32  +  72  -f  92-f- 1  'V2  —  3*+ 13*+ 1  12+G2  = 

1 32_|_  9î_^22z=  1 52+ 7*4-  5N- 6*= 1  5a+  1  M-  32-f  1 0'=:  | 
152-|-y2-h  52-i-22=:31+l2-(-l2+182z=:32+l2+t71-|-G1=:  , 
72  -|-  132-f-  9a  +  G2  l-V2+li2+32-i-32  iV.  m.  d'îùder), 
so  dass  in  diesen  transmutationibus  aile  qu  ad  rata  paria  et 
imparia,  in  quae  resolvi  potest  nu  mer  us  335,  begriiren  siml. 
Es  wiirc  abcr  sebon  genug,  wenn  man  ein  Mittel  batte  dièse 
vier  quadrata  32 -f  A-^  +  /  y -h  ^  «  *  in  naebfolgende  vier  zu 
verwandeln  l-\-rjij~\-d-&-\-bxx;  denn  so  batte  man  demon- 
strirct,  dass  aile  numeri  8n  +  7  summae  qtuituor  quadra- 
toruni  sind.  Mir  ist  aber  gleicbwobl  nocb  kein  exemple 
vorgekommen,  da  niebt  die   quadrata  32  -f  y  y-\  hu 

post  primam  aut  sccundam  transmutatiouem  in  quatur  qua- 
drata, quorum  unum  sil  imitais ,  batten  verwandelt  werden 
konnen:  denn  also  tiiidet  man: 
» 
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3*+  13*4  I5a+  2*— \07  — 1*4  9*415*4-10* 
3*4  9*-f  15*+10*- U5=:  ï*-f  5*+ 17*4  10* 
3*4  5*  4-17*4  10*zz:  V23— t*+5*+192-f-  6* 
3*+  5*419*+  6*=:U1  —  1*4  3*415* 4-U* 
die   folgenden   vicr  quadrata  werden  alsofort  durcli  eine 
einige  Opération,  eben  wic  die  vorhergehende,  in  quatuor 
quadrata,  quorum  unum  e$t  uni  tas,  tranamutirct,  \m  auf 
324-3*4-21*42*=:,i63,  allwo  man  per  primam  transmu- 
tationcm  bekommt  15*4"  15*43*4 2*,  nnd  ans  dicton,  per 
tecundam  trantniutationcm,  1*4- 13*4"  17*4-2*. 

u. 

Wie  srhwer  es  auch  ist  zu  tagen,  wa*  datt»  quatuor  qna- 
drati»,  in  quae  resoln  potctt  numerus  2  m —  1,  die  quatuor 
quadrata  ~  numéro  2m-f  1,  seyn  werdeu,  to  baben  dorli 
die  crstcrn  vicr  quadrata  mit  den  letztern  einen  ganz  ge- 
naneii  nexum,  wel<  lier  in  den  tribu»  quadratis  ~  8  m  4"  3 
gegriindet  ist ;  datis  euim  hit,  dantur  timul  quatuor  quadrata 
pro  2  m  —  1  et  pro  2  m  -\-  1. 

If!. 

Wenn  a,  (3,  y,  d  quatuor  nuineri  imparct  quicuuque  siud, 
und  man  selbige  gleieh  tetzen  kann  folgenden  mimcrit: 
«  —  2er+l,  <3zz.b-\-fr,  y  —  c-\-gr,  d=r—eer  —  e—bf~cg, 
so  dass  b,  c,  r  numeri  integri  seyen,  so  kann  man  auch  de- 
inonstrireii  oimiem  numerum  8m-f  i  oder  generatim  oiiiuem 
iiiimeriim  esse  suinmam  quatuor  quadratorum:  Demi  es  ist 
(2  e r  4  1  )* 4  (b  +frf  4  (c 4" g 1* 4"  (r 4-eV- e~  bf  ctf  - 
i*+(b— /Yf+[c  —  gr)%+(r  +  e*r+e  +  bf-\-cS)\ 

Dass  derjenige,  wrbher  das  probleina  in  den  Brami- 
s<  hwi  igis»  ln-n   Anzrigrn   aufgegebcn ,    bcssnv  rompciidia  als 
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Ew.  zu  dessen  Solution  haben  sollte,  kann  ich  inir  nicht 
vorstellen,  und  bitte  mtr  zu  melden,  ob  der  autor  ferner 
etvvas  davon  bekannt  gemacht?  In  den  Amsterdamer  fran- 
zôsischen  Zeitungen  vom  5.  Aug.  174-9  war  folgendes  aver- 
tissement: M.  Quin  Mackenzie  Quin . . . .  a  inventé,  a  l'âge 
de  8  ans,  et  il  a  eu  l'honneur  de  présenter  au  Roy  une 
méthode  par  laquelle  il  multiplie  et  divise  quelque  nombre 
de  figures  que  ce  soit,  et  en  vérifie  le  produit  et  le  quo- 
tient en  une  seule  ligne.  Il  fait  cette  opération  en  moins 
de  trois  minutes,  quand  même  il  s'agiroit  de  multiplier  20 
figures  par  20  figures,  ou  kO  par  20.  Ceux  qui  voudront 
souscrire  pour  avoir  cette  méthode  seront  tenus  de  donner 
d'abord  une  guinée,  et  une  autre  après  que  cette  méthode 
leur  aura  été  communiquée  ou  à  leurs  correspondans.  Nach 
der  Zeit  habe  ich  nicht*  mehr  hiervon  gehôrt. 

Goldbach. 
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LETTRE  CXXX. 

ElJLER  à  GOLDBACH 

Sommaire.  Recherches  ai ithmltiques.  Résolution  de  chaque  nombre  en  quatre 
quarrés.  Série  dont  les  termes  sont  les  sommes  des  diviseurs  des  nombres 
naturel». 


Berlin  d.  •.  Juni  1750. 

E\v.  theorema 

hat  mir  Anlass  gegeben  folgende  theoremata  zu  finden,  unter 
welchen  dièses  das  erste  ist 
I.  Si  a-\-  b  -\-  c—3mt  eriJt 

fll  +  iî  +  c,  =  (2m-û)l+(2m-i)1-f(2fn-c)1 
Iï.  Si  a-\-  b  +  2c  =  3m,  erit 

a*  +  61  +  c* = (m  -  a)*  +  (m — b)*  +  (2  m  —  c)1 
IIÏ.  Si  a-\-2b  +  2c  =  9mJ  erit 

o^^  +  c1—  (2m— a)a-f(iSrm— b)*  +  (\m— c)a 
IV.  Si  a-j-b  -\-3c—îtm,  erit 

«1  +  6î4-cî=(2m-o)l-h(2m-6)1  +  (6m-c)a 
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V.  Si  a-f  2/>  +  3c  =  7m,  erit 

0i^4_c*  — (m_0)»  +  (2,„_&)»^(3m  — c)^ 

VI.  Si  2a  +  26  +  3c  =  17m,  erit 

a%-\-b2  +  c%  =  {lm— a)4+(4.m  —  èf  +  fCm- c)2 

VII.  Si  û+3^+3c=zl9m,  erit 

0»+&*+e2—  (2m  —  fl)*  +  (6m  —  £)a  +  (6m-e)* 

VIII.  Si  2a  +  36+3c~llm,  erit 

aî+i1-)-c1-(2m-û),+  (3m-i)1  +  (  3  m  —  c)1 
wo  zu  mcrken,  dass  die  radiées  a,  b,  c  sowold  négative  als 
affirmative  genommen  werden  konnen. 

Solche  theoremata  konnen  aueh  fiir  vier  qnadrata  gefun- 
den  werden  als 
L  Si  a  +  6+c+d  —  "2m,  erit 

II.  Si  a-\-b+c+2d~lm,  erit 

III.  Si  a+6+2c  +  2tf=:5m,  erit 

aa-f  ^4-ca+Jazz(m-a)î+(m-^)1  +  (2m-c)î-h(2m-£i)î 

IV.  Si  a-h2/;  +  2c+2J— 13m,  erit 
tt*+6*+c1+(l1=:(2m-o)îl+(Vm-6)*H-(Vm-c)V  (Vm-t/1 

Wenn  dahero  3*+/îa  +  ya  +  V«a  zu  la  +  >;* +  £*  +  kx1 
redueirt  werden  soll,  wo  aile  Buehstaben  numéros  impares 
nedeuten,  sowohl  aftirmativos,  als  negativos,  so  wùrde  nach 
de  m  IIteu  theorcmate  kommen: 

*  ■ 

1.  Si  3  +  /?+y  +  kf  — 7m,  erit  32+^2  +  y1  +  z= 
(2m—  3}*  +  (2*i  —  £)*  +  (2m  —  yf  +  \  (2m—*)1, 
wo  aueh  m  cin  numéros  impar  ;   also    mùsstc  entweder 
2  m  —  3zzl,  oder  2  m — 1,  oder  2  m  —  y—  1 .  Solrhes 
gesehiehet  nur  in  folgendcn  Fallen: 


Digitized  by  Google 

J 


—    517  — 

1   wenn  m  rz  1 ,  und  also  fi  -\-  y  -f-  *e  — 

2.  wcnn  m~  2,  und  also  j3  •+  /  +     =1     wel<  hes 

unmôglich, 

3.  wenn  /9  —  2«i±l,  und  y-|-k«zr:5 m—  3 l. 

2.  Si  3-f  2*=:7m,  crit  32-h^  +  /*-h 
(2  m  ~3/  +  (2m-  /i/1  +  (  V  m  —  y  f  +  4  (m  —  *;2. 

Also  inùsste  soyn  entweder  2  m —  3~  ±  1 ,  oder  2m — p1—  ±  1 , 
oder  km—  y—±  î ,  wo  m  eine  gerade  Zahl  ist.  Also  ge- 
sehiehet  dièses  in  folgcnden  Fiillon: 

t.  wenn  m~23  und  also  /3-\-2y-\-2s~lî , 

2.  wenn  /i  —  2m  ±  1 ,  und  2y  -f  2f  —  5  m  —  3  :p  t , 

3.  wenn  y—\m±  t,  und  /i-4-2e=: — m— 3+2. 

3.  Si  6  +  0  +  r  +  *é=:7rof  erit  y*+  *ê*= 
(  V  m  —  3)*  +  (2m-/if+(2m-)'}4+^m- 

wo  m  wieder  ein  mimer  us  par  ist. 

Jedoch  zweifle  ich,  oh  durch  dièse»  2le  theoreraa  allein 
immer  ein  Quadrat  ~  1  gefunden  werden  kônne. 

Man  kann  auch  solche  theoremata  fur  ftinf  quadrata  ge- 
ben,  als: 

I.  Si  a+b+C+d-\-e—rom,  crit  (f  +  P+f+tf+e*  — 
(2m  i —  a)2  4-  (2m  —  b)2-\-  (2m  —  c)2-f-  (2m  —  d  j2+  (2m — e  )2. 
IL  Si  a+^+c-f  d+2e—km,  erit  o2-f  Z>2+c2+<T-{-e2:=; 
(m  _  af+  (m  _  b)*  +  (m—  c)2  -f  (m — d)2+  (2  m  —  e)\ 

etc. 

Wenn  man  nun  beweisen  konnte,  dass  eines  von  diesen 
letztern  quadratis  konnte  ad  nihilum  gebracht  werden,  so 
batte  man  auch  was  man  verlanget.  Solches  gehet  also  an, 
wenn  entwcder  a-\- b+c-\-d~Q,  oder 3  a— 6-f-c-|-<i-|-2<?. 

Ew.  IIlcs  thcorema  von  dem  nexu  inter  2m  —  1—  Vn 
et  2  m  -f  1  —  4  □  ,    concessa   resolutione    numeri  8  n  +  3 
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in  tria  quadrata,  verstehe  ich  aUo  :  Sit  nzzm — 1,  atque 
Sn-\-  3  —  8m  —  5  —  00  +  66  +  ce,  wo  a,  6,  c  numeri  im- 
pairs sind;  erit  8m — fczzt +aa  +  66  +  ce,  unde 

wo  zwey  radiées  pare»  sind,  und  zwey  impares,  folglich 
dièse  Form  km — 2z=.kpp  +  kqq-\-rr-\-ss ,  also 

2  m  -  \ = [p+qr + (p-^+ + c-r-o* 

Weil  a,  b,  c  sowohl  négative  als  affirmative  genommen  wer- 

a-\-i  b-\-c 

den  kônnen,  sit  2p  —  -y- >  2^zz:  — ^— >   erit  2  m —  1  — 

Hernach  ist  8m  +  k=z  9  +  oo  +  66  +  ce;  also  fcm  +  2=: 

_~c  ungerade  Zahlen  seyn  werden.  Also  wird  2m  +  1  — 

Hieraus  folget,  dass  wenn 

2m  —  \—pp-\-qq-\-rr-^ss, 
alsdann  immer  seyn  werde 

2m+l  =  (p+l)»  +  (tf+l)1+(r-t)*  +  (*-i)», 
nehmlich  zwey  von  den  radicibus  quadratornm  ipsius2m  +  l, 
werden  um  1  grôsser  seyn,  als  zwey  von  den  radicibus 
quadratorum  ipsius  2  m — I,  und  zwey  um  t  kleiner.  Wor- 
aus  dièses  schône  theorema  entspringet: 
Theorema.    Wenn  2m — 1  rz  aa+^/?+y y  +  5rT,  et 

2m  +  1  =  oo  +  66  +  ce  +  dd, 
so  werden  von  den  Wurzeln  o,  6,  c,  d  zwey  um  1  grôsser, 
die  andern  zwey  aber  um  1  kleiner  seyn,  als  die  Wurzeln 
<*j  fit  y*  4    Also  ist: 
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1=0*  4-o«  4-0*4- 12  3=0*4-1*+ 1*+»* 


s=(o+i)«+(i+i)»4<i_i)«+(i-i)» 


5=0*4-0*4-1*4-2* 
i=(04-i)»+(i+i)*4-(2-i)»4{0-i)* 


7  =  l*4-l*4-l*-j-2* 

-f  +  -  - 

9=2*4-2*4-0*  +  !* 


9  =  0*4-(-l)*4-2*4-2* 
-       +       +  ~ 

11  =  0*4-  i2  -f1*-*-3* 

Zu  merken  ist,  dass  a,  /3,  y,  d  sowohl  affirmative  aïs  négative 
genommen  werden  kônnen.  Also  kann  das  theorcma  also 
ausgesprochcn  werden:  Singulae  radicum  a,  b,  c,  d,  seniper 
unitate  discrepabunt  a  singulis  litterariun  a,  fi,  y,  d. 

Folgendes  theorcma  scheint  also  merkwùrdig  zu  scyu: 
Si  2m — 1  ~pp  -f"  qq  -\-  rr  -\-  ss ,  erit  semper 

2m  +  1  zz  (p  ±  i)2  +  (q  ±  if  4-  (r  ±  \  f  +  (s  ±  l)2 
dummodo  signorum  amhiguitas  rite  observetur  *) 

CorolL  Also  ist  allzeit  ±  2p  ±  2q  ±  2r  ±  2s  -f  k  =  2, 
oder  ±  p  ±  ±  r  ±  s  -\-  1  zz  0;  das  ist:  Eine  jegliehe  un- 
gerade  Zahl  2  m — 1  kann  allzeit ^in  vier  solche  quadrata 

PPJtf1(f-\rrr  +  ss 

resolvirt  werden,  ut  sit  ±  p  ±  ^  zb  r  zt:  5  zz  1.  Denn  es  ist 
zu  merken,  dass  man  auch  oft  solche  vier  quadrata  findet,  da 
dièse  Eigenschaft  nicht  Statt  findet  als  27zz02-f  l*+ l^+S1, 
oder  39  zz  l1  -f  l2  +  1*  +  6*.  Doch  aber  ist  auch 

27zzla+ia  +  31  +  *S  ubi  +1  — t  — 3-^zzl. 

Also  ist,  wenn  dièse  signa  -|  1-  verkehrt  unter  jene 

quadrata  geschrieben  werden 


*)  Nicht  eine  jegliche  Resolution  von  2m — 1  hat  dièse  Eigenschaft,  son- 
dera es  gibt  allzeit  eine,  so  dièse  Eigenschaft  hat. 

Corr.  math,  et  phys.  T.  /.  3  J 


27=la  +  l4  +  3»  +  ** 

-  +     +  - 

29  =  0*  +  2a  +  k*  +  31,  ubi  +  0  +  2  —  k  +  3  =  1 

-  -     +  - 

31  =  l1+l1+52  +  2\  ubi  —1  —  1+5  —  2=1 

+    4-    -  + 

33  —  2*  -f  21  +  V  +  3%  ubi  -f  2  —  2  +  V  —  3  —  t 

-  -h     —     +  - 

35  —  l*-f  3*  +  32+V\  ubi  —  t  +  3  +  3  —  V=zl 

+     _     _  + 

37  =z  2*  +  2l  +  2*  +  51,  ubi  +2  f  2  +  2  -  5  =  I 

39  =  la+  la  +  l*  +  6\ 
Von  hier  aus  liisst  sich  nicht  weiter  geben;  dabero  mus* 
man  einc  andere  Résolution  von  39  nehmen,  welches  durch 
die  III  te  der  obigen  Formuln  geschehen  kann,  da  dann  wird 
q  =  1,6  =  — l,c  =  -  6;  a  +  Z>+2c-f-  2^~IOz=:5m, 

also  m=i  2  und  also 

39  =  la  +  3a  -f  5a  +  2a,  ubi  1+3-5  +  2=1  oder 

•       1  —  3  +  5  —  2=1,  atso 

—  + 


M  =  0a  f  2a  4-  6a  +  1 a  )  „.  .  ,  R 

-       .       .  >  uieraui  mus»  wieuer  eine  neso- 
—  0*  +  ^+^  +  3*f 

lution  gesucht  werden.   Nacb  dem  andern  tbeoremate  wird 

a~  —  1,  b  —      c = 6 }  d  —  0:  a  +  6+c  +  2cf  =  7  =  7m, 

also  m  —  1 ,  und  dabero  VI  =  3a  +  0a  +  k*  -f  %a,  welcbe 

wieder  nichts  bilft.    Hieraus  aber  wird  durcb  das  andere 

theorema  a  =  0,  b~k,  c—h,  d~3,  m  =  2*)  und  also 


*)  Hierau  ist  es  aber  leichtcr  die  theoremata  von  drey  quadr  itis,  sonderlich 
das  erstc  zu  gcbrauchcn 
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MzrV*-4>01-l-Oa-f  5*,  nbi  —  *+  0  +  0  +  5  =  I 

+     -     -  - 
W  =  52  -L.l*+l*  +  *\  ubi  +5 -f  1  —  1  -4—1  oder 

-5-1-1-1-  *  4-*=  i 

-  -  +  + 
+  -  -  - 

W  =  **-|-  02+22  +  5»,  ubi  +  *  f  0+2  —  5  =  1 
=  62  -f  02  H-  02  f  32. 

Ungeacht  ich  aber  in  dieser  Materie  so  weit  gckommen, 
das8  icb  dièses  tlieorema  demonstriren  kann:  omnem  niime- 
rum  esse  summam  quatuor  quadratorum  vel  pauciorum,  so 
fehlet  mir  docb  noch  zu  zcigcn,  dass  dièse  vier  oder  weni- 
gere  quadrata  allzcit  in  integris  angegebcn  werden  kônnen. 
Und  dahcro  bin  icb  nocb  weit  von  des  Fermât'»  Erfindung 
entfernt.  Zu  dieser  glaubc  ich  aucb  niebt  dass  man  gelangen 
kônne,  obnc  bey  den  numeris  trigonalibus  anzufangen.  Man 
mùsste  also  trachten  zu  beweisen,  dass  omnis  nuinerus  in- 
teger  summae  trium  vel  pauciorum  numerorum  trigonalium 
gleich  sey.  Hierzu  aber  kann  cine  algebraiscbe  Evolution 
kcinesweg»  behùlflich  seyn,  weil  es  nicht  einmal  wahr  ist, 

dass  w^i^^-f^7  +  "Z^Z  generaliter,  sondern  nur 

in  den  Fàllen,  da  n  ein  numerus  integer  affirmativus;  da 
hingegen  dièse  Formul  n  —  xx  -\-  yy  -f-  zz  -f-  vv  wahr  ist, 
wenn  n  auch  ein  numerus  fractus  ist,  nur  nicht  negativus. 
Ich  habc  aber  hierauf  seit  langer  Zeit  nicht  weiter  gedacht, 
«nd  also  auch  nichts  weiter  gefunden. 

Vor  einiger  Zeit  habe  ich  Ew.  eine  Entdeckung  ûber  die 
summas  divisorum  numerorum  naturalium  zu  ûberschreiben 
die  Ehre  gehabt:  *) 

•)  Lettre  Clll  du  1  Avril  17V7. 
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Numeri:  1,2,3,4,5,  6,7,  8,  9,10,11, 12,13, H,15etc. 
Summae  di  visor.  :  1 , 3,  7, 6, 1 2, 8, 1 5, 1 3, 1 8, 1 2, 28,  U,  2k,  2\ etc. 
und  bcmerket,  dass  dîese  séries  summae  divisorum  recur- 
rens  sey,  also  dass  wenn  fn  die  summam  divisorum  numeri 
n  andeutct,  allzcit  ist 

/n  =/(»  -  »)  +/r»-2)  -yi«- 5)  -yr»-*)  4-yt»  -  uj 

_uy(n  _  1 5)  -y  („  -  22)  -  etc. 

Dicsc  Entdeckung  schien  mir  utn  so  viel  merkwiirdigcr,  da 
der  Beweis  davon  nieht  vollstàndig  war,  sondcrn  sich  auf 
dièses  theorema  griindete,  dass 

(1  —  x)  (1  —  xa)  (1  —  x*)  (1  —  x4)  (1  —  x5)  etc.  = 
1  —  x1  — xa  +  xâ  +  x7  —  x11  —  x,s  +  xaa  +  xas  —  etc., 

welches  ich  nur  per  inductionem  gefunden  hatte  und  auf 
kcinerlcy  Weise  beweisen  konnte.  Es  schien  mir  auch  merk- 
wiirdig,  dass  die  cxponentes  altcrnatim  sumti  1,  5,  1*2,  22, 
35,  etc.  die  numeri  pentagonales  sind,  und  die  ùbrigen  2, 
7,  15,  26,  hO,  etc.  die  scriem  peutagonalium  rétro  eonti- 
nuatam  vorstcllen,  also  dass  die  obige  séries  auch  solcher- 
gestalt  dargcstellt  werden  kann 

etc.  -  x40  +  x16  -  x15  +  x7  -  x*  -+-  x°  -  x1  +.  x'  -  x' 1  +  xaa  -  xM  + 

etc. , 

wo  die  dirterentiae  exponentium  cine  progressionem  arith- 
meticam  ausmaehen. 

Seit  der  Zeit  aber  habe  ich  auch  die  Démonstration 
dièses  theorematis  gefunden,  welche  sich  auf  dièses  lemma 
grùndet: 

(1  -a)  (1  -0)  (1  -  y)  (t-3)  etc.  = 
1  -*-/3  (i-a)-y  (1  -a)  (1  -£) -3(1  -«)  (1  -/*)  (t  -y)  ~  etc. 
dessen  Démonstration  sogleich  in  die  Augen  fàllt. 

Also  Ist  nach  diesem  leinmatc 
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(1  -  x)  (1  —  x1)  (1  —  x3)  (1  -  x4)  (1  —  x5)  etc.  =:  s  = 

x4  (1  —  se)  (1  —  x1)  (1  —  x3)  —  etc. 
Ponatur  5  =  1  —  x  —  Axx,  erit 

A  =  1  -x-fx  (  1  -x)  (1  -x*)  -f-x*  (1  -x)  (1  -xx)  (1  -x3)  -f  etc. 

Evolvatur  ubique  factor  1  — x,  erit 

A  =  \-x  -x*(l  — xx)  —  **(t— **)(!— x*)  —  etc. 

-fx(l-xx)-f x*(l-xx)(l  -x3)-fx8(t-xx)(!  -x8)(i-x4)-}-etc 

hineque  fiet 

^=l-x3  _xs(!-xx)  _x'(l-xx)(l-x8)-etc. 

Sit  ^=zl  —  x3  — Bx5,  erit 

B  =  l-  xx-fx*  (l-xx)(l-x3)-f  x*  (1  -  ax)  (1-x*)  (1  -  x4)  -fetc 

Evolvatur  factor  1  —  xx: 

5  =  1 -xx  _x4(i-x»)  -xe(l-x3)(l-x4)  — etc. 

4.xx(l-x3)-hx4(i-xa)(i-x4>-fx«(l-x>)(l-x4)(l-x8)+etc 

hineque  fiet 

B=l-xi  -  x8  (1-x8)  -x1 1  (1-x3)  (1  -  x4)  -  etc. 

Sit  B—i  —  xs  —  Cx\  erit 

C=  i  -  x  8  +x8  (1  - x3)(I-x4)+x«  (1-x3) (1  -x4) (1  - xs)-f  etc. 
Evolvatur  factor  i  —  x8  : 

c  =  i-x8  _x«(i-^*)  -x»  (1 — x*)(i  — x1) — etc. 

-f  x8(l-x4)4-x«(l-J:4)(l-x»)4-x,(l-x4)(i-x5)(l-x«)+etc. 

ergo 

C  =  i-x7  -il,(l-i4)  -xls(l-x4)(l-x')-etc. 

Sit  C  —  1  —  x7  —  J9xu  etc. 

Wenn  man  nun  auf  gleiche  Art  fortgehet,  so  wird 
^  ==  1  —  x9  —  Ex14 ,  E—i  -x11  — Fx17  etc. 
Aho  wird  seyn: 
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s  —  1—  x  —  Ax*  \  f      s    —  1  —  x  —  Axx 

A—i  —  x5  —  Bxs  I  l  Ax%  —x%  (1  —  x8)  — Bx7 

B—i—  x*  -  Cx8  f  ,     )  Bx1  —x1  (1—  x5)  —  Cxi$ 

C=l  -x7—  #W  \  Cxl4  =  xls  (1—  x7)— Z)xis 

Z>=1 -x9- Ex'M  /  Z>x"  —  x16(t  -x')  —  Ex*0 

etc.                        /  \  etc. 

woraus  deno  ganz  ungezweifelt  folget 

s  =  i  —  x—  xl(l  —  x3)  -f  x7(i  — «'•(!  — x7;-f 

xu{î  —  x9)  —  etc. 

otler 

s  =  t  —  x  -  x1  +  x5  +  x7  -  x1 1  —  x» 4  -f      +  x" — xM  -  etc. 

Euler. 
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LETTRÉ  CXXXI. 

GOLDBACH    à  EULER. 
Sommaire.    Théorèmes  relatifs  à  la  résolution  des  nombres  en  trois  et  quatre 


St.  Petersnurg  d.  18.  JuU  1750. 

Die  Démonstration  von  den  tbeorematibus ,  die  sommas 
trium  et  quatuor  quadratorum  betreffend,  welche  Ew.  in 
Dero  Sehreiben  auffuhren,  habe  ich  leicht  eingesehen,  weil 

generalitcr  wahr  i*t ,  dass  posita  %  =  î&^j^-^^  9 

die  vier  gegebenen  quadrata  aa-j-/3/3-\-yy  -\-ÔÔ  gleich  sind 
(ez— a)%-\-(fz— 0)%+(gz—  y)*+(AjB—  d)\  alhvo  die  quan- 
titates  e,f,  g,  h  pro  lubitu  genommen  werden  konnen,  wenn 
auch  ùber  dièses,  die  letztern  vier  quantitates  so  beschaffen 
sind,  dass  die  su  m  ma  quatuor  radicum 

(e  4./+ ^ 4- /.)  z  —  («4-04-y  +  Ô)  =  0, 
so  konnen  die  vier  quadrata  allezeit  in  drey  quadrata  ver- 
wandelt  werden. 
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Irh  will  noch  einige  andere  propositions  beyfiigen,  die 
mir  schon  Iiingst  bekannt  gcwesen ,  und  «ich  selbst  dc- 
nionstriren: 

L  ua  +  Pi*  +  yy  +  (2*+*+ P+y?  =  («  + 
(«  H-  y  +  V  +  (.i  4-  y  +  V  +  M  =  (a  +  3p  +  <p  +  5)'  + 

woraus  zugleich  die  Méthode  erhellet,  wie  data  quatuor  qua- 
drata  iuiparia  (non  aequalia  inter  se)  in  quatuor  alia,  sive 
paria  sive  imparia,  vervvandelt  «werden  kônnen,  denn  wenn 
Ô  in  den  gegebenen  vier  quadratis  ein  numerus  par  ist,  so 
gilt  die  erste  Aequation  pro  quadratis  parions,  und  die  an- 
dere pro  imparibus. 

II.  Si  dantur  in  uno  casu  ua-\- fî <3-\-yy—&m-\-$,  dantur 
etiani  quatuor  qnadrata  pro  casu  quocunque 2m-\-pp± p-\- 1  ; 
nain  si  8m-(-3  est  —  tribus  quadratis,  erit  8m+3+(t+2p)*Z= 
quatuor  quadratis  et  divisis  omnibus  per  V,  2m-f-pp±p+l  = 
quatuor  quadratis. 

III.  Nachfolgende  drey  qnadrata  in  fractis 

allwo  a,  0,  y  pro  integris  genommen  werden,  sind  zz  die- 
sen  drey  quadratis  integris  aa-\-j3 fi-\-yy. 

IV.  Si  AA-\-BB  +  CCzzz8m+Z,  erit 

4.4           '           4.4  '            4.4  "t"  4.4 
=  2mf  1. 

und  wenn  man  3  anstatt  1  sctzct,  so  kommen  vier  qua- 

drata  zz  2mA-  3  heraus.  Goldbach. 

1  • 
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LETTRE  CXXXII. 

EULER   à  GOLDBACII. 
Son  M  Al  «S.     Recherche»  arithmétiques.  Suite. 


Berlin  d.  15.  Augu&t  1750. 

Die  ùberschriebenen  thcoremata  circa  resolutionem  nume- 
rorum  in  tria  et  quatuor  quadrata  sind  aile  merkwùrdig 
und  haben  ibre  vollige  Ricbtigkeit;  ich  habe  mich  aber  bis- 
her  umsonst  bemiihet  au»  solchen  tbeorematibus  den  ge- 
ringsten  Nutzen  fur  die  bewussten  Fcrmatiana  zu  ziehen.  Ich 
nabe  zwar  bewiesen  omnem  numerum  sive  integrum  sive 
fractum  esse  summum  quatuor  pauciorumve  quadratorum; 
allein  es  fehlet  mir  nocb  an  dièse  m  Beweise:  Si  numerus 
integer  n  fuerit  summa  quatuor  fractorum  quadratorum 

aa    ,    bb    •    ce    .  dd 

 y 

pp    1    qq   1    rr   1  SS 

tum  eundem  quoque  semper  esse  summam  quatuor  quadra- 
toriun  in  integris.    Und  ich  sehe  wohl,  dass  ich  ohne  dièse 
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Démonstration  nichts  pro  resolutione  numerorum  in  tre» 
trigonales,  quinque  pentagonales ,  sex  hexagonale*,  etc.  aus- 
znrichten  vermôgend  bin;  und  weil  hier  ailes  auf  numéros 
integros  ankommt,  so  kônnen  die  formulae  univcrsales,  als 
welche  auch  fractos  in  sich  schliessen,  nicht  viel  helfen.  Die 
demonstrationem  pro  quadratis  habe  ich  aus  der  Betracbtung 
der  residuorum,  welche  post  divisionem  cujusque  numeri 
per  quadratum  ùberbleiben,  hergeleitet;  allein  dièse  Betrach- 
tung  kann  bey  den  ùbrigen  numeris  polygonalibus  nicht  an- 
ge w  and  t  werden,  dahero  ich  den  sichern  Schluss  mâche, 
dass  Fermât  durch  ganz  andere  Speculationen  auf  seine 
theorcmata  geleitet  worden,  welche  vielleicht  aus  fleissiger 
Erwagung  seiner  Werke  zu  errathen  wâren. 

Ich  habe  nculich  einen  Einfall  gehabt  cinc  scriem 
a  -f-  h  +  c  +  d  +  e       '+  etc. 
daraus  zu  bestimmen,  wenn  die  producta  ex  binis  terminis 
contiguis  gegeben  sind,  als: 

Quaeratur  séries  numerorum  a-\-b-\-  c-\-d-\-e-\-f  -\-  etc. 
certa  et  uniformi  lege  procedens,  ut  sit:  ab  —  1,  bc~  2, 
e  J  =z  3 ,  de  — h,  ef—5,  etc. 

Hicraus  ist  sogleich  klar,  dass  wenn  nur  ein  terminus 
bckannt  warc,  die  ùbrigen  aile  daraus  bestîmmt  werden. 
Àlso  aus  dem  ersten  a  sind  die  folgcnden: 

.1  la     j       1.3  î.  4a     ^  1.3.5 

um—f  c  —  —  >  a  zz  -—  t  e  ~  -— —  f  /  —  —  ,  etc. 

a  1  3.  a  1.3     J  lA.a. 

Nun  folgt  ex  natura  seriei,  dass  die  termini  innnitesimi  cin- 
ander  gleich  wyn  mùssen,  also  wenn  je  zwey  contigui  cin- 
ander  gleirJi  gesetzt  werden,  so  mùssen  folgende  valores 
der  Wahrheit  immer  niiher  kommen: 

  1.1          1.1.3         1.1.3.3    1.1.3.3.5 

flfl-T  —  j.2  —         —  "aXO"  eU' 

also  wird  seyn 


Digitized  by  Googl 


—    529  — 

  1 .3.3.5.5.7.7.9.9.11 . 11  .Hc.    .     .  - 

0(1  —  1. 2  A  A.  6. 6^8. 8. 10. 10.      etc.  in  * 

1 

Dièse  Expression  abcr  ist  m  —  (cxist.  1:  ffzzdiam.:  periph.), 

folglich  wird  q  —  V~ •  Dahero  ist  dièses  cine  séries  uni- 
formi  lege  procedcns: 

Von  dicser  série: 
i  —  x1  -f  x4  —  x9  +  x16  —  x"  +  xss  —  x49  +  etc. 
halte  ich  fur  mcrkwûrdig,  dass  wenn  man  setzt  x  =r  1  — j, 
dièse  séries  herauskonunt: 

J  +  0  y  -f- 0  f  +  0  y*  +  0  j4  +  etc. 
nehmlich  dass  aile  potestates  finitae  ipsius  y  evanesciren, 
welches  aber  bey  den  infinitis  nicht  geschehen  kann,  indem 
die  summa  derselben  seriei  unmôglich  allzeit  seyn  kann  z=l  \. 
Solches  mag  wohl  cintreffen  casu  X~  1  ;  aber  wenn  x  <  1, 
so  ist  die  summa  gewiss  >  \.  Allein  sctzc  icb  nurxzz  *z, 
odcr  yz=L^,  so  wird  die  Summ  =  0,V999*92,  wofcrn  ich 
im  Rechnen  nicht  gcfehlt. 

Euler. 
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LETTRE  CXXXIII 


EULER  à  GOLDBACH. 

Sommaire.  Amendement  à  la  lettre  précédente.    Recherche  de  l'Intégrale  dW 
équation   différentielle  au  moyen  d'une  seconde  différentiation. 


•  Berlin  d.  17.  Augu*t  1760. 

Ich  kann  nicht  untcrlassen  den  in  meincm  lctztcn  Schrei- 
ben  bcgangnen  Rechnungsfehler  anzuzeigen,  dass  ich  die 
Summ  der  dort  aiigcfùhrten  seriei  kleincr  als  \  befunden, 
welche  doch  wirklich  nach  wiederholter  Rechnung  grôsser 
ist  als  |.  Ich  habe  seit  der  Zeit  verschiedene  casus  mit  allem 
Flciss  bcrechnet  von  dieser  série 

s  =  1  —  xl-+  x'—x9  +  x18—  x"  +  xw—  x49+  etc. 
und  bcfunden,  dass 

wenn  xzzl  0  so  ist  5—1,  wclchcs  fur  sich  klar; 

x—\     „     s—  0,56056210M) 

x=J     „     s  =  0,5063351 

x=j9     „     5  =  0,5029379861 

x=&     „     5  =  0,5000591683 

x=*Q     „     5  =  0,5000000005 

x      1      }>     5  —  0)5.  . 
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Wenn  also  x  nur  um  sehr  wenig  kleiner  ist  aïs  t ,  nchmlich 
a;— 1 — w,  so  wird  die  summa  s  um  etwas  fast  unmcrk- 

liches  grôsser  als  ~.  Denn  wenn  co  =  ^>  so  ist  s  =:  ™  +  -5,0, 

und  wenn  man  sctzct  «  — oder  x  —  ^,  so  kann  man 

sicher  schliessen ,  dass  der  Excess  der  summac  s  ùber  —  nur 

ungefàhr        bctragen  wùrde.    Ich  habe  aber  bisher  um- 

sonst  einen  siehern  Weg  gesucht  um  die  Summe  dieser 
seriei  proxime  in  numeris  zu  bestimmen,  wenn  a  ein  «ehr 

kleiner  Bruch  ist.    Denn  wenn  ich  setzen  wollte  «zz:-ï- 

1  liy) 

oder  x  —  -^,  so  miisste  ich  aile  termine*  seriei  auf  mehr 

als  100  Figuren  in  Decimalfractionen  berechnen,  weil  $  — 
0.5000000  etc.  und  die  Anzahl  der  nach  der  5  folgenden 
Nullen  sich  bis  auf  hundert  belaufen  wùrde.  Denn  unge- 
fàhr wird  seyn  s     -i-  ■+  ^rêo*   Es  wàre  a^80  emc  Méthode 

hoch  zu  schàtzen,  vermittelst  welcher  man  im  Stande  wâre 
den  Werth  von  s  proxime  zu  bestimmen,  wenn  a  ein  sehr 
kleiner  Bruch  ist. 

Die  theoremata  Fermatiana  haben  mich  auf  die  Betrach- 
tung  dieser  seriei 

s—  1  -^rxi-\-x*+  x'+x^+x^-j-x^+etc. 
gebracht,  als  in  welcher  keine  andere  potestates  ipsius  x 
vorkommen  als  deren  exponentes  numeri  quadrati  sind. 
Nimmt  man  nun  das  Quadrat  von  dieser  série: 

ss  —  1  +  2x  +        2  a;4  +  2  jc*+  x8+  etc. , 
so  enthalt  dièse  séries  keine  andere  potestates  ipsius  x,  als 
deren  exponentes  summac  duorum  quadratorum  sind.  In 
der  série  s*  werden  noch  nicht  aile  potestates  ipsius  x  vor- 
kommen ,   sondern  darin  noch   dièse  X  y  X  y  x2*,  x™,  etc. 
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fchlen.  Kônnte  man  nun  beweisen,  dass  in  der  série  s*  gar 
aile  potestates  ipsius  x  nothwendig  vorkommcn,  so  warc  zu- 
glcich  bewicsen,  dass  einc  solche  Zahl  sumina  quatuor  qua- 
dratorum  paueiorumve  wâre. 

Ebenfalls  pro  resolutione  numerorum  in  très  triangulaires 
miisste  man  beweisen,  dass  posito 

s=:i-\-xl  +  xs-\-x*  +  xl0-\-xls-\-x2i  +  etc. 

die  daraus  entstehende  séries  s5  gar  aile  potestates  ipsius  x 
in  sich  fasse.  Lïnd  pro  numeris  pentagonalibus  niùsste  be- 
wicsen werdcn,  dass  posito  s~  1  -\-xi  -\-x5-\- xi2 -\- x12 -\-  etc.  , 
die  daher  entstehcnde  séries  s*  gar  aile  potestates  ipsius  x 
in  sich  fasse,  etc.  In  diesen  seriebus  pro  s  assumtis  habc 
icb  aile  coëfficientes  gleicb  1  gesetzt.  Der  Beweis  aber  wird 
einerley  scyn,  wenn  man  quosvis  coëfficientes  affirmativos 
annimnit,  und  es  kamc  darauf  an,  solche  coëfficientes  zu  er- 
wahlcn,  dass  der  Beweis  erleichtert  wùrde.  Dieser  Weg 
daucht  mir  noch  der  natùrlù liste  zu  scyn,  um  zum  Beweis 
der  theorematum  Fermatianorum  zu  gelangen. 

Ew.  werde  noch  cin  curieuses  paradoxon  in  analysi  infini- 
torum  \orlcgcn,  welthes  darin  bestebet,  dass  man  ôfters  das 
intégrale  von  eincr  Differential-  Acquation  finden  kann,  ohne 
dicselbe  zu  integriren,  indem  man  dieselbe  sogar  noch  weiter 
differentiirt,  ungeachtet  einc  solche  Opération  dem  Endzweck 
schnurstracks  entgegen  zu  seyn  scheinct.  Denn  wenn  man 
cine  aequationem  diflcrentialcm  nochmals  differentiirt,  so  be- 
kommt  man  ihr  difierentiale,  oder  das  differentio-differen- 
tiale  aequationis  integralis  quaesitae.  So  wunderbar  mu&s  es 
also  sebeinen ,  dass  man  dureb  einc  solche  Opération  die 
aequationem  integralem  sclbst  bekommen  sollte.  Folgendes 
Excmpcl  wird  dièses  paradoxon  deutlich  an  den  Tag  legen. 
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Proposita  ait  haec  aequatio  differentialis 

ydx  —  xdy  —  ay  (dx*  +  d y2) , 
cujus  intégrale  quaeratur. 

Ponatur  dy  —  pdx,  haee  aequatio  abibit  in 
y  —  px=zaY(i  +pp)> 
quae  denuo  differentiata  dat 

dy-pdx-xdp  =  7^F)- 
Atqui  et  dy  =  pdx  (per  hyp.)  ergo  -mip  =  -fâ-, 
ideoque  hinc  habebitur  X  —  ^  Porro  ex  aequatiouc 

y — px—aV  (i-\-pp)  fit  y=z  px-\-aY  (i-f-pp),  unde  va- 
lore  invento  pro  x  substituto,  obtinetur  y  —  y  ^_|_^  •  Gum 
jam  ait  x==  ^  erit  .xx-f- y  v=zaa,  quae  est  aequatio 

intégral»»  quae*ita,  atquc  per  differentiationem  eruta. 

Eu  1er. 
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LETTRE  CXXXIV. 


GOLDBACH  à  ElJLER. 

Sommaire.    Réponae  &  la  lettre  précédente.     Observation   sur  les 
aolubles  en  quatre  quarrés. 


St  Petewburg  d.  8.  October  I7SO. 

Der  Rcchnungsfehler,  welchcn  Ew.  selbst  in  Dero  Schreiben 
vermuthet  hatten,  i«t  niir  alsofort  sehr  wahrschcinlich  vorge- 
kommen;  es  hâtte  mir  aber  vicie  Mùhe  gekostet  selbigen 
eigentlich  anzuzeigcn,  wcnn  solches  nicbt  Ew.  selbst  in  Dero 
Brief  v.  17.  Ang.  gethan  hatten;  mir  werden  auch  dièse  Sa- 
chen,  seitdcm  Ew.  von  hier  abgereiset  sind  und  ich  hieruber 
mit  keinem  Menschen  mehr  spreche,  noch  in  Bùchern  etwa* 
dergleichen  lèse ,  je  langer  je  fremder,  wie  ich  dcnn  den 
nexum  inter  aequationes  ydx — xdy  a}/(dx*  -)-  dy*)  und 
ac*+j*—  a1  schwerlich  wùrdc  entdecket  haben,  wenn  Ew. 
selbigen  nicht  so  deutlirh  angezeiget  hatten. 
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Àus  dcm  theoremate  Fermatiano  folget  aucb  dièses:  dass 
die  summa  radicum  quatuor  quadratorum  impari  um  al  lez  ci  l— 
seyn  kann  ±  2,  odcr  dass  data  summa  quatuor  quadratorum 
imparium,  die  quatuor  quadrata  so  angegcben  wcrdcn  kônnen, 
dass  die  summa  radicum  —  sey  ±  2.  Wenn  man  aber  auf 
einc  leichte  Art  beweisen  kann,  dass  die  summa  quatuor 
quadratorum  imparium  auf  nacbfolgcndc  \ier  zu  redueiren 
ist:  aa  -\-  ft>3  -f-  y  y  -f-  (2  —  a — fî  —  y)2,  so  ist  aucb  leirbt 
zu  beweisen,  dass  8m  -f-  h  allezeit  einc  summa  quatuor  qua- 
dratorum imparium  ist. 

Goldbacb. 


Corr.  math  tt  phtjt   T.  I.  3^, 
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LETTRE  CXXXV 


ElJLER   à  GoLD  BACH. 
Sommaire.   Théorèmes  de  stéréométrie 


Berlin  d.  14.  Noyemb«r  1"50. 

Nculich  kam  mir  in  Sinn  die  allgemeinen  Eigenscbaften  der 
Gorper,  welche  lied  ris  planis  cingcscblossen  sind ,  zu  be- 

stimmcn,  weil  kein  Zwcifel  ist,  dass  sich  in  dcnselben  nicht 

■ 

eben  derglcichen  allgemeinc  Eigenscbaften  fui  de  n  sollten,  als 
in  dcn  figuris  planis  rcctilincis,  deren  Eigenscbaften  darin 
beateben,  dass  1.  in  einer  jeglicben  figura  plana  der  nu- 
mcrus  laterum  dem  numéro  angulorum  gleicb  ist,  bcrnaeh 
2.  dass  die  sumnia  angulorum  omnium  gleich  ist  bis  tôt 
redis  quot  sunt  latera,  demtis  quatuor.  Wie  aber  in  den 
figuris  planis  nur  latera  und  anguli  zu  betracbten  vorkoni- 
men,  so  mussen  bei  den  Gôrpern  mehr  Stùcke  in  Betracb- 
tung  gezogen  werden,  als 
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I.   die  hedrae,  deren  Anzahl  sey 

II.  die  anguli  solidi,  deren  Anzahl  scyrziiS; 

III.  die  Fiigungcn,  wo  zwey  hedrae  seeundum  latera  zu- 
sammenkommen,  so  ich  aus  Mangel  eines  reripirten 
Worts,  Qcîes  ncnne,  deren  Ànzalil  sey  — A\ 

IV.  die  latera  singularum  hedrarnm ,  quorum  omnium 
simili  sumtorum  numerus  sit  —L\ 

V.  die  anguli  plani  singularum  hedrarum,  quorum  om- 
nium numerus  sit  =  P. 

1.  Bei  diesen  fûnf  Stùckcn  ist  nun  crstlich  klar,  dass 
P~L,  weil  in  allen  hedris  der  numerus  angulorum  ~  nu- 
méro laterum. 

2.  Ist  auch  immer  A=z^L,  oder  Ai=.{Pt  weil  immrr 
zwey  latera  divcrsarum  hedrarum  zusammenkommcn,  uni 
eine  aciem  zu  formiren. 

3.  Dahero  ist  der  numerus  laterum  seu  angulorum  pla- 
norum  omnium  hedrarum  corpus  includentiuin  allzeit  par. 

4.  Semper  est  vel  L—  3//  vel  £>3f/  ) 

5.  Semper  est  vel  Pz=i3S  vel  P>35  \  al  C8t 

Dièses  ist  klar,  weil  keine  hedra  aus  weniger  aïs  drcy 
Seiten,  und  kein  angulus  solidus  ans  weniger  als  drey  an- 
gulis  planis  bestelien  kann.  Folgcnde  Proposition  aber  kann 
ich  nicht  recht  rigorose  demonstriren  : 

6.  In  omni  solido  hedris  planis  incluso  aggregatum  ex 
numéro  hedrarum  et  numéro  angulorum  solidorum  binario 
superat  numerum  a(  ierum ,  seu  est  H+S  —  A -{-2,  seu 
//  +S  =  {L  +  2=lP  +  2. 

T.  Impossibile  est  ut  sit  A  -(-  6  >  3  //  vel  A-\-  G  >  3  S. 

8.  Impossibile  est  ut  sit  //-f>*>2£  vel  5+V>2//. 

9.  Nullum  formari  potest  soliduni,  cujus  omnes  hedrae 


r 
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sint  «ex  pluriumve  laterum,  nec  cujus  omnes  anguli  solidi 
ex  sex  pluribusvc  anguli»  planis  sint  ronflât  i. 

10.  Summa  omnium  angulorum  planorum,  qui  in  am- 
bitu  solidi  cujusque  occurrunt,  tôt  angulis  rectis  acquatur 
quot  sunt  imitâtes  in  k  A  —  k  H. 

11.  Summa  omnium  angulorum  planorum  aequatur  qua- 
ter  tôt  angulis  rectis,  quot  sunt  anguli  solidi,  demtis  oeto, 
•eu  est  =z  k  S  —  8  rectis. 

Excmplo  sit  (Fig.  39)  prisma  triangulare,  ubî  est 

1.  numeriis  hedrarum  f/=5; 

2.  numerus  angulorum  solidorum  S  —  6; 

3.  numerus  acierum   (ab,  ac,  bc,  ad,  be,  cf,  def 
df.ef)  A-  9; 

k.  numerus  laterum  et  angulorum  planorum  Lu  Pzz  1 8. 
Includitur  enim  corpus  duohus  triangulis  et  tribus 
quadrilateris,  unde  L—P—2. 3-)- 3.  V— 18.  Nun 
ist  nacb  dem  theor.  6'°:  //  +  5(U)  =  A  +  2(11). 
Ferner  summa  omnium  angulorum  planorum  (aus 
den  beiden  triangulis  zz  k  rectis,  aus  den  drey  qua- 
drilateris zz  12  rectis)  erit  zz  16  rectis  zz  k  (A —  //) 
—  K  S  —  8  rectis. 
Es  nimmt  midi  Wunder,   dass  dièse  allgemeinen  pro- 
prietates  in  der  Stéréométrie  noch  von  JNiemand,  so  vîel 
mir  bekannt,  sind  angeinerkt  vvorden-,  dodi  vicl  mehr  aber, 
dass  die   fùrneluiistcn  davon  als  tbeor.  6  et  tbeor.  1 1  so 
sclnver  zu  beweisen  sind,  denn  icb  kann  dieselben  noch 
nidht  so  beweisen,  dass  icb  damit  zufrieden  bin. 

Uni  die  soliditatem  cincs  Corpers  zu  bestimmen,  so  wollte 
icb  nacb  Bclicbrn  inners  dcsselben  ein  Punet  annebmen, 
und  daraus  nacb  allcn  angulis  solidis  grade  Linien  zieben. 
llierdurch  wird  der  Côrper  in  lauter  Pyramiden  zertheilt, 
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deren  vertice»  im  angenommenen  Punct  sind  und  die  hedras 
zu  basibus  haben.  Welcbc  Pyramiden  nicbt  triangnlarcs  si nd, 
kônnen  fcrner  leicbt  in  triangulares  zerscbnitten  werden. 
Aile»  kommt  also  darauf  an,  dass  man  die  soliditatem  py- 
ramidis  triangularis  bcstimmen  kônne,  wclchcs  also  ex  cog- 
nitis  lateribus  gescbehcn  kann: 

Sit  (Fig.  kO)  ABCD  pyramis  proposita,  in  qna  habeantur 
AB—ay  AC—b,  BC  —  e,  AD  —  d,  BD=ze,  CD  —  j\ 
erit  bnjiis  pyramidis  soliditas  =: 

-\-Qûff{bb-\-cc-\-dd-\-ee  —  aa  — ff)  —  aabbcc  \ 
-\-bbee{aa-\-cc-\-dd-\-ff — bb  —  ee)  —  aaddee  f 
-\-ccdd(aa+bb-]-ee  -+-jf—  ce— dd)~  bbddj'A 

—  cceeff  ) 
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LETTRE  CXXXVI. 


GoLDBALH    à  EtLF.R. 
S  <»  m  M  a  i  a  L.    Kiieoic   >ui    la  d^compof iliou  de»  nombres  eu  quatre  qiurrêY 


St.  Petersburg  d.    *r  Juni  1751. 

hj\v.  bin  ich  fiir  die  mir  communicirten  «rhônen  theorcmata 
von  den  Eigenscliaften  der  Corper,  welrhe  hedri»  plani»  ein- 
gesrhlossen  sind,  sehr  verbunden;  irh  beklage  aber,  da» 
bey  mir  die  gehorige  Attention  zn  dergleirhen  Betrarhtunsen 
je  langer  je  mclir,  nnd  zwar  per  seriem  valde  ad  niliil»'n 
convergentem  wider  meincn  Willen  abnimmt,  ausser  da*$ 
ich  noch,  bisweilen  an  da8  theorema  Fcrmatiannm  gedenke, 
wovon  irh  ùber  Vermuthcn  naelifolgende  casua,  darin  qiw- 
tuor  qnadrata  -|-  8  aequalia  fiunt  quatuor  quadratis,  beiner- 
ket.  Sint  a,  fi,  y,  S  mitneri  integri  permutabiles  sive  aflir- 
mativi  sive  nrgativi ,  ernnt  ua  -f-  fi  fi  +  yy  +  f5#-}-8  aequa- 
lia  quatuor  quadrati»  ai  fuerit  S  —  7  -|-  a  -j-  fi  -f-  y,  vcl  ^ 
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2+«+£+r>  vel  =  2/?  +  2y+3,  vel  =  îl±2£±Z  (ca8u 

quo  hic  numcrus  fit  integer),  vel  =.3a-\-2t8-\-2y ,  vel  -  a, 
vel  3  y  +  8 ,  in  welchen  allen  Fallen  die  quatuor  qua- 
drata  gar  leicht  angegeben  werden  kônnen;  ingleichen  wenn 

(37y  +  j)y-2y(y-f  0(^  +  ^+7) 
3qq  —  1q  —  1 

numéro  integro,  ubi  et  2q  sit  numerus  integer  quicunque. 
Ich  habe  schon  làngst  in  den  Zeitungen  gelesen,  dass  dcr 
Herr  Pbilidor  sich  in  Berlin  bei  den  grôssesten  Scbacbspie- 
ler n  fûrcbterlich  gemacht,  woraus  icb  vermuthc,  das*  er  Ew. 
aucb  nicht  unbekannt  seyn  wird. 

Goldbach. 
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LETTRE  CXXXVII. 


EULER    à  GOLDBACU. 

Sommaire.   Suite  de*  recherches  Kir  la  décomposition  des  nombres.    Le  ce'lehre 
joueur  api  échecs  Pbilidor.    Nouveau  mémoire  sur  Jupiter  et  Saturne. 


Berlin  d.  S.  Joli  1751 

Ich  bcklage  von  Herzcn,  daas  bey  Ew.  die  Lu»t  zu  mathé- 
maticien Specidationen  abzunehmen  beginnt,  woran  ohne 
Zweifcl  der  Mangcl  eine»  vertrauten  Umgang»  ùber  der- 
gleichcn  Untersuehungcn  grossen  Anthcil  baben  wird.  Denn 
die  mir  gùtigst  iiberwhriebenen  Anmerkungen  fiber  das  theo- 
renia  Fermatianum  zeigen  niehts  weniger,  al*  eine  \  ermin- 
derung  in  der  Kraft  dcrgleichen  Sachen  nacbzudenken  an. 
Dicsclben  haben  mir  A  nias»  gegeben  dièse  Bestimmung  all- 
gemeiner  zu  machen  und  den  Werth  von  ô  zu  bestimmen, 
dau  aa  -{-  fîft  -\-  yy  Ôô  -\-  e  eine  summa  quatuor  quadra- 
torum  werde.    Setze  ich  nun 

ua+fifl  +  yy +88+  c=(a-  Arx)*  +  (/i-mx)1-*-  (y-  nxjV  (d+x)\ 
»o  wird 
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Sz=zka-\-  m/?  +  nY  —  ix(kk+mm-\-nn  -j-  *)  +  k— 

2ê  X 

Damit  nun  dièse  Formul  in  ganzcn  Zahlcn  bcstehc,  setzc 
icli  e  (kk     mm  +  nn  -f-  1)  zz  a&,  oder  ich  resolvire 

ejH'  +  mm  +  nn-f  1) 
in  zwey  factores,  die  entwcder  beyde  grad  oder  beyde  un- 
grad  «ind,  «o  wird 

5  m  À- ce  +  m/3  +  ny  -\-         und  x  —  ~- 

I*t  nun,  wie  bey  Ew.  e  — 8,  so  kônnen  in  génère  die  vier 
quadrata,  deren  Summ  ~  a  a  -f-/?/?  -f-  yy-f-  33  +  8,  ange- 
geben  werden,  wenn  8—ka-\-  mff  -\-ny  -\-f9  und  y  so 
angenommcn  wird,  dass  f~  c  —  e?,  existcnte 

2  (À* À*  -\-  mm  -f  nn-f-  1)  =  crf; 

und  da  wird  ac——  >  oder  ce  =:  —  4  ' 

c  a 

Fur  m  und  n  kônnen  nun  Zahlen  naeh  Bcliebcn  an- 
genommcn werden,  da  immer  fur  f  ein,  zwei  oder  mêla* 
taugliche  Wertbc  herauskommen.    Aïs  setzt  man 

\ 


A  —  1,  m  =  0,  n  =  0,  so  wird  cd  =  4  und f=  0,  oder  /= 

3;«=  a-f-  

A  =  2,  m  =  0,  «  — 0, 

>•> 

A  =  3,  m  =  0,  n  =  0, 

« 

cd=20  „  f=l,f=8,f= 

A  =  1,  m—  1,  n  =  0, 

»» 

cd=  6  „  /=!,/=  5; 

•=»  »+  /M— 

A  =  2,  m  =  1,  w  =  0, 

»» 

crf=12  „  /=1,/=V= 

=  ll;*  =  2a-|-  0+.. 

A  =  2,  m  =  1,  n  =  0, 

»» 

c</=18  „  /=3,  7, 

n;*  =  2a-f  2/î-f  .. 

A  =  3,  /n  =  1,  n  =  0, 

c«/=22  „  /=9,  21; 

»  =  3«+  3+.. 

A  =3,  m  =  2,  /t  =  0, 

c</=28  .,  /=  3,  12, 

2"7;*  =  3«-}-2/3  + .. 

0* 

3 


1 

8* 

19 


n 


5 
1 

11 
3* 

H 

9 
21 

3 
12 
27 
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h  =  3,  m  =  3,  «  =  0,  so  wird  c</=38  und /=  17,  31; 
A  =  l,m=l,«  =  l,      M      c«/=  8   „  /=  2,  7; 


X=2,/n  =  2,/i=1, 
k  =  2,  m  =  2,  n  =  2, 

X=3,m=  l,n=l, 
A  =  3,  m  =  2,  n=l, 


crf=14  „  /=  5,13; 

crf=20  „  /=  1,  8,19; 
c,/=26  „  /=  11,25; 


•  =  3«  +  3p+  [JJ 

8=  a+  n  ; 

«=2«+2,*  +  7+^8 


c</=24  „  /  =  2, 5, 10,  23;    *  =  3«-f  y-f^J 

25 
1 

c</  =  30  „  /=1,7,13,29;    *  =  3a+2/5-f  7+^(] 

f  * 

X=3,m  =  2,«=2,      „     ci/=36  n  /=0, 5, 9,  16,  35;  8 = 3a+2/î+27-K  S 

(S 

wo  ich  die  von  Ew.  ùbewchriebenen  Formeln  mit  einem  * 
bcmerkt.  Man  kann  auch  y  nach  Belicben  annehmen,  um 
daraus  À*,  m  und  n  zu  bestimmen,  als,  wenn  seyn  soll  /—  0 
oder  d~ka-\-m/3-\-ny,  80  wird  czzd>  folglich  cd  ein  Qaa- 
drat.  Dasaelbe  seyz=.kpp,  so  wird  À:ÂL-|-mm-|-fM=2ji/)  — 1« 
Hier  ist  klar,  dass  wenn  p  ein  numerus  par,  2pp  —  1  un- 
moglich  die  Summ  von  drey  Quadraten  scyn  kann;  also 
mùssen  fur  p  nur  ungradc  Zalden  genommen  werden,  da 
dann  fur  À*,  m,  n,  folgende  Wertbe  bcrauskommcn  : 


1  =  1 

17 

49 

97 

161 

A  =  l 

4,3 

7,6 

9,6 

11,10, 

;> 

w  =  0 

M 

0,3 

4,6 

4, 

6,  6, 

8 

n  =  0 

0,2 

0,2 

0,5 

i, 

2,  5, 

1 


241 
15,  11, 13,  12 
4,  6,  6,  9 


337 
18,  16, 12 
3,  9,12 
2,  0,T 


Da  nun  solrhergcstalt,  wenn  a,  fî,  y  gegeben  sind,  unend- 
licb  vielerley  valores  fur  3  gefunden  werden  kônnen,  nach- 
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dem  entwcder  f  oder  k,  m,  n  nach  Belieben  angenommen 
wird,  und  auch  die  Zahlen  k,  m,  n  und  f  négative  genom- 
men  werdcn  konuen ,  go  wâre.  nun  zu  beweisen,  dass  auf 
solche  Art  aile  môgliche  Zahlen  fur  d  herauskommen -,  und 
hieraus  wùrde  mai)  einen  sehr  schônen  Beweis  fur  das  theo- 
rema  Ferniatianura  erhalten,  welcher  gewiss  noch  zu  andern 
wichtigen  Entdcckungen  leiten  wùrde. 

Den  grosscn  Schachspicler  Philidor  habe  ich  nicht  ge- 
sehen,  weil  er  «ich  mebrentbeiU  in  Potsdam  aufhiclt.  Er 
soll  noch  ein  sehr  junger  Mensch  seyn,  fùbrte  aber  eine 
Maîtresse  mit  sich,  wegen  welcher  er  mit  einigen  Officiren 
in  Potsdam  Vcrdricsslic  keiten  bekommen,  welche  ihn  genô- 
thiget  unvermuthet  wcgzurcisen;  sousten  wùrde  ich  wohl 
Gclcgcnheit  gefunden  haben  mit  ibm  zu  spielen.  Er  hat 
aber  ein  Buch  vom  Schachspicl  in  England  drucken  lassen, 
welcbcs  ich  habe,  und  darin  gewiss  selir  schône  Artcn  zu 
spielen  enthalten  sind.  Seine  grôsste  Stiirkc  bestcbet  in  Ver- 
tbeidigung  und  guter  Fùhrung  seiner  Bauern,  um  dieselben 
zu  Koniginnen  zu  macben,  da  er  dann,  wcnn  die  Anstalten 
dazu  gemacht,  pièce  fiir  pièce  wegnimmt  um  seine  Absicht 
zu  erreiehen  und  dadureh  das  Spiel  zu  gewinnen. 

Seit  einiger  Zcit  habe  ich  mien  wiederum  mit  dem  Jupi- 
ter und  Saturnus  gcqualet,  und  dariiber  verschiedene  Sachen 
cntdeckct,  welehe  mir  zu  einer  niihern  Erkenntniss  ibrer 
Bewegung  den  Weg  gebabnet.  Weil  dièses  wieder  die  Preis- 
frage  bey  der  Pariser  Akademie  auf  kùnftigcs  Jahr  ist,  so 
habe  ich  dariiber  eine  neue  Ahhandlung  dahin  abgesehickt. 

Eu  1er. 

-    «L^g~^>-^^<g^«»  ' 
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LETTRE  CXXXVIII, 


GOLDBACH    à  ElJLER. 
Sommaire.  Suite  des  recherche»  numériques  précédentes 


St.  Petersburg  d.  17.  Juli  17ài. 

Von  der  aequationc 

31  +  5a  +  lî1  -f  8  =  uu  +  JSr2  =  tribus  quadratis 
will  ich  nur  bemcrken,  dass  u  inimitiés  infinitis  modis  de- 
terminiret  wcrden  kann,  davon  ein  casus  ist 

31  +  5*  +  {kpp  —  10p  +  7)a  +  8  =z 
{hpp  _  i0p  +  3)«  +  (kp  -  9)*  +  (kp  -  1)*; 
was  ich  abcr  in  mcinem  vorigen  Schreiben  von  dem  valore 
S  per  a,        y  et  q  expresso  erwàhnet  habe,  verstehe  ich 
jctzo  sclbst  nicht  mehr  und  zweifle  an  dessen  Richtigkeit, 
doch  ist  dicses  gewiss,  dass 

a»+ftfi  +  yy  +  «  +  »  =  3*  +  (1       +  + 

(i— + 

si  <7  determinetur  per  hanc  aequationem 

^î±12(|_a)+{«+/»+y)7=8t. 

Goldbach. 
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LETTRE  CXXXIX. 

GOLDBACH  à  ElJLER. 

Sommaire.  Mime  «jet. 


St.  Petersburg  à  3.  Augiitt  1751. 

Ew.  sage  ich  sehuldigsten  Dank  vor  die  Communication  (1er 
vielen  casuum  pro 

aa  +  fifi-)-  y  y  \  dd+  8  aa  +  bb  -f  ce  4.  dd. 
Es  ist  allerdings  walir,  wie  Ew.  vermuthet,  dass  ich  ausser 
Dcroselbcn  Niemand  liabc,  mit  dem  ich  von  dergleicbcn  dé- 
couvertes schriftlieh  oder  mùndlich  conferiren  kônntc.  Ich 
glaube,  man  kann  die  Sache  etwas  kùrzer  fassen,  wenn  man 
nur  drey  quantitates  indeterminatas  annimmt  und 

+  77  +  ô8  +  8  =  bb  +  ce  +  dd 
setzet,  denn  es  ist  gewiss,  dass  wcnn  b  in  einem  casu  bc- 
kannt  ist,   selbiges  auch  in  mfinitis  aliis  angegehen  werden 
kann ,  wie  ich  in  ineincm  letztern  Schreiben  angezeiget  habc, 
(woselbst  aber  unnôthig  2p  anstatt  p  gesetzt  worden),  indem 
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es  leicht  zu  dcmonstriren  ist,  dass  alsdann  auch  seyn  wird 
j3i3  +  yy  +  (*+pu)%  +  S  =  (b+pu)*+(c+2u)*+(d+2u)\ 
si  ponatur  u  —  —  b)  p  —  (c  +  d).  Ich  weiss  gar  wohl, 
dass  u  noch  auf  unzahlige  andere  Arten  detcrminiret  werden 
kann,  ich  bin  aber  ein  grosser  Licbhaber  von  solchcn  for- 
mulis,  welche  an  sich  sclbst  kurz,  und  auf  cinc  leicbte  Art 
immer  gcneraler  zu  inacbcn  sind;  denn  wenn  z.  Ex.  allhie 
h-^pu  —  d,  b-\-pu—B,  c-\-2u—C,  d-\-2u~D,  *o 
entstehet  daraus  dièse  aequatio  infinities  gcneralior 

^-Hry  +  M  +  P^),  +  «= 

(B+  fl/)1  +  (C+  »U)*  +  \D-r<2U)\ 
wenn  P  numerum  integrum  quemcunque  bedeutct  und 

U=(J-B)Pr-  (C  +  D) 

gesctzt  wird. 

Es  folget  auch  ex  theoremate  Fermatiano,  dass  Sn  4-  * 
allezeit  in  quatuor  quadrata  imparia,  quorum  summa  radi- 
cuni  est  in  2,  aber  nicbt  allezeit  in  quatuor  quadrata  imparia, 
quorum  summa  radicum  est  —  0,   resolvirt  werden  kann. 

Ferner  hat  auch  dièses  seine  Richtigkeit,  dass  eine  summa 
quatuor  quadratorum,  quorum  summa  radicum  est  =0,  in 
tria  quadrata  resolviret  werden  kann,  ob  aber  quinquc  qua- 
drata, quorum  summa  radicum  ~  0,  allezeit  in  quatuor  qua- 
drata die  man  angebcn  kann ,  resolviret  werden  konne, 
weiss  ich  noch  nicht,  jcdoch  gibt  es  uncndlich  vicie  casus, 
da  solches  angehet,  ohngcachtet  die  summa  radicum  nicht 
zu  0  ist,  also  ist  z.  Ex. 

((2  -f  pp)  b  —  c  —  d  —  e)1  +  (c  —  2b)*  -f  {d  —  2b) 1  + 

(e-2b)'l^-\ppbb  — 
his  quatuor  ((  V  -f  pp)  b  —  c  —  d  —  e) 2  -f  ce  -|-  dd-\-ee. 

Goldbarh. 
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LETTRE  CXL. 


ElJLER  à  GOLDBACII. 

Sommaire.  Même  sujet.  Recherche  sur  le  nombre  des  manières  dont  un  polygone 
peut  être  partagé  en  triangles  par  des  diagonales. 


Berlin  d.  4.  September  1751. 

Sn  gross  das  Vergnùgen  auch  ist,  welchcs  irh  in  Betrach- 
tung  der  Eigcnschaften  der  Zahlen  finde,  go  wird  mir  doch 
dicse  Materie,  wenn  ich  einigc  Zeit  mit  ganz  andern  Unter- 
suchungen  umgcgangcn,  so  freind,  dass  ich  m  ich  sobald 
nicht  mehr  darin  finden  kann.  Also  konnte  ich  den  Grund 
des  schônen  theorematis,  dessen  Ew.  Meldung  tlinn,  dass 
cine  sumina  quatuor  quadratorum  a  a  -)-  bb  -)-  ce  +  dd,  quo- 
rum summa  radicum  a -\- b -\-  c  -{-  d  —  0,  allzeit  in  drey 
quadrata  rcsolvirt  werden  kônne,  sogleich  nicht  einschen, 
da  doch  dcrselbe  ziemlich  oftenbar,  indem 
aa  -\-  bb  -\-  ce  -f  dd~  aa  -|-  bb  -\-  ce  -\-  (a  -\-  b  ~\-  c) 2  zzl 
(«  +  *),  +  Hc)'  +  (Uc)'. 
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Doch  làsst  sicli  auf  gleiche  Weise  niclit  darthun,  dass  eine 
summa  quinque  quadratorum  aa  -j-  bb  -\-  ce  -\-  dd-\-  ee  in 
quatuor  quadrata  resolvirt  werden  kônne,  so  oft  die  summa 
radicum  a-}-b-\-c-\-d-\-e  —  0.  Allein  au»  dem  Vorigcn 
erliellet,  dass  dièse  Resolution  Statt  findet,  so  oft  die  fiinf 
radiées  a,  b,  c,  d,  e  so  beschaffen  sind,  dass  vier  derselben 
zusammengenommen  nichts  werden,  welches  auf  so  vielerley 
Art  gesehehen  kann,  da  es  erlaubt  ist  eine  jede  radicem 
sowohl  affirmative  als  négative  zu  nehmen,  dass  es  schwer 
scyn  wùrde  fiinf  solche  Zahlen  anzuzeigen  ,  davon  nicht  vier 
zusammengenommen  auf  0  gebracht  werden  kônnten.  Oder 
die  summa  quinque  quadratorum  aa-]-bb  -\-  ce  -\-  dd  -\-ee 
liisst  sich  in  vier  quadrata  rcsolviren  in  folgendcn  Fàllen 


/>. 

d—i) 

b . 

. .  b . 

d 

.  e  —  0 

,  d . 

.  e  — 0 

•  C  • 

.  d  . 

.  e  =:  0 

wo  das  Zeichcn  .  .  statt  gesetzt  ist.  Dahcro  jede  von 
diesen  fiinf  Aequationen  acht  in  sich  schliesst,  und  folglû  k 
vierzig  darin  entlialten  sind. 

Wenn  also  die  radires  a,  b,  c,  d,  e  aile  affirmative  ge- 
nommen  werden,  und  unter  diesen  vierzig  Formula  nur 
eine  entlialten  ist,  die  =0,  so  kann  man  sieber  sebliessen, 
dass  die  summa  quinque  quadratorum 

aa  -\-  bb     ce  -f-  dd  +  ee 
sich  in  summam  quatuor  quadratorum  verwandeln  lasse. 

Dièses  folget  nun  ans  dem  einigen  Satze,  dass 
aa-\-bb-\-cc-\-dd~D-\-U-]-U, 
wenn  a  -\-  b  -(-  c  -|-  d  zz:  0.   Weil  nun  eine  summa  quatuor 
quadratorum  in  uncndlich  viel  andern  Fiillen  auch  in  drty 
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quadrata  resolvirt  werden  kann,  so  konnrti  daher  noch  un- 
cndlich  viel  mehr  Conditionen  angezeigt  werden ,  unter  wel- 
rhen  sumrna  quinque  qnadratorum  in  quatuor  quadrata  re- 
solvirt werden  kann. 

So  oft  die  quatuor  quadrata  aa  -j-  bb  -\-  ce  +  dd  so  be- 
schaffen,  dass  a  -f  b  -f-  c  +  d  =r  2,  so  ist 
aa  +  bb+cc  +  dd—  (a+b—\)%  +  (o+c-if  +  fi+c-lf  +  l  ; 
folglich  ist  aa  -\-  bb  -\-  ce  -\-  dd — 1  in  drey  quadrata  reso- 
lubel  Da  nun  8n-f  3  in  drey  quadrata  resolubel,  wenn 
man  setzt 

8n+  3  =  (a  f  b  —  i)%  -f  (a  +  c  —  1  )2  +  {b-\-  c  —  1)*, 
so  wird  %n  -\-k~aa  -\-  bb  -\-  ce  -\-  dd  dergestalt,  dass 

a-\-b  +  c  +  d=:  2; 
und  dièses  ist  das  scbône  theorema,  welches  Ew.  aus  dem 
theoremate  Fermatiano  hcrgeleitct  haben. 

ïcb  bin  neulich  auf  eine  Betrachtung  gefallen,  welche 
mir  nicht  wenig  merkwùrdig  vorkam.  Diesi'lbc  betrifft,  auf 
wie  vielerley  Artcn  cin  gegebenes  polygonum  dureb  Diago- 
nallinicn  in  triangula  zerschnitten  werden  kônnc. 

Also  cin  quadrilaterum  abcd  kann  entweder  durch  die 
diagonale  m  ac,  oder  durch  bd,  und  also  auf  zweyerley  Art 
in  zwey  triangula  resolvirt  werden. 

Ein   Fùnfeck   abede    wird    durch  zwey  diagonales  in 
drey  triangula   getheilet,  und  solches  kann  auf  fùnferlcy 
verschiedene  Arten  geschehen,  nehmlich  durch  die  diagonales 
1.  oc,  ad.  II.  bd,  be.  III.  ca,  ce.  IV.  db,  da,  V.  ec,  eb. 

Femer  wird  ein  Sechseck  durch  drey  diagonales  in  vier 
triangula  zertheilet,  und  dièses  kann  auf  14-  verschiedene 
Arten  geschehen. 

Nun  ist  die  Frage  generaliter:  da  ein  polygonum  von  n 
Ssiten  durch  n  —  3  diagonales  in  n  —  2  triangula  zerschnit- 

Corr  math,  et  phy<.  7   /.  35 
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ten  wird,  auf  wie  vielerlcy  verschiedene  Arten  solcbes  ge- 
schchen  kônnc.  Setze  ich  nun  die  Ànzahl  dieser  versehiedo- 
ncn  Artcn  ~xf  so  habe  ich  per  inductionem  gefundcn 
wenn  n  ~  3,  h,  5,  6,    7,     8,     9,  10 
so  ist  jc=  1,  2,  5,  IV,  \2,  132,  V29,  l'*30. 

Hicraus  habe  ich  nun  den  Schlnss  gemacht,  dass  gencralitor  scy 

2.6.10.14.18.22  (4n  —  10) 


2.3.4.5.6.7  (/t  —  1) 


odcr   os  ist   1    :  4 >    2  =  1.4-*    5  =  2.^>  1V=5.^> 

2  3  4 

18  22 
4-2  =  I  V  .  —  y  132  —  V2.  y;  dass  also  aus  einer  jeden  Zahl 

die  folgcnde  leicht  gefunden  wird.  Die  Induction  aber,  so 
ich  gebraucht,  war  ziemlich  mùhsam,  doch  zweifle  ich  nicht, 
dass  dièse  Sach  nicht  solltc  wcit  lcichter  entwickelt  werden 
kônnen.  Ueber  die  Progression  der  Zahlcn  1,  2,  5,  ik, 
\2y  132,  etc.  habe  ich  auch  dièse  Eigenschaft  angemcrket, 
dass  1  +  2a  +  5a2  +  Ha5  +  42a4  +  132a5  +  etc.  = 

 —  •  Also  wenn  a  so  ist 

2aa  4 


*  +  -4-+4T  +  ^+  4î  +  etc.  =  fc. 


Euler. 
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LETTRE  CXLI. 


GûLDBACH  à  EULER. 
Sommaire.   Suite  des  recherches  ni 


St.  Petersburg  d.  16.  Octoher  175  t. 

Au»  Ew.  werthem  Schreiben  vom  Sept  habe  ich  mit 
Vergnùgen  die  lcichte  lcgem  progressions  von 

1  +2o  +  5afl4-Uo54-etc. 
ersehen.  Wenn  mir  wâre  aufgcgeben  worden  die  coëfficien- 
tes  incognitos  b,  c,  d  etc.  in  série 

A . . .  t  +  ba  +  caa  +  da*  -f  eo4  +  etc.  =  1  ~4<0 

zu  determiniren,  so  wùrde  ich  die  Solution  kaum  unter- 
nommen  haben,  da  ich  aber  dièse  coëfficientcs  bereits  ex- 
primiret  gesehen,  so  habe  ich  zwey  Methoden  zur  Solution 

gefunden:  1.  Weil  a  us  der  summa  1  - 2a  ~  A 
folget,  dass  1  -\~aAzzA^,  oder  dass 
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B.  .  .1  4-  a  -\-baa  4  ca'  +  t/a4  4*  etc- 
in  se  multiplicata  —  A  seyn  muss,  so  wird 

1  -f  a  -\-  baa  -f-  ca5  +  • 
:      a-)-   flfl-t-^a5+  ca*. 

ba*  +  bba'  . 


BB  — 


ca*  4    ca4  . 


nehmlich  6  zz  2 ,  c  zz  5 ,  </  zz  H  etc.  2.  Wcnn  in  der  série 
A  gesetzt  wird  azo  —  ««,   so  wird  die  summa  seriei  zz 

^ 2ay,  zz  E. .  .1  -f-  2«  4"  3««      kus  4  etc.  und  die  séries  .4 

verwandelt  sich  in 


4~  ba  —  baa 

4-  caa  4r  2ca*  4  Cct* 

:  4-  rf«s4-3rfa4... 

:         j    4-  *«4... 
zz  E.  .  .1  -f  2«  4-  3aa  +  k  a*  4  5«4.  .  . 

Comparâtes  singulis  tcrminis  seriei  A  transmutatae  cum  sin- 
gulis  seriei  E,  fit  6  zz  2,  c  zz  5,  c?zz  M,  etc. 

Ieh  hatte  in  meinem  Bricf  vom  15.  Juni  unter  andem 
auch  des  casus  Erwiihnung  gethan,  wenn  in  der  aequatione 

aa  +  /3/3-\-yy  +  dd+8  =  quatuor  quadratis,  è^z2a^~l 

numéro  integro.  Selbigen  casum  haben  Ew.  in  Dcro  Ant- 
wort  mit  Stillschweigen  ùbergangen;  es  sind  aber  die  qua- 
tuor quadrata  invenienda  in  solchem  Falle 
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^  5 .5 


3*  ^  3*  '  32  ' 

3* 

und  der  valor  S  kann  noch  generaler  angenommen  werden, 
wen  mari  setzet  8—- — —.  numero  integro,  und 

zuglcich  e  :=z~ —  i  +    numéro  integro,  qui- 

bus  positis  erunt 

aa  +  4-ry4-^55+8  =  (5+2)*  4-  (d-2)a  +  (5-«4/2)a4-€«. 
Hinc  sequitur  pro  qnocwauc  caau  aa-j-^H- yy+  kàà-{-8 
assignari  posse  quatuor  quadrata  intégra  si 

lit  numerus  quadratus,  ubi  os,  etc.  sunt  numcri  permu- 
tables sive  affirmativi  sive  negativL 

Imgleichen  positis  tribus  quadratis  imparibus 
aa-\-  /3fi-\-  yy~8n-\-  3  et  8-=z(uu  —  u  —  kn  —  I), 
ubi  u  sit  numerus  quicunque  integer,  erunt 

=  (54-2)a+  (5-2)a4-(5-M)l4-(54-tt-l)*. 
Unter  die  problcinata,  zu  deren  Solution  es  an  einer  si- 
cbern  Méthode  fehlet,  recbne  ich  auch  dièses:  Determinare 
numerum  e  per  f  et  constantes  bac  lege,  ut  2ee — ff % 
fiât  quadratum.    Solutio  :  ponatur  e  =  13a/±  239. 

Goldbaeb. 
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EULER   à   G  OLDBACH. 
S  o  m  m  a  i  h  t.  Même  sujet.  Réponse  à  la  précédente. 


Berlin  d.  4.  December  1751. 

Ew.  Schwierigkeit,  bctreffcnd  die  Auswickelung  der  Formuf 
■  -a«-y(i-t.)t  w.rd  sogle.ch  gehobcn)  wenn  man  die  For 

mul  V(l  — 4-a)~(l  —  ka)J  nach  gewôhnlicher  Art  in  einc 
seriem  vcrwandclt.  Denn  da 

1/(1  _  l«)  =  1  _  |.  ka  -  \\  ■  Va-  - .  IV  - 
0^-*V-^^.IV_etc. 

odcr  wcnn  cin  jcder  coefficient  numericus  des  termini  anté- 
cédents,  die  potestatem  von  k  mit  cingeschlossen  3  dureh  P 
angedeutet  wird,  so  wird 
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V{  l  -  H  =z  1  -  2  o  -  {  Po*  -  2  Po*  - 1°  Pa'  -  2 /V  -  etc. 
oder 

✓(1  — *o)=l  -2a-  |/V  —4^'-  7  P«*  -  y  fV -etc. 
folglich 

✓(l-*«)  =  l-a«-8.ia»-2.^a»-2.^a«- 


rt    2.6.10.14  . 


Dahcro  bekommt  man 

l_2a_y(l_4a)        2    .  2.6       ,   2.6.10  2.6.10.1/*  . 

 ïli  =  T  +  ÎTs  0  +  ï.sT  00  +  TO—  fl  +etc- 

wobey  merkwùrdig  ist,  dass  aile  dièse  Goëfficienten  ganze 
Zahlen  werden,  welches  zu  besondern  Bctrachtungen  Anlass 
geben  kann. 

3 

Also  gibt  aucb  V(î  — 9a)  eine  scriem,  deren  aile  Goëf- 
ficienten ganze  Zahlen  werden,  nchmlich 
î//é       o\       ê      o        o    6    2      o    6,5    3       o    6.15.24  « 

6.15.24.35 
2.3.4.5 

und  generalitcr  geschiehet  dièses 

."A-  x        .  («n-fl)  i  (nn— n)('2nn  —  n)  « 

y  (1 — nna)z=:  1 — nez — n- — - — er —  n  •  ~-  a  — 

v  '  2  2.3 

n   (nn-n)(2nn-n)(3n/f-n)Q<  ^ 
2.3.4 

Ew.  casus,  quo  aa  +  /^2+  y2 +  5* +8  =  quatuor  nchm- 

lich  5  —  iîilLz  7,  hat  allerdings  etwas  Besondcres  an  sich, 

welches  ich  sogleicb  niebt  bemerket,  und  noch  jetzt  nicht 
sehe,  wie  derselbe  in  den  von  mir  angcfùhrten  Fiillen  ent- 
halten  ist.  Nun  sehe  ich  zwar,  dass  derselbe  herauskommt, 
wenn  von  den  gesuchten  k  tjuadratis  zwey  dergestalt  an- 
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genommen  werden:  (ô  -(-  2)*  -\-($  —  2)*,  da  dann  noch  ùbrig 
ist  u*  ff1  +  7%  —  ^2  *n  zwey  quadrata  zu  resolviren.  Setzt 
man  nun  dieselben  (ô  -f  p)*  -|-  (S  -)-        so  wird 

aa+0/3+yr  =  *ty+*(p  +  <i)t+pp+w 

und 

35  +  p  +  7—  V(3««-h  3^  +  3yy  -  2pp  —  2qq  +  2pq). 
Es  sey  nun  ferner  p  =  y  -|-  m,  q  —  y-\-n,  so  wird 

35+  2/  +  m  +  n-=L 

V(yy  —  2(m-f  n)  y  -f  3aa  -f  3/?£  —  2mm  —  2nn  2mn). 

Damit  nun  dièses  radicale  glcich  werde 

V(yy  —  2(m  +  n)y4-  (m+  n)*), 

oder 

3««  -f  3fîfi  —  3mm  -f-  3 an, 
so  darf  man  nur  setzen  m  — «  und  n~  fi ,  und  bekommt 

3$  +  2y+a+0:=±  (y -«— oder  3=r  —  (Hf±|^l/). 

Wenn,  um  die  Saeh  generaler  zu  maehen,  zwey  von  den 
gesuchten  vier  Quadraten  angenommen  werden 

(q 8  +  2)*  +  (q  Ô  -  2)*  =  2 <^  +  8 , 

so  muss 

aa-h^  +  y/-(2^-i)55  =  2quadr.=:(5-h/)î  +  (5+^, 
das  ist 

aa  +  fifi  +  rr  =  {9qq+l)iS  +  H/+g)i+//+gg, 
oder 

^(Vs  -  2?7  !//'+  n )  +««+.«)(••+ + y  r  >)• 

Nun  sey  ferner  / ~  l7^™  und  g  —  V^l*   «o  kommt  eine 

weitlàufige  Formul  liera  us,  welche  ich  nicht  der  Mùhe  werth 
achte  zu  cntwickcln,  weil  ich  nun  sehe,  dass  daraus  Ew. 
zweyte  Formuln  nicht  enUpringen.    Es  scheint  aber,  dass 

» 
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unendlich  viel  dergleichen  Operationen  angestellt  werden 
kônncn,  welche  humer  andere  Formuln  hervorbrîngen  :  und 
deswegcn  kônnen  uncndlich  viel  Relationen  zwischcn  den 
Buchstaben  a,  /?,  y,  d  angegcben  werden,  damit 

aa-+  <S0  +  yy  +  *$  +  8 

in  vrer  quadrata  rcsolvirt  werden  kônne.  Da  nun  dies  ohne 
einige  Restriction  wahr  ist,  so  sehe  ich  nicht,  was  derglei- 
chen  Determinationen  zur  gesucliten  Démonstration  beytragen 
kônnten.  Icb  habe  rigorosissime  bewiesen,  dass  wenn  Ar 
ein  numerus  integer  ist,  allezeit  seyn  musse 

N=zA*  +  B*  +  Ca  +  Z>2, 

wo  aber  A,  B,  C,  D  sowohl  numéros  fractos  als  integros 
andeuten.  Es  wàre  also  nur  noch  ùbrig  zu  zcigen ,  dass  wenn 
quatuor  quadrata  fracta  eine  summam  integram  haben,  die- 
selbe  Summ  sich  auch  nothwendig  in  quatuor  (vel  pauciora) 
quadrata  intégra  musse  zerlegen  lassen.  Ich  kann  nun  wohl 

beweisen,  dass  wenn  ^  -|-  ^  zz  N  numéro  integro,  auch 

seyn  musse  N —  aa-\-  bb  in  integris;  allein  jenen  Beweis 
kann  ich  nicht  auf  gleiche  Art  bewerkstelligen. 

Wenn  2ee — ff +  2  ein  Quadrat  seyn  soll,  und  dazu 
e  gesucht  wird,  ohne  darauf  zu  sehen,  ob  e  ein  numerus 
fractus  oder  integer  wird,  so  habe  ich  diesc  solutionem 
generalem  gefunden: 

  (mm  —  Imn -\~2nn)  f  -\-  mm.  —  \mn  -\~1nn 

Inn  —  mm 

wo  man  fur  m  und  n  numéros  quoscunque  annehmen  kann. 

Will  man  aber  nur  die  valores  integros  fur  e  haben, 
damit  2ee—ff-\-2  ein  Quadrat  werde,  so  dienen  dazu 
folgende  formulae  in  intinitum: 
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e  -  5/  ±  7 
e  —  29/  ±  VI 
e  =  169/  ±  239 
e  —  985/  ±  1393 
e  —  57U/  ±  8119 
etc. 

Die  lex  progressions  ist  dièse,  dass  wenn  zwey  derglei- 
chen  formulae  se  immédiate  insequentes  sind 

e  —  Mf  ±  m 
e  z=z  Nf  ±  n 
die  folgende  seyn  muss 

e=  (6iV—  M)/±(6n—  m). 
Inzwischen  kann  man  doch  aile  dièse  Formuln  durch  eine 
einigc  Gcneralformul  ausdrùckcn:  Sit  q  nurnerus  impar  qui- 
cunque,  dico  fore 

6  —  1V2  7  —  V  -1  ) 

und  es  ist  auch  gewiss,  dass  aile  Falle,  in  welchen  e  durch 
ganze  Zahlcn  ausgedruckt  wcrden  kann,  in  diesen  Formuln 
entlialtcn  sind.    Gleichergestalt,  wenn 

(bb  ±  l)eezp  kaaff  ±  kcc  (bb  ±  1) 

ein  Quadrat  seyn  soll,  so  ist: 

_  (V(b b±t)  +  by  +  (/{tb±t)-  b)9 

e  —  v(hb±i)  °aJ  ~ 

'      ((V{bb  ±î)  +  bf  -  (Y(bb  ±  lj  -  bf)  c; 
also  in  diesem  Fall  3ee +//— 3  :=  quadrato,  wird 
—  0^  Ht?9  + (/3 i^9  f  h-  ^  +  2* -Jï±-z*¥) 

Eulcr. 


• 
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LETTRE  CXLIII. 

GOIDBACH  à  EULER. 
Sommaire.  Même  sujet.   Question  de  syntaxe  de  la  langue  française. 


St.  Petersburg  d.  0.  Mai  1752. 

Ew.  Dissertation  de  divisorum,  welche  Sie  an  die 

hiesige  Akad.  der  Wiss..  ùbersandt  haben,  ist  mir  von  de  m 
Hm.  Prof.  Grischow  communiciret  worden.  Ich  befinde  mich 
jetzo  nicht  im  Standc  davon  pro  dignitate  zu  urtheilen, 
allein  Dero  bckannte  Einsicht  in  dergleicben  Sachcn,  lâsset 
mich  an  der  Richtigkeit  ailes  dessen,  was  in  bemeldter  Dis- 
sertation enthalten  ist,  nicht  zweifeln.  Insonderheit  habe 
ich  mit  Vergnùgen  gesehen,  daas  in  den  nuineris  i,  2,  5,  7, 
12,  15,  22,  etc.  cinc  so  schônc  Ordnnng  von  Ew.  bemerkt 
worden,  und  glaubc  ganzlich,  dass  es  séries  gibt,  aus  deren 
mehr  als  hundcrt  terminis  consequentibus  die  lex  progrès 
sionis,  ob  sie.  gleich  an  sich  selbst  kurz  und  leicht  ist, 
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dennoch  nicbt  zu  ersehen  seyn  wird,  aïs  z.  Ex.  sit  séries 

I      2     S      4      s      e  7 

a...  1,  1,  5,  7,  1,  23,  W,  etc. 
cujus  progressio  haec  est,  ut  dato  termino  quocunque  A  et 
exponente  termini  n,  fiât  A-±V(2.3" — 2AA)~  termino 
proxime  sequenti  B,  sumendo  signum  -f-  vel — ,  ita  ut  B  non 
fiât  divisibilis  per  3,  ex  quo  sequitur  sericm  a  habere  sororem 

1       2       3       4         S  G  7 

(3 .  .  .  1,  2,  1,  k,  11  ,  10,  13,  etc. 
ita  comparatam,  ut  duplum  quadrati  termini,  cujus  exportent 
est  n  in  série  additum  ad  quadratum  termini,  cujus  expo- 
nens  est  idem  n  in  série  u,  det  3",  unde  simul  apparet  legem 
progressions  seriei  esse  A  zt  V  (3W  —  2  A  A)  —  B,  su- 
mendo -\-  vel  ■ — ,  ita  ut  B  non  fiât  divisibilis  per  3. 

Sit  ex.  gr.  n—\,  crit  terminus  huic  exponcnti  rcspon- 
dcns  in  série  «,  7,  quadratum  ejus  49,  et  duplum  quadrati 
termini  huic  exponcnti  respondcntis  in  série  crit  2 .  \%  ergo 
71-}-2.4îzz34  =  8l. 

Similiter  quadratum  termini,  cujus  exponens  est  5  in  série 
a,  est  1*,  duplum  quadrati  termini  respondentis  exponcnti  5  in 
série  0,  est  2. Il2,  ergo  1  +2. 112~35— 2W  et  ita  porro. 
Hinc  patet  solutio  problematis:  Dividere  numerum  3n  +  l  in 
tria  quadrata,  quorum  nonnisi  duo  sint  aequalia. 

Icb  habe  aucb  observiret,  dass  D-j-a  +  D  —  D~*~2  "  D* 
oder  dass  in  der  Aequation 

6 

datis  a,  6,  c,  integris,  die  nuraeri  p,q,r  allezeit  per  inte- 
gros  exprimiret  werden  konnen. 

Goldbacb. 

P.  S.  Dass  ein  jeder  nu  mer  us  (2mm  +  l)n  in  drey  qua- 
drata, quorum  duo  sunt  aequalia,  resolviret  werden  kann. 
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ist  gar  leicht  auf  folgende  Art  zu  demonstriren  :  Sit 

(2mm  +  l)n  —  pp  -\-2mmqq , 

erit 

(2fnm+l)"+l  =  (p±2m m qf  -f2mm(p^ qf  ; 
nun  aber  ist  die  propositio  anteccdens  wahr  in  casu  n  —  1 
(demi  es  wird  p  —  q—\),  also  ist  auch  die  propositio  con- 
sequens  walir,  weil   auf  glciehe   Art  ans  jedem  easn  der 
proxime  scqucns  demoiistriret  werden  kann. 

(Feuillet  annexé). 

Der  P.  Bouhours  saget  an  einem  Orte:  Comme  ces  mes- 
sieurs m'ont  reproché  plusieurs  fois  que  je  lisois  ce  que  je 
ne  devrois  point  lire,  je  me  suis  attaché  plus  que  jamais  à 
la  lecture  du  Nouveau  Testament. 

Iïicrùber  hat  cin  gewisser  Autor  nachfolgende  critique 
gemacht:  ,,Je  ne  devrois"  est  là  une  faute  de  temps,  il 
falloit  avoir  mis:  „que  je  lisois  ce  que  je  ne  devois  point 
lire/'  autrement  il  faudra  supposer  que  cet  auteur  lit  encore 
les  livres  qu'on  lui  a  reproché  de  lire. 

Ieh  môchte  gern  wissen,  ob  diesc  critique,  die  sehr 
subtile  ist,  von  M.  Achard  oder  von  M.  Formey  vor  rich- 
tig  erkannt  wird,  im  Fall  &v.  Gclegenheit  hàtten  sich  dar- 
iïber  zu  informiren. 
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LETTRE  CXLIV. 

EuLEll  à  GOLDBACH 

Sommaire.   Même  sujet.  Question  de  syntaxe  de  la  lettre  précédente  Intégration! 
et  théorème  de  la  géométrie  des  courbes. 


Berlin  d.  30.  Mai  1753 

Die  séries 

I      S      t      4      S       1  7 

1,  1,  5,  7,  1,  23,  13,  etc., 
von  welcher  Ew.  dièse  sebone  Eigenscbaft  angcraerkel,  dass 
B—Azty  (2.3"  —  2  A1),  ist  dem  ersten  Anblick  nacb  so  irre- 
gular,  dass  sie  nach  keinem  gewissen  Gesetz  fortzugehen 
sebeinct.  Weil  aber  die  bcmerkte  Eigenscbaft  Statt  tindet, 
die  termini  môgen  affirmative  genommen  werden  oder 
négative  ,  so  kann  man  denselben  solcbc  signa  vorsetzen, 
dass  cine  sehr  regelmiissigc  séries  herauskomme,  nehmlicli: 

1        X        3        4        t         6  T  8  »  r»  n-hl  • 

—  1 +  1+5  +  7— 1—  23— W— 17+215etc. +/>  +  (>+* 
als  welebe  recurrens  ist  von  der  Eigenschaft,  dass  Rz:2Q  —  3P. 
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Folglich  ist  kraft  der  Natur  dieser  serierum 

2 

u  nd 

Q  —  -  (l-fy-^  +  '-q-y-^-K 

folglich  2.3":=Q2  — 2PQ  +  3P*  und  also 

Q—  P  +  V  (2. 3"  —  2 
Eine  gleiche  Besehaflenheit  liât  es  mit  der  andern  série  sorore, 
welche  mit  deii  gehorigen  signis  dièse  Form  bckommt 

l  2  3  4  S  6  7  M       fi+1  «4.2 

+  1+2+1—4—11  —  10  +  13  etc.  p+^  +  r, 
da  auch  r~2q — 3p,  und  also 

Was  aber  die  schone  Vewandtschaft  dieser  beyden  serierum 
anlangt,  so  babe  icb  iiberhaupt  gefunden,  wenn  man  zwej 
solchc  séries  bat 

«....!,  a,  aa  —  b,  a*—3ab,  a'  —  Saab bb , 
 2  =  A 

(0)    (1)  (21  (3)  (4) 

0  0,  I,     2a,      3aa  — 6,       4a8  —  W, 

(a-f  y  -  i)n  -\a  -  V  -  b)n  v 

•  •  •  •   ;   _  .  Y 

iV  —  b  — 
welche  beyde  récurrentes  sind  von  der  Natur,  dass 

C  =  2aB  —  (aa  +  b)A, 
wenn  nehmlicb  A,  B,  C  très  termini  successivi  sind,  so  ist 
immer  XX  +  bYYzz.  (aa-{-b)n.  Setzt  man  nun  û~1,  bziL.% 
so  kommen  Ew.  beyde  séries  beraus. 
Dero  Anmerkung,  dass  allezeit 

aa  +  bb  +cc-P£±^nà±L9 
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Sommaire.   Même  *u)t) 
et  théorème  de 


•njî  —  nnt{i3i  -\-  y  y): 


D 


nn 


îe  séries 


aa-\-bb-\-cc  =:  3''/'+^??+rr  frenn 


von  wr 

gui! 
seb 


p—  3a -f  2b -^c 
q  —  a  —    b  -\-  c 
r  —  — a~{-kb-\-5c. 
ncn  theoremata  kônnen  also  unendlich  viel  ans  (in* 
vicneralformnln  lierausgebraeht  werden. 

Wegcn  der  ubersebriebenen  passage  de»  P.  Boubour» 
babe  ieb  erstlirb  den  Hrn.  De  Maupertuis  als  un  des  qua- 
rante de  l'Académie  française  befraget,  welcher,  narbdem 
er  dieselbe^icbst  der  critique  ctlicbemal  uberlescn,  gesagt. 
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Snken  sich  sowohl  des  devrois  aU 
'nd  flirte  hinzn:  „il  est  plaisant 
>urs  sur  ce  mot/4 

in  ihn  gcsctzten  gutcn  Zu 
t  vcrmeldcn,  und  nacli- 
1  vermeint  cr,  dass 
•  nicht  vcrwerfcn. 
'in,  Hofmeister 
T  fur  ungc- 
wird,  bc- 
.iKommen. 


^  ^  dîesen  Einfall ,  dass 

.  auf  Latcin  sagen  soll 
„non  dcberem",  und  die 
.elchc  wcder  er  noeh  ieh  zu  gc 
.lirdc  aurli  im  Franzosischcn  gelten. 
.*o  Ew.  selbst   die  Saelie  ain  besten  de- 

.amt  de»  Hrn.  Bcguelins  Entseheidung  deswegcn 
^ndlicbsten  vor,  wcil  ci*  die  Keguln  der  franzosisehen 
4inche  mit  allem  Flciss  studirt  hat,  welehc  M.  de  Maupcrtuis 
und  Achard  nur  ex  usu  wissen,  und  bcyde  sagen  mir,  dass 
sie  oft  der  Sache  einen  andern  tour  geben  mùssen,  wcil  sic 
in  Zweifel  stehen,  ob  gewisse  Expressionen ,  die  sie  hrauchen 
wollten,  recht  sind  oder  nicht. 

Neulich  bin  ich  auf  curieuse  Intcgrationen  verfallen.  Dcnn 

gleich  wic  von  dieser  Acquation  - — — — -zz  — rdas  in- 

tegrale  ist  y  y  -\-  xx  zz  c  c  -\-  2œy  V  (1  — ce),  also  ist  von  dieser 

Aequation  V{£*xA)  =  da8  intcgralc  : 

)' X -j-xxzz.ee  ■+  2xy  V (1  —  c4)  —  ccxxyy. 

Corr.  math,  rt  nhyy  T.  I.  3(J 


r 
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beruhet  auf  diescm  Grund,  dass  pzz.2a-{-b—  c,  q~ a  —  b-±c. 
und  r  zz  b  -\-  c.    Dieselbc  hat  mir  aber  Ànlass  gegcben  zu 
sucben,  in  welcbcn  Fallcn  es  môglicb  sey,  dass 
an  4-  bb  -\-  ce  —fpp  -{-gqq  -\-  hrr. 
Zu  diescm  Ende  setze  ich 

p-=zaa-\-  fîb  -\-  yc,  q  —  da-\-eb  lc  ,  r~t/a-\-&b-\-tc, 
und  da  nuis*  folgcnden  secbs  Aequationen  ein  Geniïge  gc- 
leistet  werdcn: 

fau  +  gdd  +  hw  =  îiffl0  +  g**  +  h&&=ii 
fap  +  g8i  +  hV&~  0;  /«  y  +gôÇ+  hVi—0: 
f  y  y  -\-gÇy  -\-hi  t  —  t  ; 

dcren  Resolution  niebt  wenig  Mùbe  kostet.    Icb  babe  die 
sclbe  folgendergcstalt  berausgebracht  :   Fur  f3,y,t,y  kann 
man  annebmen,  was  nian  will,  und  ausscr  denselbcn  noch 
nacb  Beliebcn  die  Zablen  m  und  n,  so  wird 

#  —  m  m  y  -f-  nnZ{jt  -\-yZ)\  t  —  —  mm/j  —  nnf  (,tff  -f-  yC  : 
und  lerner  /  _  ;  g  -  ^f^n(77+û) 

und  //  —       —  Also  ist  afl-l-Z>6-^-cc  =:  3^/l"*"-~y.^i'rr  wemi 

p—  3o  +  2b—  v 

q  —  a—  b-\-c 

r  —  — a-{-bb-\-bc. 
Derglcicben  theorcmata  kônnen  also  unendlîrb  viel  au*  die- 
sen  Gcneralformuln  berausgebracbt  werden. 

Wegen  der  ùbersebricbencn  passage  des  P.  Boubours 
babe  icb  erstlich  den  Uni.  De  Maupertuis  als  un  des  qua- 
rante de  l'Académie  française  befraget,  welcher,  nacbdem 
er  dieselbe*nebst  der  critique  etlichemal  ùberlesen,  gesagt. 
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dass  cr  ohne  einiges  Bedenken  sich  sowohl  des  devrois  als 
des  demis  bediencn  wiïrde,  und  fiigtc  liinzu:  „il  est  plaisant 
qu'on  a  critiqué  le  Pcre  Bouhours  sur  ce  mot/' 

M.  Arhard  liisst  Ew.  wegen  des  in  ilin  gesetzten  guten  Zu- 
trauens  sein  gehorsamstes  Compliment  vermeldcn,  und  nach- 
dem  er  die  Sache  wolil  erwogen,  so  vermeint  cr,  dass 
devrois  hesser  sey:  doch  will  er  das  devois  nicht  verwerfen. 

Feh  habe  darùbcr  au<  h  den  Uni.  Beguelin,  Hofmeister 
hey  dem  Prinz  Friedrich  von  Prcusscn,  welcher  fur  unge- 
mein  stark  in  der  franzôsischen  Sprache  gehaltcn  wird,  bc- 
fraget,  und  dieser  approbirt  die  critique  vollkommen. 

M.  de  Maupertuis  hatte  wohl  noeh  diesen  Einfall,  dass 
man  untersuchen  mùsstc ,  ob  man  auf  Latcin  sagen  soll 
„quos  légère  non  debebam"  oder  ,,non  deberem",  und  die 
Décision  im  Lateinischcn,  vvelche  weder  er  noch  ich  zu  ge 
ben  uns  getraueten,  wiirde  auch  im  Franzôsischen  gelten. 
Hieraus  werden  also  Ew.  selbst  die  Sache  am  besten  de- 
cidiren. 

Mir  kommt  des  Hrn.  Bcguelin's  Entseheidung  deswegen 
am  grùndlichsten  vor,  weil  er  die  Heguln  der  franzôsischen 
Sprache  mit  allem  Fleiss  studirt  hat,  welche  M.  de  Maupertuis 
und  Achard  nur  ex  usu  wissen,  und  bcyde  sagen  mir,  dass 
sie  oft  der  Sache  einen  andern  tour  geben  mùsscn,  weil  sic 
in  Zweifel  stehen,  ob  gewisse  Expressionen ,  die  sie  brauchen 
wollten,  recht  sind  oder  nicht. 

Neulich  bin  ich  auf  curieuse  Intcgrationen  verfallen.  Dcnn 

d  x  dy 

gleich  wie  von  dieser  Aequation  V(t_xz^  —  y  das  in- 

tégrale ist  y  y  4-  xx  ~  c  c  ~\-  2xy  V  (  I  — ce),  also  ist  von  dieser 

Aequation  yj^pj  =  yJT^y*]  da*  intégrale  : 

yy  -\-  xxzzlcc  -|-  2xy  V  (t  —  c4)  —  ccx.ryy. 

Corr.  math,  rt  t>hyi.  T.  t.  3(j 
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Ferner  ist  von  dicscr  Aequation  ^  —  ^  (i  —  > s)  ''as  'n 

tegralc  : 

a-  x  -f- j  j  •fcp.rjvv"  V  v  —  V  r  r  ■'>  -f- y)  -{-  2  a:  y  —  2  c  t  \  ■  f  r  i-  >  . 
Aus  solchen  Formuln  liabe  icb  folgendrs  tlieomn;)  hcr- 

geleitet  (Fig.  M): 

In  quadrantc  elliptiro  iCIi,  si  ad  piinctiun  quodvis 
M  dncatur  tangens  VNT,  alteri  axi  CM  ocnirrens  in  T, 
eaque  capiatnr  Tf  ~C A,  et  ex  V  ipsi  CB  «gatur 
parallcla  F IV:  itemque  ex  eentro  C  in  tangentem  per- 
pendioiilum  CP,  dico  fore  diflerentiam  arrunm  #3/ et 
yliV  rectificabilem,  sciliret  BM—AIS'—MP. 

Dièses  Jahr  habe  icb  wieder  den  auf  den  Sa  tu  ru  u  m  ge- 
setzten  Preis,  wclcber  doppell  war,  nemlich  von  5000  ft, 
allein  erhalten. 

EuKr. 
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LETTRE  CXLV. 


ElJLKK    Ù    G  O  LDB  AC  II. 

Sommaire.  Développement  ultérieur  du  théorème  de  géométrie  précédent  Opi- 
nion <le  Forme  y  *ur  la  question  de  syntaxe. 


Berlin  d.  3.  Juni  1752. 

Seit  dem  vorigen  Posttag  liât  mil'  auch  M.  Formey  seine 
Meynung  ùber,  die  gemcldto  Stellc  des  P.  Boubours  zuge- 
gesehickt ,  welebe  also  Ew.  niclit  habe  ermangeln  wollen  zu- 
zustellen. 

Die  Eigensebaft  der  ellipsis,  dass  darin  zwey  arcus,  deren 
diflVrentia  rectificabili»  ist,  konnen  angegeben  werden,  sehei 
net  um  80  viel  mebr  nierkwùrdig  zu  seyn,  da  bisber  die 
arcu»  elliptict  auf  keinerley  Art  baben  unter  8i(b  vcrglieben 
werden  konnen.  Scitdeni  babe  ich  aber  angemerkt ,  dam 
wenn  man  das  problcma  umgckebrl  vortràgt  nnd  diejenige 
krumme  Linic  suebt .  weleber  die  gedacbtc  Eigensrbaft  zii- 
kommt  ,  die  Solution  dureb  die  gewobnlicben  Metboden  gr 
funden  werden  kann. 
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Quaeratur  se  ilirct  Pî« .  Mi  curva  4MB  bujus  indolit,  ut 
dm  la  in  quovis  punrto  ,1/  tangente  TMT,  a\i  CB  in  T  oc 
«urrentc,  indcquc  suinta  TTz^CA,  si  ex  V  ad  axem  CA 
perpendicularis  agatur  l'Nq  curvain  in  iY  secans,  differcutia 

aivuuin  BM  et  AN  fiai  rcctificabilis.  sciliret  —  C-9^1. 

b 

Solulio.   Pro  punctn  M  sit  aba  issa  CQ—X,  arcus 
pro  puncto  autem  A"  sit  abseissa  Cq—X  et  arcus  fîiVziS, 
et  ob  rurvac.  continuitatcm  relatio  inter  A  rt  S  simili»  c«r 
débet  rciationi  inter  .r  et  s.   Ponatur  totus  arcus  A  MBrz  f 
erit  arcus  y4A'n^—  «S\  idcoque  oportet  sit 

BM-  AN=s~  A  +S  =  ^: 

bincquc  diflcrcntiando  ds  -f-  dS  —  y</jr-4--rrf  A .     Dcinde  quia 

TV~C\  —  a  est  tangens  curvae  in  M,  erit 

:  (/a:  =  77r  :Cq  —  a:  Y ,  crgo  </$  m  • 

Cum  autem  puncta  M  et  jV  sint  inter  se  permutabilia  oh 

eurvac  continuitatcm,  erit  pari  modo  dS^z.^-^:  sicque  ha 

bebitur  ds  +  dS  =  ^  +  ^ .    At  invenimus 

J     .    jc       -Y</r  +  *</JT  ,     -     adx    .    a*/*  Xdx+xdX 

ds-\-dbzn  ,  unde  fit  ---^  zz:  j  

1  b  X     [      x  b 

seu  ab(xdx  -f-  A'rfX)  = A\r (Adx  -f-  xdX)  ,  quae  aequatio 
integrata  dat  ab(xx-\-XX)  ~  A  Axas  ±:  c*,  ideoque 

VrV       rtiarjrl+Ic4       -i-c* — abxx         v       -i/c*  —  abxx 

A  A  =z  —  —    et  A  —  K — r  

xx-aû  dû-Xi'  dfr-i/ 

Conscqucnter 

»   adx          a  lxV(ab  —  xx) 

~T~  —    Y(c*-abxx)  ' 

Sit  applicata  QjV/— > ,  ob  rf/=z  V (d 5*  —  dx*)  erit 

t           dxV(a*b  —  aarx  —  c*-{-abxx) 

«J  —  V(c*-abxx) 


.  y 
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Cum  nunc  constant  c  pro  lubitu  aciipi  queat,  dantur  in 
finitae  curvae  problemâti  satisfac  ientes,  in  ter  quas  erit  curva 

algebraica,   ai  c*  —  a*by  quo  casu  fit  dy  —  ^^bf^-xx)  ' 

et  integrando  y     V (a  a  —  xx),  quac  est  aequatin 

pro  cllipsi,  existente  C  4  —  a  et  CB~  a  Vb  g  a  \  bineque 

b  ~  aa^_CBz'  Ita  v ici 8si ni  cllipsis  proprietas  ante  memorata 

bine  colligitur.  vScilieet  s  uni  ta  tangente  TM  VzzlCA  ,  unde 
punctum  N  definitur,  erit 

cujus  expressionis  valor  reducitiir  ad  portionem  tangentis 
inter  punctum  M  cl  perpendirulum  ex  C  in  cam  dimissuni 
interceptam. 

Eulcr. 

(Billet  de  Forme)  annexé  ù  cette  lettre). 

La  critique  qui  concerne  le  F.  Bouhours  ne  paroit  point 
fondée,  et  son  expression  est  grammaticale ,  aussi  bien  que 
convenable  à  ce  qu'il  veut  exprimer.  Je  dtvois  n'aurait  pas 
exprimé  une  simple  convenance,  mais  une  obligation  étroite. 
Or  ce  n'est  que  par  raison  de  convenance  que  le  P.  Boubours 
auroit  dû  ne  pas  trop  s'enfoncer  dans  la  lecture  des  auteurs 
profanes.  Et  sa  façon  de  parler  suppose  qu'il  les  lisoit  bien 
encore,  mais  moins  qu'auparavant.  Dans  le  cas  où  il  y 
auroit  tout  à  fait  renoncé,  l'expression  propre  seroit:  „ce 
que  je  n'aurois  pas  dû  lire."    Berlin  ce  30  mai  1752. 

Forme  v. 
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LETTRE  CXLV1. 

GOLDBACH   à  RULER. 

S  il  M  m  A  m  k     Réponse   aux   deux  lettre*   précédente*.    Kounulc»  de  M«uperlui> 
pour  le»  loi»  du  mouvement. 


San.  date  (juillet  1753?) 

Ew.  beyde  mir  sehr  ange  ne  h  me  Schreiben  vom  30.  Mai 
und  3.  Jnni  hahe  icli  allhie  d.  10.  und  I  V.  ejusd.  wohl 
erhalten.  Was  die  von  Ew.  angefùhrte  séries  betrifft,  deren 
progressions  ich  durch  gewisse  formulas  determintret  hatte, 
sehe  ich  mit  Vcrgniigen,  dass  Sie  sclbigen  auch  die  termi- 
nos  générales  hestimmt  haben.  Ich  erinnere  mich  hiebejr, 
dass  ich  schon  ehemals  mùndlich  gegen  Ew.  erwàhnet,  daw 
aile  quantitates  finitae,  tam  rationales  quam  quovis  modo 

irrationalcs,  durch  die  cinige  seriem  ~>  y>  etc.  expri- 

mirct  werden  kôunten,  und  die  ganze  Kunst  nur  daraufan- 
kouiinen  wùrde,  wic  die  Àbweehsclungen  der  signoriim 
-f  et  —   zu  determinircn  sind.  Solchcrgestait  ist  z.  Ex 
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die  signa  +  und  —  werden  allbie  so  abgewecbselt,  das»  in 
tenninis,  qui  locis  imparibus  exstant,  clic  signa  altcrnirt'ii, 
nehmlich 

T  '     e  +  10     î'.  r  îs  ~~  elc* 
in  tenninis   vero,  qui  loris  paribus  exstant,  eadem  signa 
oceurrunt,  quibus  dupla  eorum  affecta  stint;   also  hat  der 

terminus  i-  das  signum  -\- ,  weil  i  das  signum  -|-  bat  ;  ^ 
bat  das  signum  — ,  weil  ~-  das  signum  —  bat  etc. 

Was  ubrigens  Ew.  von  den  zwey  seriebus,  allwo 
XX  +  bVV-  (aa  +  b 

imgleicbcn  von 

□     □  +  □=/□  +gU  +  hU 
melden,  zeiget  ailes  von  der  grossen  Fertigkeit,  web-be  Sie, 
fur  unzabligen  Àndern,  erlanget  baben,  derglei<  lien  calculos 
einzusebcn  und  unendlicb  gcncraler  zu  macbeu. 

Ich  babe  vorher  niebt  gewusst ,  aucb  viclleicbt  niemals 
daran  gedacbt,  ob  es  moglicb  sey ,  den  quadrantem  ellipsis 
in  aliquot  partes  acqualcs  zu  tbeilen.  Ans  demjenigen  aber, 
was  Ew.  in  Dero  Scbreiben  anfùbrcn,  liisst  sicb  leicbt  scblies- 
sen  1.  dass  es  zwar  moglich,  diesen  quadrantem  in  zwev 
gleirbe  Tbeile  zu  tbeilen,  weim  l'M—i)  genommen  wird, 
aber  2.  scblecbterdings  unmôglicb  sey,  den  quadrantem  iu 
inebrere  partes  aliquotas  zu  tbeilen,  ohne  zuglcicb  eine  par- 
tem  assignabilem  bujus  quadrantis  zu  rcctinVireu.  Denn  es 
sey  nacb  Ew.  Figur  (Fig.  VF  tiXzz.BK  cinc  pars  aliquota 
quaccunque  totius  quadrantis.  su  wird  der  arens 
KM  =  H  M  -  reeiae  PM 
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(i  -  x»)  —  >  ri  -y) 
môchtc  ich  wissen .  ob  Ew.  mu*  allciu  die  casus  n  ~  2, 
n  —  3,  n  \  entdccket,  oder  ob  Sic  demi  noch  mehr 
in  potestate  liabcn?    Sonst  ist  mir  zwar  die  intégral»  von 

~. — ^r  —  —- — ^  bckannt,  ieh  mac  aber  dieselbe  nirht 

hersetzen,  weil  icb  besorge,  sic  môchte  Ew.  gar  zu  einfal- 
tig  vorkommen.  Hingegen  gestche  icb  gern,  dass  icb  aurh 
sclbigc  jetzo  niebt  batte  finden  konnen,  wcnn  ich  sie  nicht 
schon  langst  in  ri  nom  Bûche  annotirt  batte. 

Zu  dem  abermal  crhaltenen  Preise  aus  Paris  gratulire 
icli  von  Herzen.  Die  rrstc  Nachricht  davon  bekam  ich  aus 
der  franzosischen  Zeitnng,  allein  das  cigentliche  quantum 
des  pracmii  war  mir  cntfallcn.  Dafcrn  Ew.  cin  Exemplar 
von  der  pièce  an  Un.  Prof.  Griscbow  schieken  moehten, 
werde  mir  sclbigcs  auf  einige  Tage  ausbitteu. 

Was  endlicb  die  ùber  eine  gewisse  expression  des 
P.  Bouhours  entstandenc  difficulté  betrifft,  habe  ich  grosse 
Ursach  Ew.  zu  danken,  dass  Sic  dariiber  die  éclaircissemens 
von  vicr  so  beruhmten  Mànnern  mir  communiciren  wollen, 
bedaurc  aber  aucb  zugleieh,  dass  Ihncn  dadurch  mehrere 
Muhc,  als  ich  gcdacbt  batte,  vcriirsachct  worden.  fndessen 
balte  icb  giinzlich  dafùr,  dass  wenn  die  difficulté  von  denen 
Ouarantc  selbst  batte  decidiret  werden  sollen,  die  sentimens 
nicht  weniger  partagiret  gewesen  seyn  wùrden,  so  dass  man 
bey  dieser  Gclcgenheit  eben  das  sagen  ko  note,  was  der  P. 
Bouhours  in  der  Suite  des  remarques  nouvelles  gesaget  hat: 
„J  ai  consulté  sur  cette  question  de  fort  habiles  gens,  et  j'ai  cte 
surpris  de  voir  que  leurs  sentimens  ne  s  accordent  point," 
worin  cr  aber  wiederum .  nacb  der  Mevnung  desselben 
Criliei,  einen  Fchlcr  begangen,  indem  cr  batte  sagen  sollen: 
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„ne  «'accord oient  point".  Und  auf  dièse  Weise  sollte  es 
fast  das  Anschen  gcwinnen,  dass  die  Quarante,  welche  in 
ihrer  Observation  ùber  die  Remarque  201  de  Vaugelas  ge- 
sagt  haben:  „On  a  décidé  d'une  voix  qu'il  faut  dire".  .  . 
vielmehr  hiktten  sagen  sollen:  „  qu'il  falloit  dire  etc." 

Von  M.  Achard,  welchen  unter  den  vier  Gelehrten,  de- 
ren  Ew.  Erwahnung  gethan  habcn,  nur  allein  persônlich 
kenne,  bin  icb  ein  alter  admirateur.  Ich  habe  denselbcn 
schon  vor  27  Jahren  mit  ungemeinem  Vergnùgen  gebôrct, 
und  erinnere  mich  nocli  eigentlicb  zweycr  Predigten,  deren 
eine  von  der  médisance ,  die  anderc  von  der  dritten  Bitte 
im  Vatcr-unser  bandelte. 

Wcnn  Ew.  mir  die  zwey  oder  drey  kurze  formulas,  wo- 
durch  die  leges  motus  von  dem  Ilerrn  de  Maupcrtuis  ex- 
primiret  werden,  und  wie  sclbige  von  den  formulis  Leib- 
nitianis  untcrschieden  sind,  communiciren  oder  auch  nur 
melden  wollten,  ob  sic  den  erstern  gànzlich  bcypflichtcn, 
wùrden  Sic  mich  obligiren;  ich  weiss  wohl,  dass  diese  for- 
mulae  in  einem  gewissen  tomo  der  Miscellaneorum  befindlich 
sind,  woselbst  ich  sie  auch  im  Durchblàttem  gesehen;  ich 
erinnere  mich  aber  nicht  mehr,  von  wcm  ich  damais  den- 
selben  tomum  bekommen  hatte. 

Goldbach. 
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LETTRE  CXLVII. 


El*  LE  II    à  GOLDBACII. 
Sowuiur.  E.    Même  snjrl    Réponse  a  la  prt'ca'dcnte. 


Berlin  d.  ."»    August  1751 

I«  li  criniiere  midi  noeb  ganz  wolil  von  Kw.  gehort  zn  ha 
ben ,  das»  aile  moglidic  Zablen  durcli  die  aerieni 


.11111  , 

•l     3     4     5  6 


ausgedrtiekt  vverden  kônncn,   wofern  nur  statt  der  Punctr 
die  gebôrigen  Zeiebcn  +  oder  —  gesetzt  werden.  Ew.  liât 
len  mir  amb  einige  solche  série»  erôffnet,  und  wo  icb  nirht 
irre,  »u  befand  sieb  darunter  auch  die  letzt  iibersehriebenr 

Da  nun  jenc  série»  wenn  n,  die  pcripberiaiu  cirruli, 
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dcssen  diamctcr  ~  I ,  andeutet .  so  ist 


-  —  -L    1     1     A-     1     1  1 

und  folglicb 

Y=l+4   -T  +  T  +  T""T      \  "t  elc' 
welche  seriem  i«  h  auch  in  meiner  Introdurtione  in  Anatysin 
pag.  24*  augebraclit.    Daselbst  bcfindcn  sich  noeh  viel  an- 
dere  séries  von  dieser  Art,  als 

ubi  binarius  habet  signum  — -,  numeri  primi  formae  \n — t 
signum  — ,  et  numeri  primi  formae  \n-\-  1  signum  -f?  nu- 
meris  autem  eompositis  id'  signum  eonvenit,  quod  iis  ratione 

multiplicationis  ex   primis  eompetit .    also  ^  ob  2.2.3.5 

hat  das  Zeichen    —  .  —  .  —  .  -\-  —  — .    Ferner  ist 

ubi  binarius  habet  signum  -\-,  numeri  primi  formae  kn — I 
signum  -+-,  et  numeri  primi  formae  kn  -}- 1  signum  — . 
Ferner  ist 

2  —       '2         3-r'*"r   5     '    6         T     '    8    '     i)    '    10    '  11 


'  12      13  '  l< 


iietC" 


ubi  binarius  habet  signum  -f,  numeri  primi  hn — 1  signum 
-f-j  numeri  primi  kn-\-î,  exeepto  quinario,  signum  — . 
Aile  dergleuhcn  séries  folgcn  ans  diesen  beiden  Formuln, 
uo  die  faetores  nacli  den  numeris  primis  fortgehen: 


.       JT   1 

I  •  — 
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als  au»  welchen  uuundlich  viel  anderc  hergeleitet  wcrden 
konnen. 

AU  multiplie  etur  prima  per  2,  erit 


tf 


0  -  l  ) ( I  -  {)  (1  -  J) (1  + 4)  0  +  |\)  (I  -  etc. 

et  résolutions  in  sericm  faeta 

ubi  2  babet  signum  -\-,  numeri  priini  forinae  kn —  1,- ex- 
cepte ternario,  signum  — ,  numeri  primi  kn-\-  1  signum  +, 

Hernach  ,   da  0  —  — - — — — —  — —   » 

kônnen  auch  unendlich  viel  séries  —  0  gemacht  werden,  al* 

0—1  *-  —  ~-\-  -  —  -|-4"t  —  4-  etc.  ubi  omnes  numeri 

A         à         q         o         b  1 

primi  habent  signiun  — . 

Noch  mehr,  als  in  meinem  Bricfe  befindlich,  kônnen  auch 
noch  aus  den  dasclbst  gegcbenen  Formuln  gefunden  werden, 

da57i:=(i+})(.  +  i)(i-4)(,+A)(«r.1;s)e,c.'  "«  •w"Mri 

primi  6n — I  habent  -|",  numeri  primi  6a +1  sign.  — . 

1  3 

Multiplicetur  pcrj=T=yerit 


1V3 -(T+p-  i)  (1 +  J)  (l  -  \) (1  -  -  elc. 

und  also 

2V3  —  2    '    3    '    ♦        5        6    '    7        8    '    *J        10  11 

ubi  2  habet  —  ;  3,  -f  ;  6n—  1,  — ;  et  6/1+1,  +• 

Vcrmittelst  dieser  Méthode  aber  kann  ich  keine  andere 
séries  von  dieser  Art  herausbringen ,  als  deren  summac  ent- 
weder  —0,  oder  a  quadratura  circuli  pendent. 
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Von  den  integralibiis  a«quationîip^~^= ^  kann 

ich  keine  andcrc  angeben ,   aïs  die  Fâlle  n  ~2 ,  n  ~  3 , 
n  zz.  V  und  n  —  f>.  VVcnn  ich  diesen  letztcn  Fall  Ew.  zu  be 
richten  vergessen  habc,  so  i»t  von  dieser  aequatione  difle 

rentiali  y      Ti }  — y>^?_  ^  die  aequatio  intégra  lis 

•T*  +  Y*      *c^4J4  +  kccxxyy  (xx  -\-yy)  —  2xxyy  -f- 

2  c  (xx  -f  y  y)  +  ce  =:  0, 
WO   c  die  eonstantem  andeutet,  so  durch  die  Intégration 
dazugckommen  ,    nnd  nach  Beliebcn  angenommen  werden 
kann,  so  dass  dièses  intégrale  completum  ist. 

Die  Intégration  dieser  Aequation  4£r — ^-zz.^-  ^  fàllt 

aueh  nicht  soglcich  in  die  Augen,  wie  Ew.  scheinen  zu  sa- 
gen:  allein,  da  ein  jedes  Glied  fur  sich  integrabel  ist  per 
logarithmos,  so  kann  davon  eine  aequatio  integralis  alge- 
braiea  gegeben  werden,  welcher  Umstand  sieh  bey  obigen 

Formuln  nieht  befindet,  da  weder— ^zr^)9  nocu  y \\—x*) 9 

dx 

noeh  ^    _  t<-  ullo  modo  sive  per  eirculum,  sive  logaritbmos 

integrirt  werden  kann;  daliero  uni  so  vicl  merkwiirdiger  ist, 
dass  doeb  fur  jene  aequationes  differentiales,  aequationes  in- 
tégrales algebraieae  angegeben  werden  kônnen.  Fur  Ew. 
Formuln   aber,  wenn  ich  setzc  so  wird 

•  nd*        —Ivitv      .  dx  1  dv 


X 


und  integrando 

/ x wi  - —  «  i  -  *  —  «  i  -  >  (i  -  *«)■ 


Bbenfalls  ist 


f  ,  d>  ^  =  =1/.  4-  Const. 

folglicb 
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welches  clic  integratio  compléta  ist  von  diescr  aequationr 
diffi-rentiali  = 

ist  noch  sehr  zweifclhaft,  oh  icli  von  mcincr  piècr 
ùbcr  dcn  Sîiturnum  au»  Pari*  cxcmplaria  bekommen  werdc: 
demi  bishcr  habc  icli  keinc  erhaltcn,  une!  es  ist  so  schwer 
dergleichen  Sachcn  von  Paris  zn  bekommen,  dass  auch  cin 
Buch,  so  M.  Bouguer  mir  zum  Pràsent  gesehiekt,  unter 
Wegs  verloren  gegangen.  Solltc  ich  aber  bekommen  kôn- 
nen,  so  werde  niebt  ermangeln  damit  Ew.  aufzuwartcn. 

Als  ich  letztens  bey  M.  de  Maupertuis  speisete,  so  habe 
ich  die  von  Kw.  angefuhrten  Passagen  auf  die  Bahn  gebracht 
Die  Meinung  fiel  dahin  a  us,  dass  grammaticaliter  sowohl  da« 
Praescns  als  Impcrfcctum  redit  scy,  allein  der  Sinn  scy  un- 
terschieden.  Also  scy  es  recht:  „On  a  décide  d'une  voix 
qu'il  faut  dire..."  wcil  inan  nicht  nui*  so  batte  sagen  sol 
len,  sondern  auch  immer  so  sagen  soll.  Stùnde  aber  „  qu'il 
fa  II  oit  dire",  so  wùrdc  solchcs  nicht  mehr  anzeigen.  «ils 
dass  man  bey  dem  vorgelegten  Fall  allein  so  halte  reden 
sollen,  und  wùrde  also  nicht  als  cin  bestàndiges  Gesctz  an- 
gesehen  werden  kônncn. 

Was  Ew.  wegen  der  von  M.  de  Maupertuis  gegel>cnen 
Ko  n  nul  n  ùbcr  die  leges  motus  zu  fragen  belieben ,  wird 
ohnc  Zweifel  diejenigen  antre fl en ,  wodurch  er  die  régula* 
communicationis  motus  in  conflictu  corporum  tam  elasticorum 
quam  non  elasticorum  bestimmt:  weil  dieselben  mit  dcn 
schon  langst  bekannten  vollkommcn  einerley  sind,  so  kom- 
men  sic  auch  mit  den  Lcihuizianis  ùbercin.  Was  aber  das 
principium  selbst  anlanget,  woraus  der  H.  v.  Maupertuis 
diesc  régulas  hcrgelcitet,  solchcs  ist  allerdings  vollkommen 
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neu.  Denn  ungeachtct  man  schon  vorlangst  behauptet,  das* 
die  Natur  via  facillima  wiirkc,  so  hat  doch  wcder  Leibniz 
nocli  Jemand  andcrs  gezeigt,  welches  eigentlicli  diejenige 
Quantitiit  sey,  welche  in  den  opcrationibus  naturae  ein  mi- 
nimum ist.  M.  de  Maupertuis  nennet  diesc  Quantitiit  die 
quantitatem  actionis,  und  bestimmt  dieselbe  durch  das  Pro- 
duct  aus  der  massa,  dcr  Geschwindigkeit  und  dem  spatio, 
und  leitet  daraus  nicbt  nur  die  régulas  motus,  sondern  au 
dere  Sachen  gar  sehon  her.  Ich  hatte  auch  sehon  langst  ge- 
wiesen,  dass  in  motibus  corporum  codes ti uni  immer  die 
Formul  fMvds  ein  minimum  scy,  wo  M  die  massam,  p  die 
celeritatem  und  ds  das  spatiolum  percursum  andculet.  Also 
ist  Mvds  die  quantitas  actionis  elementaris  und  fMvds  die 
totalis,  welche  folglicli  nach  M.  de  Maupertuis  ein  minimum 
seyn  muss. 

F!  ii  1er. 
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LETTRE  CXLVIU. 


G  OLDRACII    Ù    Eu  LK  R. 

SommaIRR.    Mêmes  sujets.    Winsheirn  et   le  P.  Mcrjenne  Mir  les 
parfaits 


St.  Petershurg  d.  7.  Octolxr  Hô2 

Ml  1  1  1 

eine  Démonstration ,  <lass  y  —  -  +  y  —  7       elr  ~~ 

ist  ein  casns  particularis  von  diescr  propositionc  generali 

4  '  •  *  T  +  £  -  T  +  h  +  I  -  k  -  J  +  Ha  +  ! "  +  Ctr-  - 
'  •  7  H   /H  Ct«!. 

stint  enim  seriei  ^/  termini  impares  ZZ  -,  et  ejusdem  seriei 
A  termini  pares  et  termini  imparcs  simul  sumti  nempe 
—  A,  ergo  Azz.B.    Es  sind  zwar  allhie  in  der  série 
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B  die  signa  -\-  et  —  altcrnantia  angcnommen  worden ,  es 
kônnen  abcr  auch,  wcnn  nur  die  summa  ipsius  B  finita  ist, 
aile  termini  affirmativi  oder  quacunque  legc  variantes  an- 
gcnommen werden;  wenn  man  also  die  Condition,  dass  in 
der  série  A  die  termini  continuo  decresciren  sollcn  (non 
attenta  variatione  signornm  -\-  et  — )  bey  Seite  setzct,  so 
kann  eine  jede  séries  B  in  A  verwandelt  werden:  bingegen 
sehc  ich  nicht,  wie  eine  einzige  von  denen,  welche  Ew.  gc- 
fundcn  haben,  bicraus  deducirct  werden  kônne;  dass  aber 
aile  solcbe  séries  cntwedcr  =.  0  sind,  oder  von  der  quadra- 
ture circuli  dependiren,  balte  icb  vor  eine  merkwùrdige 
Observation. 

Was  Ew.  von  den  casibus  integrabilibus  aequationis 

dx  dy 
7(t-xn)  —  V{\-y") 

melden,  wird  obne  Zweifel  nur  von  denen  zu  vcrstelien 
seyn,  wo  n  ein  numerus  integer  ist,  demi  dass  jede  aequatio 

dx    a  dy 

V(i  —  ;x"«sVî)      1/(1  —  yà+ï) 

posito  m  numéro  integro  afBrmativo,  integrabilis  scy,  scheinet 
niir  ganz  gewiss  zu  seyn.  In  denen  von  Ew.  angegebenen 
casibus  aber,  wo  n=z2,  vel  3,  vel  k,  vel  6,  finde  icb,  dass 
zwar  die  valores  von  y  etwas  verworren  ausseben,  wenn 
man  die  constantem  generatim  dureb  c  exprimiret,  weil  sicb 
alsdann  allezeit  quantitates  irrationales  mit  cinmiseben;  setzet 
man  abcr  c  ~  —  1 ,  so  wird 

 n   A   0  {xx-X-x  —  I)2 

pro  casu  ni^2,  vj— 1  —  xx;  pro  casu  n~  3,  yy  —    ^  — 

37 
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woraus  man  siehet,  dass  aile  dièse  casut  in  der  formula 

a x*  -f-  bxt  -{-  cxx  -f-  ex  -\-f 

i  -f-/>*4"? xz  -h  rx'-t-**4 
begriflfcn  sind;  go  dass,  wenn  Jcmand  noch  mehrere  cati» 
suchen  wollte,  dersclbe  sehr  wohl  thun  wûrde,   wenn  er 
glcich  anfangs  die  constantem  c  —  —  t  setzete. 

Iïiehey  liegt  ein  Zettel  von  Dcro  eignen  Hand,  worauf  Sie 
«chou  vor  viclen  Jahrcn  aus  dcr  acquatione  xx-\-yy — 1—0, 
dièse  xx  —  \  ~2cy  -\-  ce  deduciret;  ich  zweifle  aber,  ob 
xdx-\-  y  dy  —  dy  V(xx-\-  y  y  —  1)  gesetzt  werden  konne, 
wenn  glcirb  beydes  ex  hypothesi  znO  ist:  denn  sonst  wùrde 
aucb  folgcn,  dans  positis  A  et  Y  pro  finu  tionibus  quihn»- 
cunqiie  ipsaruni  x  et  y,  xdx-\-ydy=.XYdyY  [xx-\-yy  —  l) 
seyn  kônnte. 

Als  ich  vor  wenigen  Tagcn  einige  tornos  Commenta rio- 
rum  ta  m  antiquorum  quain  novorum  von  dcr  Akad.  dcr 
M  iss,  znm  Priiscnt  bekain  ,  bat  sicb  mir,  sobald  ich  den 
tomum  II  der  letztern  croftnet,  des  Hrn.  Winsbeim's  Dis- 
sertatio  de  nuincris  perfectis  praesentiret,  wosclbst  er  p.  77 
die  von  Ew.  angegchenen  numéros  perfectos,  absonderlieh 
aber  den  neuuten,  cuin  salutari  rlausula  douée  contrarium 
ftterit  probatum"  anniuunt:  icb  zweifle  aber,  ob  Ew.  das 
scluine  excerptnm,  so  er  ans  dem  Mersenno  anfuhrct,  s<  bon 
gclescn  baben,  welrhes  meines  Erarbtens  sebr  lesenswnrdig 
ist.  Ob  die  eogitata  Mcrsenni  oder  des  Leuncsehlos  para- 
doxa  eber  bekannt  gemaebt  worden,  ist  mir  zwar  nnbe- 
kannt ,  ich  sebe  aber,  dass  sie  beyde  sicb  in  Betrarbtnng 
der  norb  riickstiuidigcn  10  oder  11  numerornm  pcrfci  tonir», 
ci  lier  glcirh  lantenden  Expression  bedienet.  „Qui  unde- 
cim  alios  invenerit  —  sagt  Merscnnus  —  noverit  se  ana- 
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lysim  omncm,  quae  fuerit  hactenus,  superasse",  er  hait 
aber  cluch  die  Erfîndung  derselbcn  nicht  unmoglich  ;  und 
Lcuncschlos  sagt  paradoxo  46  et  kl  :  ,/Vastissima  et  infinita 
niimcrorum  multitude-  eapit  duntaxat  decem  numéros  per- 
fectos;  qui  decem  alios  invenerit,  noverit  se  analysin  om- 
nem ,  quae  fuerit  hactenus,  superasse",  welcher  Zusatz  aber 
iibcrfliïssig  ist,  wenn,  nach  des  autoris  Vorgcben,  nur  10 
numeri  perfeeti  in  rcrum  natura  sind. 

Goldbacb. 
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LETTRE  CXLIX. 


EULER   à  GOLDBACH. 
Sommaire.   Recherche»  sur  les  nombres  premiers.  Réponse  à  b  précédente. 


Berlin  d.  28.  October  1751 

Ew.  Méthode  eine  jede  seriem —  y  +  7-  —  -jj-  -f  etc.  in 

eine  andcre,  al»  -  +  ^  r  4*  TZ  4"  «A  etc»  zu  Tcr" 

wandeln,  erinnere  ich  mich  noch  sehr  wohl,  und  es  kônnen 
allerdings  durch  Hiilfe  derselben  solche  Verwandelungen  ge- 
funden  wcrden,  die  sich  aus  der  von  mir  gebrauchten  Méthode, 
als  welebc  nur  auf  eine  gewisse  Art  von  Zahlen  einge- 
schrànkt  ist,  nicbt  herleiten.  Hingegen  gibt  aucb  meinc  Mé- 
thode solche  séries,  welche  mit  jener  keine  Gemein*chaft 
haben.  Da  meine  Méthode  nur  eine  gewisse  Art  von  Varia- 
tion in  den  signis  in  sich  schliesst,  so  folgt  daher,  dass  die 
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Summ  aller  daraus  entspringenden  terierum  cntweder  0  ist, 
oder  a  circuli  quadratura  dependirt.  Wenn  ich  abcr  im  Stande 
wàre  andere  variationes  signorum  anzubringen,  so  zweifle 
ich  nicht,  dass  nicht  quaelibet  quantitas  pro  summa  heraus- 
gebracht  werden  kômite. 

Da  die  numeri  primi  in  Ansehung  ihrer  gcdoppelten 
Forrn  von  fcn-|-t  und  kn—  1,  so  schr  von  einander  ver- 
schicden  sind,  und  die  Menge  von  beyden  Gattungcn  infi- 
ni ta  ist,  so  babe  ich  die  summam  folgender  serici  proxime 
untersucht 

j  —  JL_±  »  JL+1_  J  _  Li  1  i  i  '  .  1 

—  3  5      '     7     '    11        13       17    »    19   '   23        29   '  31 


_  J  L+L  J-J-etc 


37        41    1   43   1  47 

wo  die  numeri  primi  formae  4n —  1  das  signum  die 
formae  kn-\-i  aber  das  signum — haben,  in  der  Hofinung, 
ob  etwa  die  summa  nicht  rational  seyn  môchte.  Ich  fand 
aber  dièse  summam  zz=  0,33V980  und  also  etwas  grôsacr  als 
Wàre  accurat  \  herausgekommcn ,  so  hàtte  die  Sach  aller- 
dings  Nachdenken  verdient 

Da  die  Ànzahl  aller  numcrorum  priraorum  unendlieh 
ist,  aber  doch  ein  infinitum  infimi  ordinis,  weil  ich  gczcigt, 
dass  wenn  die  Zahl  omnium  numerorum  zz  n,  die  Anzahl 
der  numerorum  primorum  seyn  werde  =r  In,  es  ist  aber  In 

kleincr  als  n™,  so  gross  auch  immer  die  Zahl  m  seyn  mag: 
so  ware  die  Frage,  ob  auch  die  Anzahl  der  numerorum 
primorum,  so  z.  Ex.  in  dieser  Formul  a  a  +  1  enthalten 
sind,  auch  unendlieh  sey,  weil  dieselbc  gewiss  unendlieh 
mal  kleiner  ist,  als  die  Anzahl  aller  numerorum  primorum. 
llernach,   wenn  auch  dièse  unendlieh  ware,  kônnte  man 
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chcn  dièses  fragen  de  numeris  primis  hujus  formae  a*  — |—  i 
oder  a$  -\-  1  etc.  Ich  liabe  die  numéros  primos  in  hac  forma 
aa-\-i  contentos  untersucht  und  gefunden,  dass  aa  -f-  1  ein 
numerus  primus  wird  in  Folgenden  Fàllen:  orz: 

1.  2.  *.  6.  10.  i  V.  16.  20.  2*.  26.  36.  M).  5*.  56.  66.  7*.  8*.  90. 9*. 
110.  116. 120.  12*.  126. 130.  13*.  1*6. 150. 156.  160. 170.  176. 

180. 18*. 

20*.  206.  210.  22*.  230.  236.  2*0. 250.  256. 260.  26*.  270.  280. 

28*.  300. 

306.  31*.  326.  3*0.  350.  38*.  386.  396.  *00. 
*06.  *20.  *30.  *36.  **0.  ***.  *6*.  *66.  *70.  *7*.  *90.  *96. 
536.  5**.  556.  570.  576.  58*.  59*. 
63*.  636.  6**.  6*6. 65*.  67*.  680.  686.  690.  696.  700. 
70*.  71*.  716.  7*0.  750.  760.  76*.  780.  78*. 
816.826.  8**.  860.  86*.  890. 
906.  910.  920.  930. 936.  9*6.  950.  960.  966.  986. 
100*.  1010. 1036.  105*.  1060. 1066.  1070. 109*.  1096. 
1106. 112*.  11*0. 11**.  11*6.  1150. 1156.  117*.  1176. 118*. 
1210.  123*.  12**.  12*6.  127*.  1276.  1290. 129*. 
1306.  131*.  1316.  1320.  132*.  13*0.  1350.  135*.  1366.  137*. 

1376.139*. 

1*06. 1*10.  1*16. 1*20.  1*30.  1*3*.  1**0.  1*56.  1*60.  1*9*. 

Bis  1500  hahe  ich  dièses  Examen  getrieben,  und  hierdurcli 
hin  ich  im  Stande  viel  numéros  primos  anzuzcigcn,  welche 
nicht  nur  grosscr  sind  aïs  100000,  aïs  so  weit  die  tabulai» 
numerorum  primorum  gehen,  sondern  auch  aïs  1000000. 
Sonstcn  wùrde  es  gewiss  schr  schucr  seyn  eincn  nuuicruiii 
primum  >  1000000  anzugcbcii. 
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Soll  aber  a*  + i  ein  numerus  primus  seyn ,  »o  werden 
die  valores  von  a  seyn  folgende  wenige 

a=l.  2.  k.  6.  16.  -20.  2fc.  3fc. 

Doch  bin  ich  noch  weit  entfernt  des  Fcrmatii  problcmu 
zu  solviren:  invenire  nuracmm  primum,  dato  quovis  nu- 
méro majorem.  SoIIte  man  eine  seriem  regularem  tinden 
kônncn,  deren  aile  termini  in  jenen  valoribus  von  a  ent- 
halten  wiiren,  so  ware  das  problcina  solvirt.  Jedoch  gibt  es 
gewiss  keine  séries  algcbraica,  deren  o mnes  termini  numeri 
primi  seyn  kônnen.  Denn  es  sey  X  der  terminus  indici  x 
respondens,  und  daber  A  der  terminus  indici  dato  a  respon- 
dens,  so  wird,  wenn  man  nimmt  xz=Lt\A  -|-  a,  der  termi- 
nus X  divisibilis  per  A  und  also  niebt  primus. 

Meine  integratio  aequationis  =  8etzet 

niebt  nur  zum  voraus,  dass  n  ein  numerus  integer  ist,  son- 
dern  ich  kann  auch  nur  die  integralia  angeben  in  diesen 
Fâllen:  n~  2,  n~3,  n  —  \  und  n  —  G.  Wenn  n~  5,  so 
babc  ich  bisher  das  intégrale  niebt  finden  kônncn.  Wenn 

aber  n  —  ^-j,  so  waren  die  formulae  allcrdings  absolute 

integrabilcs,  dabero  diesclbcn  nicbts  sonderbares  geben  wùr- 
den.  Denn  dièses  kam  mir  fùrnebmlicb  merkvvùrdig  vor, 
dass,  da  die  Formuln  in  den  Fallen  nz:3,  oder  n  —  k, 
oder  n  —  G  auf  keinerley  Art  weder  ad  circuli  noeb  hyper- 
bolac  quadraturam  gebracbt  werden  kônnen,  doch  die  Ae- 
quation  sclbst  algebraice  und  das  gencraliter  integrirt  wer- 
den kann. 

Beygelegten  Zcttel  erinnerc  ich  mich  noch  bey  Ew.  ge- 
schrieben  zu  baben,  um  zu  zeigen,  dass  man  niebt  allezeit 
per  integrationem  aile  *asus  Hndet,  quibus  aequationi  diffe- 
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rentiali  satisfit,  wovon  ich  in  meiner  Mechanic  einige 
tige  casus  angemerket  hatte.  Ich  kann  den  Fall  nodi  simpler 
iiiaehcn  und  dièse  aequationem  differentialem  adx~(a —  xdy 
vorlegen,  vvelcher  augenscheinlich  ein  Genïigen  geschiehet, 
wenn  x—a,  welcher  Fall  doch  durch  die  Intégration  nicht 

Pdz 

herausgehraclit  wird.   AIso  wenn  ich  habe  —^  —  dy9  oder 

Pdz  —  Zdy,  existente  Z  functione  ipsius  2,  et  P  qtiantitate 
ex  y  et  z  utcunque  eomposita,  so  Siitisfacirt  denn 
dalicr  wird  z  zzl  certac  constanti  und  also  dz  ~  0.  Setzt 
nian  nun  fur  z  eine  formulam  magis  compositam,  als 
jtx-|-rv  —  aa,  so  hekommt  man  aus  Z  =  0  solche  casus 
intégrales,    welche  durch  die  Intégration  nimmer  herausge- 

hracht  werden.  Also  wenn      xdx  Jr?dy     —Vdy,  existente 

V  functione  quacunque  ipsarum  x  et  y,  so  satisfacirt  gewiss 

xx  -j-  yy  —  aa  —  Q. 

Den  tomum  II  Nov.  Comment,  habe  ich  noch  nicht  be- 
koinmen.  Oh  2*°(231 —  i)  wirklich  ein  numerus  perfectus 
sey,  oder  nicht,  kann  ich  freylich  nicht  behaupten ,  weil  ich 
nicht  weiss  oh  231  —  1  ein  numerus  primus  ist,  oder  nicht. 
Dass  es  aher  nicht  unendlich  viel  numéros  perfectos  geben 
sollte,  kann  ich  nicht  cinschen.  Weil  aber  um  dieselben  zu 
finden,  erforderlirh  wird ,  dass  man  aile  casus,  quibus  for- 
mula 2"  —  1  fit  numerus  primus,  anzeigen  kônne,  so  sehe 
ich  nicht  ab,  wie  man  mehr  als  sieben ,  nehmlich:  2I(21  —  1}, 
2Î(25— 1),  24(25-l),  2e(27  — 1),  2i2(2,*-l),  2l€(217— l), 
218(219  —  1),  und  also  nicht  einmal  acht,  oder  gar  zehn 
angeben  kann.  So  viel  ist  gewiss,  dass  wenn  2"  —  t  ein 
numerus  primus  seyn  soll,  auch  n  ein  numerus  primus 
scyn  muss.  Allein  es  gibt  viel  numéros  primos,  die  fur  n  gc- 
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setzt,  2" —  1  nieht  primum  machen,  alsn=:ll,  n  =  23, 
n~29,  n—  37,  etc.  Was  also  Mcrsennus  oder  Lcunen- 
schloss  sagt,  als  wenn  die  Anzahl  der  numerorum  perfccto- 
rura  endlich  wàre,  halte  ich  fur  ungegrùndet,  ungeaclit  ich 
nicht  glaube,  dass  mehr  aïs  sieben,  praeter  unitatem  mit 
Gewissheit  angezcigt  werden  kônnen.  Des  Leunenschloss 
Tractât  erinnere  ich  mich  bey  Ew.  geschen  zu  haben;  ich 
kann  aber  von  diesem  auctore  in  kcinem  Lexico  die  ge- 
ringste  Nachricht  finden,  dahero  ich  Ew.  um  einige  Um- 
stande  seines  Traetats  und  wo  môglich  seiner  sclbst  gehor- 
samst  ersuchet  haben  wollte. 

Euler. 
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LETTRE  CL. 

GoLDBACII    à  EULER. 
Sommaire.  Même»  sujeu. 


St.  Petcrsburg  d.   18.  îSorbr.  1753. 

Durch  was  fur  eompendia  Ew.  die  diffère  ntia  m  sericruni 

T+  T  +  A+i  +  £t<;-  Ct  7+S+ÏÏ+ÏS  +  etc. 
erhaltcn  haben,  ist  mir  zwar  nicht  bekannt.    Solltcn  Sic 
aber  die  Méthode  schon  herausgegcbcn  haben,  so  bitte  mir 
den  Ort,  wo  selbige  zu  iinden  ist,  anzuzeigen. 

Dass  der  numerus  numerorum  primorum  omnium  hujus 
formae  aa  +  1  infinité  magnus  sey,  halte  ich  fiir  gewiss, 
obngeachtet  ich  es  nicht  alsofort  demonstriren  kann,  und 
tinde  ich  die  rationcm  dubitandi,  dass  die  Ànzahl  numerortini 
primorum  lui  jus  formae  «a  — |—  1  uncndlichc  Mal  kleincr  ist, 
aïs  die  Anzahl  numerorum  primorum  omnium,  gar  nicht 
crheblich,  indem  kcin  numerus  infinitus  so  klcin  genommen 
werden  kann,  dass  er  nicht  infinities  major  alio  itifinilo  *cy. 
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Mersennus  hat  um  so  viel  weniger  gesagt,  dass  nur  zehn 
nnmeri  pcrfccti  môglich  sind,  weil  er  dercn  eilf  selbst  an- 
giebt,  darunter  aber  der  octavus  von  Ew.  nicht  begriffen 
ist  ;  er  sagt  auch  nicht,  dass  die  Anzahl  der  numerorum 
perfectorum  endlich  sey,  wohl  aber,  dass  kein  so  grosses 
intervallum  numeroruin  anzugebcn  môglich  sey ,  welcbes 
nicht  absque  nnmeris  perfectis  seyn  kônne,  wie  solchcs  Ew. 
aus  der  von  déni  Ilrn.  Winsheim  allegirten  praefationc  gencr. 
ad  Mersenni  cogitata  physico-mathematica  Ç  19  ,  '  wenn'dcr 
tom.  II  Commentariorum  noch  nicbt  angekommcn  ist,  allen- 
falls  selbst  werden  erschcn  kônnen. 

Was  des  Leuneschlos  paradoxa  mathematica  betrifît,  so 
sind  selbige  zu  Heidelberg  A.  1658,  8°.  gedruckt,  ich  habe 
aber  dièses  Buch  selbst  niemals  gehabt,  sondern  ich  hatte 
das  Exemplar,  welcbes  ich  A.  1716  gclesen,  von  der  alt- 
stadtischen  Bibliothec  in  Kônigsbcrg  genommen,  welches 
dcrselben  auch  noch  vor  meiner  letzten  Abreise  A.  1718 
restituiret  worden,  dahero  es  unmôglich  ist,  dass  Ew.  sel- 
biges  Buch  in  Petersburg  bey  mir  gesehen  haben  solltcn; 
hingegen  criiuicre  ich  mich,  jedoch  nicht  mit  vôlliger  Ge- 
wisshcit,  dass  Sic  niir  vor  einigen  Jahren  aus  Berlin  ge- 
schrieben,  Sie  batten  sich  selbiges  nebst  des  Bungi  Buch 
aus  der  Kônigl.  Bibliothec  geben  lassen*).  Von  diesem  Leune- 
schlos ist  mir  wciter  nichts  bckannt,  als  dass  ich  irgcndwo 
gelesen,  er  habe  in  Heidelberg  als  Professor  gestanden  ;  er 
wird  auch  von  einigen,  ni  fallor,  Luncschlos  genennt,  und 
wiirc  also  dessen  Naine  auf  bcyde  Art  in  den  Lcxicis  zu 
suchen.  Es  scheiuct ,  dass  er  sein  paradoxum  de  numeris 
perfectis  in  dein  Mersenno  gefunden  und  nachgchends,  da  er 


♦)  V.  les  le  lires  3V'»'«'  cl  suiv.  paye  104  el  auiv. 
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es  niemoriter  hingeschriebcn,  von  dem  wahren  Sinn  des 
Mersenni  abgegangen  ist. 

Dass  keine  formula  algebraica  lauter  numéros  primos 
gebcn  kônne,  hatte  ich  schon  in  einem  meiner  vorîgen 
Briefe  angemerket;  denn  es  sey  z.  Ex.  die  formula 

x*-|-  bxx-\-  cx-\-  e, 
so  ist  offenbar,  dass  so  oft  x  ein  multiplus  des  termini  ab- 
solut! c  ist,  so  oft  auch  (und  folglich  infinitis  modis)  die 
formula  eincn  numerum  non  primum  geben  wird ,  sollte 
aber  ez:l  seyn,  so  sctze  ich  nur  x-\-p  anstatt  x,  alsdann 
wird  die  formula  transmutiret  in 

x*+ 3/>xx  +  Sppx  +  p5 
+  bxx-{-2bpx  -f-  bpp 
+     cx  +  cp 

und  so  oft  x  ein  multiplus  numeri  p*-{-bpp-\-cp -\-  1  ist, 
so  oft  gibt  die  formula  einen  numerum  non  primum.  Da 
nun  dieser  casus,  wo  die  potestas  maxima  ipsius  x  ~  3  ist, 
auf  aile  andcre  lusus  naturae,  quaecunque  fuerit  potestas 
ipsius  x,  appliciret  werden  kann,  so  ist  es  unmoglich  eine 
seriem  algebraicam  anzugeben,  in  welchcr  nicht  infiniti  ter- 
mini aus  numeris  non  primis  bcstehen  sollten. 

Nocb  habe  ein  kleines  ganz  neues  theorema  beyzufùgen, 
welcbes  so  lange  vor  wabr  halte,  donec  probetur  contrarium: 
Omnis  numerus  impar  est  zz:  duplo  quadrati  +  numéro 
primo,  sive  2n — \zn2aa-\-p,  ubi  a  denotct  numerum  in- 
tegrum  vel  0,  p  numerum  primum,  ex.  gr.  17~2.0a-|-i7, 
2l=2.ta+t9,  27zz:2.2a  +  191  etc. 

Goldbacb. 
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LETTRE  CLI. 

ËULER  à  GOLDBACII. 

Sommaire.  Suite  de»  recherches  numériques  et  autres  relatives  à  la  résolution  des 
équations  algébriques. 


Berlin  d.  16.  December  1752. 

Ich  bin  weit  davon  entfernt,  dass  ich  die  wahre  Summ 
dieser  seriei 

-1-  -  i  +  JL  +  J.  _  S  _  _!.  +  ±  +  1  _  ±  etc. 

3         5     l    7     '    11        13        11    '    19   I    23  29 

soi  lté  anzeigen  kônncn.  Ich  habe  dièse  Summ  nur  per  ap- 
proximationem  gesucht,  von  deren  Beschaffenheit  ich  mich 
nicht  mehr  erinnern  kann.  Meine  Absicht  war  dabey  nur, 
zu  erforschen,  ob  etwan  dièse  Summ  simpel  seyn  mochte, 
weil  ich  schon  vorhcr  gemerket  hatte,  dass  dieselbe  bcy- 

nahe  \  ist. 

Ew.  theorema,  quod  omnis  numerus  impar  2n — 1  sit 
aggrcgatum  ex  quadrato  duplicato  2a a  et  numéro  primo  p, 
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hat  boy  mir  aile  Aufmerksamkeit  verdienet,  und  naeh  an- 
gcstcllter  Probe  habe  ich  dasselbe  fur  aile  numéros  2n —  1 
unter  1000  wûrklich  wahr  befunden.  Kraft  desselbcn  kann 
man  also  behaupten,  quod  dato  numéro  2n — 1,  semper 
detur  duplum  quadratum  2aa ,  ut  2n  —  1 — 2a a  évadât 
numerus  primus. 

Um  die  Démonstration  davon  zu  finden,  fiel  mir  cin, 
ob  man  etwan  nicbt  beweisen  kônnte ,  dass  je  grôsser 
die  Zabi  2n — 1,  je  mebr  numeri  primi  ans  der  Form 
2n —  1  — 2a a  erwacbsen  mùssten.  Denn,  da  das  theorema 
wabr  ist  fur  die  kleincn  Zahlen,  so  wiirde  man  um  so  viel 
sicberer  auf  die  grossen  Zablen  sehliessen  kônnen.  Icb  babe 
demnach  pro  quovis  numéro  non  primo  2n  —  1  bemerket, 
wie  viel  numeri  primi  daraus  entstehen,  allein  icb  babe 
befunden,  dass,  wenn  auch  2n  —  1  eine  sebr  grosse  Zabi, 
doeb  bisweilen  nur  cin  einziger  numerus  primus  entspringt 

Also  wenn  2n — lzz785,  so  wird  785  -2aa  unico 
casu  numerus  primus,  nebmlicb  quo  a  =  18.  Eben  dièses 
gesebiebet  aucb,  wenn  2/i  —  1  =  1703=;  13.  131,  und  der 
casus  ist  1703  —  2.  21*  =  821;  wenn  also  821  kein  numerus 
primus  wàre,  so  fiinde  hier  das  tbeorema  nicbt  Statt.  Icb 
babe  auch  hier  noeb  viel  andere  und  grôsscre  Zablen  unter- 
sucht,  von  welchen  ich  vorhersabe,  dass  die  daher  entste- 
benden  numeri  primi  sparsam  seyn  mùsscn;  doch  habe  icb 
aber  keinc  Àusnahmc  finden  konnen.  Ich  glaubc  also  dièses 
theorema,  ungeacht  icb  nicbt  darauf  schwôren  wollte. 

Es  fiel  mir  dabey  ein  ziemlich  ahnlicbes  theorema  cin. 
nebmlich:  dass  a  numéro  impari  non  primo  2n — 1  allzeit 
eine  potestas  binarii  abgezogen  werden  kônne,  dass  der  Rest 
ein  numerus  primus  sey.  Nach  angestellter  Probe  bat  sicb 
dièses  auch  noeb  bis  auf  schr  grosse  Zablen  wabr  befunden; 
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als  ich  aber  auf  959  =  7.137  kam,  so  fand  sich  eine  Aus- 
nahme,  indcm  959  —  2a  nullo  modo  primus  werden  kann. 

Ich  bin  lctztens  auf  folgende  tbeoremata  negativa  gcfallen. 

I.  Si  n  non  est  numerus  formae  □  +  2  A,  tum  kn  +  1 
certe  non  est  primus. 

IL  Si  n  non  est  numerus  formae  □  +  A,  tum  8»-f-l 
certe  non  est  primus. 

QL  Si  n  non  est  numerus  formae  2  A  +-  A,  tum  8n+-  3 
certe  non  est  primus. 

Der  Grund  der  zwcy  letztern  beruhet  darauf,  dass  wcnn 
8n-+l  oder  8n  +  3  primus  ist,  so  sey  derselbe  aucb  in 
bac  forma  2D  +  D  cnthaltcn;  als  3—2.1  +  1,  11=2.1+9, 
1 7  =  2 .  *  +  9 ,  19  =  2.9  +  1.  Dièses  aber  kann  ich  niclit 
beweisen,  ungeacht  ich  es  fiir  eben  so  gewiss  halte,  als  dass 
Vn  +  1  =  □  +  □,  siquidem  *n  +  l  sit  primus,  welches 
ich  bcvviescn  habe. 

Ew.  bin  ich  fur  die  mir  gûtigst  ertheilten  Nacbrichten 
ùber  den  Leunenschloss  gehorsamst  verbunden.  Ich  habe 
micb  geirrt,  wcnn  ich  geglaubt,  das  Buch  selbst  bey  Ew. 
geschen  zu  haben;  es  werden  nur  einige  excerpta  gewesen 
scyn,  so  Dicsclben  mir  zu  communiciren  die  Gûte  gchabL 
Hier  habe  ich  dièses  Buch  nicht  finden  kônnen.  Des  Bungi 
Buch  erinnere  ich  mich  auch  nicht  gelcscn  zu  haben;  ich 
werde  es  aber  auf  der  liicsigen  Bibliothcc  aufsuchen.  Den 
II  tomum  INovor.  Gomment,  habe  ich  noch  nicht  bekommen, 
um  darin  nachschen  zu  kônncii,  was  der  seel.  Winshcim 
von  den  numeris  perfectis  geschrieben.  Ich  glaube,  dass  man 
keinc  andere  numéros  perfectos  fur  gewiss  angeben  kônnc, 
als  folgende:  L  2°(2—  lj  =  1  ;  II.  21(2Î  —  1)  =  6  ; 
NI.  2>(2S— 1)=28;  IV.  24  (2*  —  1);  V.  2«(27  —  1); 
VL  2ia  (2^—1)5   VII.  2"  (217—  1);   VIII.  218(21'  —  1). 


Digitized  by  Google 


—    598  — 

weil  man  von  den  folgcnden  Formuln  2P  —  1  (existentc  p 
primo)  nicht  gewiss  seyn  kann,  ob  dicsclben  primi  sind, 
oder  nicht  Der  folgende  wâre  230  (231  —  1),  wenn  nur 
2  31  —  1  ein  numerus  primus  wâre,  welcbes  aber  weder  be- 
hauptet  nocb  untersuchet  werden  kann.  So  viel  ist  gewiss, 
dass  dièse  Zabi  2 31  —  i  keine  andere  divisores  baben  kann, 
als  welcbc  in  dieser  Formul  62n-j-  i  entbalten  sind,  worau* 
icb  so  viel  gefunden,  dass  kein  divisor  unter  2000  Statt 
findet. 

Aus  Anïass  der  aequationum  Moivreanarum  babe  irh 
noch  viel  âbnlicbe  formulas  gefunden,  deren  radix  angege- 
ben  werden  kann,  ungcacbt  die  Aequation  keine  divisons 
rationales  hat. 

33  a1 

Als  von  dieser  Aequation  x5  zz:  5 axx-\-  5/3 x  -\- --■-{-  — 

S  S  .  - 

ist  radix  xr  Virm    Also  von  dieser  x*n=  lOxr-f 

a,     '  p 

iOx  -f  6  ist  radix  xzzzY2-\-\^k.  Ferner  von  dieser  ae- 
quatione  6"  gradus 

x6  zz:  6a;4  +  28x3-f  iSxx—  12x+2 

ist  x  =  V2  +  V2+V2.  Dièse  casus  sebeinen  um  so  viel 
mebr  merkwurdig  zu  seyn,  weil  dièse  Acquationen  nicht  in 
factores  (rationales)  zergliedert  werden  kônnen. 

Ilcrnacb  babe  ich  aucb  wabrgenommcn ,  wenn  cinc 
solcbe  Formul  vorgegeben  wird 

x=zAfs  +  BVsl  +  ci/s*  +  D  fa, 

welebe  von  den  signis  radicalibus  befreyt  werden  soll,  sol- 
ehes  gesebehen  kônne,  ohne  dass  man  nôtbig  bat  iiber  die 
fiinftc  Potestat  des  x  berauf  zu  steigen.  Dièses  sebeint  des- 
wegen  paradox  zu  seyn,  da  \ier  signa  radicalia  uud  da» 
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stirde  solida  vorhanden,  welche  durch  eine  cinige  Elévation 
ad  5lam  dignitatem  nicht  gehoben  werden  kônnen.  Doch 
kommt  mm  dièse  aequatio  rationalis  5U  gradus  heraus: 

=  5S(AD  +  BC)x*  +  5As(AC+BB))       +  SA*Bs  \ 

+  5I)ss(CC+BD)y*  +5ss(4C*  +  B*  D)  j 

-f-  5A  BCDss  l 
+  SCD*s3  ) 

-hÂCss{A%  D  +  B*) 
•\-bABss  {AB D -\-  AC1} 
—  SBDs*(C*+Al)*) 
+  5CD2s*(B*  +  AC) 

also  ist  auch  hinwiederum  die  radix  aus  diescr  Àcquation 

x=zAV's  +  B-V/s'l-\-Ci/s*  +  Di/s'.  Und  da  die  obige 
Aequation  gênerai  ist,  so  glaubc  ich,  dass  in  dieser  Form 
aile  radiées  aequationum  5U  gradus  entlialten  sind,  und  in 
einem  jeglich  vorgelegten  Fall  kommt  es  nur  auf  die  Be- 
stimmung  der  Buchstaben  A ,  B,  C,  D  und  s  an,  und  zu- 
letzt  wird  s  nur  per  aequationem  ordinis  bcstimmt  wer- 
den, wie  icb  vermutbe.  Daraus  scbliesse  ich  ferner,  dass 
proposita  aequatione  quacunque 

xn—  ai"-^  fix"-*—  yxn-8+  8xn ex"-*  etc.  z=  0 
die  radix  allzeit  dièse  Form  haben  werde 

œ=z  -  «  +  A  V  s  -f  B  y^i»  +  C       +  D  f*«  +  etc. 

und  es  ist  so  viel  gewiss,  dass  wenn  nz=2,  oder  3,  oder  h,  die 
Bestimmung  des  Buchstaben»  s  von  einer  aequatione  imioder 
2di  oder  3tli  ordinis  dependire,  woraus  zu  scblicssen,  dass  in 
génère  s  durch  eine  aequationem  (n  —  l)u  ordinis  bestimmt 
werde. 

Corr.  math,  et  »hys.  T.  I.  3g 
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In  mcincn  Papifcrcn  liabc  ich  uocli  cin  ander  theorema,  m 
Ew.  mir  vormals  rommunicirt,  gefunden.  Nehmlich  dass  ein 
jeder  mimcrus  impariter  par  %a-\-2  allzeit  gleieh  sey  einer 
Summ  von  zwcy  mtmeris  primîs  fonnac  \n  +  1 ,  aïs  6  =  1  -4-5, 
10  =  5  +  5,  IV—  1  +  13,  18-  1  +  17  =  5  +  13,  >2  = 
5+17,  26=13+13,  30  =  1  +29  =  13+  17,  3V  = 
5  + 29  =17  +  17,  wobey  ich  bemerke,  dass  nicht  nur  bey 
kleinen  Zablcn  keine  Ausnahme  vorkommt,  sondera  brj 
grôssern  iim  so  vicl  weniger  eine  zu  vermutben.  Denn  die 
Zablcn,  bey  welchen  eine  solche  Zcrgliederung  nur  einmal 
angehct,  sind  2,  6,  10,  H,  22,  26,  38,  50,  62,  86  und  von 
bier  bis  150  gibt  es  keine  mebr,  aucb  nicht  bis  230,  daher 
auch  unter  den  fulgenden  um  so  viel  weniger  zu  vermu- 
tben, indem  die  Ànzahl  der  Resolutionen  immer  zunimmt, 
aU  210  làsst  sich  auf  9  Arten  rcsolvircn. 

Knlo  r. 


* 
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LETTRE  CLII. 

GOLDBACH    H  EULKR. 
Sommaire.    Réponse  à  la  précédente. 


Moscau  d.  12.  Miirt  1753. 

Dass  sich  das  thcorema:  omnem  numerum  imparem  resolvi 
poase  in  duplum  quadrati  et  numerum  primum,  bis  auf  die 
Zahl  1000  wahr  befunden,  aueh  in  grôssern  Zahlcn  sich 
annoch  keine  Ausnabmc  geàusscrt,  ist  mir  sehr  licb;  jedocb 
muas  es  bishero  fïir  eine  blossc  conjecture  passiren  und  bat 
man  Ursach  zu  zweifeln,  ob  die  Démonstration  davon,  wenn 
sie  ja  possibilis  wàre,  jemals  gcfunden  werden  wird. 

Weil  Ew.  melden,  dass  Sie,  ob  a  numéro  impari 
non  primo  allezeit  eine  potestas  binarii  abgezogen  werden 
konne,  so  dass  ein  numerus  primus  ùberbleibe?  batten  ver- 
suchen  wollen,  so  schliesse  ich  aus  der  Restriction  non  primo, 
dass  Sie  es  von  dcn  numeris  primis  falsch  befunden,  und 


—   602  — 

môchte  wolil  wtsscn,  bey  welchcm  numéro  primo  solches  zu 
ersehen ,  denn  ieh  babe  schon  vor  cinigen  Jalircn  dergleichen 
Einfall  von  den  numcri*  primis  gehabt,  selbigen  aber  nicht 
weiter,  aïs  bis  89  continuirt. 

Dass  aile  numeri  primi  hujus  forinae  8n-\-  i  gleich  seyn 
sollen  2  D  +  □ ,  batte  ich  vorber  nicht  beobacbtet ,  bey 
nàherer  Betracbtung  aber  babe  gefunden,  si  kn-\-i  est  nu- 
merus  primus  ,  esse  eum  zzz  dn  -\~  □  ,  dénotante  d  queui- 
cunque  divisorem  numcri  n,  wodurch  hoffentlich  die  po- 
mocria  der  theor-ematum  de  mimer is  primis  în  numéros  qua- 
(1  rat  os  rcsolvendis  in  etwas  werden  erweitert  werden. 

Dass  Ew.  sowobl  des  Bungi  Tractât,  als  des  Leuneschlos 
paradoxa  sich  stbon  A.  1741  in  Berlin  aus  der  bibliothèque 
geben  lassen  und  gclesen  baben,  ist  ganz  gewiss,  indem  Sic 
mir  solches  sclbst  d.  9.  Sept,  ejus  anni  umstândlicb  gemeldet 

Dero  meditationcs,  iim  die  radicem  quintae  potestatis  zu 
finden,  sclicinen  niir  so  gruudlich  und  zulanglich,  dass  wenn 
selbige  auf  dièse  W  eise  nicht  zu  erhalten  ist,  ich  sebr  zweifle 
ob  jemand  in  diescr  découverte  réussircn  wird.  Es  kommt 
ailes,  wie  Ew.  bemerken,  darauf  au,  ob  sich  die  quantitas 
s  per  aequationcm  quartae  potestatis  determiniren  làsset,  zu 
webhcr  Untersucbung  aber  meines  Erachtens  eine  ferrea 
patientia  erfordert  wird. 

Ich  erinnere  micb  zwar  wobl,  dass  man.  noch  keinen 
numerum  parein  angegeben ,  welcher  nicht  eine  summa 
duorum  primorum  wîirc,  dass  aber  ein  jeder  numerus  pa- 
riter  impur  ein  aggregatum  duorum  primorum  bujus  formae 
Vn-)-l  ist,  war  mir  entfallen,  und  dass  zwischen  86  und  230 
keine  casus  unici  vorkommen,  halte  ich  allerdings  fur  merk- 
wùrdig,  da  bis  86  sich  deren  schon  zehn  beiindcn.  Hin- 
gegen  kommen  in  dem  theorematc  2n—  iz=.2aa-\-p  vielc 
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casus  unici  vor,  wovon  cinige  numeri  primi  selbst  nicht 
ausgeschlossen  sind  ,  also  ist  17  unico  modo  :z: 2a  a  ^-p, 
wenn  azzO,  imgleichen  127,  wenn  a  —  0,  und  es  scheinet 
fast,  als  wenn  der  numéros  p,  go  zu  einem  casu  unico  ge- 
hôret,  in  keinem  andern  casu  unico  wieder  vorkommt, 
ex.  gr.  57=:2.5*-4"^  ***  em  ca»us  unicus,  weil  in  der  for- 
mula 2aa-\-  p  vor  p  keine  andere  Zalil  als  7  ange  nommer* 
werden  kann.  Ob  es  aber  ausser  diesem  noch  andere  casus 
unico»  gibt,  wo  2n — lzz2aa-f-7,  lasse  ich  dahin  gestellt 
seyn  und  môchte  aucb  wohl  keme  wcitere  Untersuchung 
verdienen. 

Ich  habe  in  meinen  annotatis  gefunden,  dass  ich  schon 
vor  etwa  30  Jahren  observiret,  wie 

An*  —  Bn*+Cn<— 2)n8  +  etc.  =  nV2 

§ 

scyn  kônne,  allwo  A,  B,  C,  etc.  pcr  séries  numerorum  ra- 
tionalium,  quarum  singularum  summa  plus  quam  finita  est, 
exprimiret  werden.  Ich  bin  aber  ungewiss,  ob  ich  solches 
nicht  etwa  schon  zu  anderer  Zcit  Ew.  gemeldet,  oder  ob 
es  nicht  gar  in  -den  Commcntariis  gedruckt  worden. 

Ich  habe  zwar  znm  oftern  das  Vergnùgen  gehabt  ans 
dcn  franzôsischen  Zeitungen  zu  crsehen,  dass  Ew.  den  Preis 
von  der  Parisischcn  Acad.  des  se.  erhalten  ;  da  ich  aber  nicht 
cigentlich  weiss,  wie  viel  Mal  solches  geschehen,  so  môchte 
gern  davon  benachrichtigt  seyn. 

Goldbach. 


LETTRE  CLIII. 


EULER   à  GOLDBACH. 

Sommaire.  Recherches  ultérieures  sar  les  nombres.  Prix  remportés  par  Euler 
à  l'académie  de  Paris.  Trouver  un  nombre  qui  appartienne  à  différente» 
séries  de  nombre  polygonaux. 


Berlin  d.  3.  April  1755. 

fiei  dem  Einfall,  ob  ctwan  ab  onini  numéro  impari  cinc 
potestas  binarii  abgezogen  werden  kônne,  so  dass  ein  nu- 
merus  primus  ùberbleibe,  habe  ich  die  Condition  „a  numéro 
impari  non  primo"  beygefùgt,  weil  icb  gleich  befunden,  dass 
solehes  bey  dem  numéro  primo  127  niclit  angehet.  Da  uun 
solehes  auch  bey  dem  numéro  non  primo  959  niebt  eintrilft, 
so  fallt  das  ganze  vermuthetc  tbeorema  weg. 

Wcnn  Ew.  bey  nàherer  Betrachtung  befunden,  dass  wenn 
Vn-f-i  ein  numerus  primus  und  d  ein  divisor  quieunque 
ipsius  n,  aucb  allzeit  sey  kn  -\-  1  daa  -\-bb.,  so  bin  ich 
sehr  begierig  zu  veniehmen,  ob  Ew.  diesen  Satz  démon- 
striren  kônnen,  in  dem  dadurch  die  pomoeria  der  theorc- 
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mat  11  m  de  nnmeris  primis  in  quadratos  resolvendis  aller- 
dings  un  se  me  in  wùrden  erweitert  werden.  Ich  habe  auch 
eben  diesen  Satz  schon  lânsst  bemerkt  nnd  bin  von  der 
Wahrbcit  dcsselben  so  ûberzeugt,  als  wonn  ich  davon  cine 
Démonstration  batte.  AIso  gleicb  wic  ^.tm-fl  allzeit 
ist  —aa-\-bb,  welcbes  irh  deraonstriren  kann,  so  ist  eben 
so  gcwiss  \.2m  -f- 1  —  2aa-\-  bb,  k .  3m  -\-  1  =:  3oo  +  bbt 
\.  5m-f- 1  ~5ua-\-bb,  etc.  wovon  mir  aber  die  Démonstra- 
tion noch  fehlet.  Doeb  ist  biebey  ein  besonderer  Utnstand 
wohl  zu  bemerken,  dass  bisweilen  dièse  Résolution  nîcht  in 
integris  gcschehen  kann.  Aïs,  weun  gleicb  hdm-\-\  ein 
numerus  primus  ist,  so  gibt  es  Falle,  wo  dièse  Zahl  Wm-j-1  ^ 
unmoglich  in  integris  in  die  Form  daa-\-bb  verwandelt 
werden  kann,,  Dem  ungeacbt  aber  bleibt  das  thcorema 
nicbt  weniger  wabr,  weil  die  Resolution  allzeit  in  fractis 
Statt  tindet ,  welcbes  um  so  vicl  mehr  merkwùrdig  ist,  da 
keine  Zabi  in  fractis  auf  dièse  Formen  aa-\-bb,  2aa-\-bbi 
3oa~\~bb  und  eiuige  andere  gebracbt  werden  kann,  wenn 
dieselbe  niclit  in  integris  darin  entbalten.  Dergleichen  Fiille 
sind  : 

I.  fc.22  89  primus;  folglicb  sollte  89  in  diescr 
Form  \\aa-\-bb  entbalten  seyn,  welcbes  aber  in  integris 
nicbt  angeliet:  doch  ist  in  fractis  89  ~  1  i  +  (|ya  oder 
auch  =  il  (}/+(¥)*. 

II.  fc.28-f- 1— 113  primus;  folglicb  sollte  113  in  dieser 
Form  ibaa-\-bb  entbalten  seyn,  so  in  integris  nicbt  mog- 
lich  ist.    In  fractis  aber  ist  It3:=:fl(|)ft  +(*,»)* 

III.  V.  3k -f  1—137  primus;  und  doch  nicbt  in  integris 
137:=17«a  +  M;  in  fractis  aber  ist  !37=lTfi)a  +  (V)1. 

IV.  h.  57-j-l=z229  primus;  und  doch  nicbt  in  integris 
229=t9aa  +  M;  in  fractis  aber  ist  229~  19(Î)*  +  (V)* 
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Bisher  waren  die  Nenner  nur  2  oder  3;  es  gibt  aber  auch 
Fiille ,  wo  auch  solche  Bruche  nicht  Statt  tinden ,  ion- 
dern  noch  grôssere  Nenner  zu  Hùlfe  genommen  werden 
mùssen.  AU  *.3.61  +  lz=733  primus;  und  lit  doch  nicht 
733^61  a  a -\-bb  in  integris.  Doch  ist  in  fractionibus  mi- 
nimis  733  =  6i  (§)*+(-" Ja-  Demnach  m uss  dièses  theorema 
also  ausgedruckt  werden: 

Si      + i  sit  numerus  primus,  et  d  divisor  ipsius  n, 
tum  iste  numerus  kn-\-i  certo  in  hac  forma  daa-\-bb 
continetur,  si  non  in  integris,  saltem  in  fractis, 
und  diescr  Umstand  wird  auch  insbesondere  bey  der  Démon- 
stration mùssen  in  Betracht  gezogen  werden. 

Da  die  Fàlle,  wo  2n — 1—  2à1-\-p  unico  modo  so  spar- 
sam  vorkommen,  so  wùrde  es  freylich  eine  mùhselige  Arbeit 
seyn  zu  untersuchen,  ob  noch  in  einem  andern  unico  modo 
p  —  1  seyn  konnte,  ausser  57 m 2. 5* +7.    Zum  wenigsten 
habe  ich  bis  2500  keinen  solchen  gefunden.    Wenn  dièses 
behauptet  werden  konnte,  so  folgte  daraus  dièses  theorema: 
Si  2aa-\-p  unico  modo  est  aggregatum  ex  duplo  qua- 
drato  et  numéro  primo,  tum  2bb~\-p  certo  plus  uno 
modo  erit  ejusmodi  aggregatum,  dum  non  sit  bz=.a. 

Ich  konnte  mich  gar  wohl  erinnern,  dass  Ew.  mir  schon 
liingst  die  Resolution  von  r/2  communicirt,  und  weiss  auch, 
dass Yîcli  solches  unter  meinen  Papieren  finden  muss,  allein 
es  fàllet  mirjsehr  schwer  ctwas,  daraus  hervorzufinden ,  und 
ich  konnte  fast  nicht  mehr  auf  den  Grund  dieser  Resolution 
kommen,  bis  mir  ungcfàhr  die  Materie  von  der  Interpola- 
tion wieder  einfiel.    Da  nun  proposita  série 

0       12       3  4 

a,  b,  c,  d ,  e,  etc. 
der  terminus  indici  x  respondens  ist 
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(l_l)«a+(l_l)—  Xb+(i-i)'-\^lc  + 

so  ist  der  terminus  indici  {  respondcns  z= 

Jri"      "       2.4(1  —  1)*       2.4.6(1  —  1)* 

Setzt  man  nun  n1,  n*,  n*,  ns,  n16,  etc.  fûr  a,  b,  C,  d,  e,  etc. 
so  ist  ir1  der  terminus  indici  J  respondens,  folglich 

v/a       ,t      j\i  «      i  »1  1.1. n4      .       1.1. 3«8 

^zinjl-ijH  .  H  t—  etc. 

2(1-1)*       2.4(1-1)*  2.4.6(1-1)* 

Setzt  man  nun,  ob  primum  terminum 

n(l  — i)*=0,  nv%=:An*— Bn*+Cn*— Dni6+  etc. 
so  wird 

2  V  ^  2  ^  2.4    ^   2.Ï.6    '    2.4.6.8  ^    1  7 

B=^(l-l)-*  = 

2.4  V   ^  2  ^  2.4  ^  2.4.6  ^  2.4.6.8  +  CU7 

c=^(«-*r,= 

1.1.3  /.  ,  5  ,  5.7  .  5.1.9  ,  5.T.9.11  ,  \ 
2-.4T6  (*  +  T  +  2^4  +  274^6  +  274.6 .8  +  **) 

etc. 

wclchcs  ohnc  Zweifel  Ew.  séries  numcrorum  rationalium 
sind,  quarum  singularum  summa  plus  quam  finita  est 
Von  dicser  série 

A  n2—  Bn4+  Cn8—  etc.  ==  nv% 

verdienet  angemerkt  zu  werden,  dass 
•     Anl(2— 1/2)— hnk(k— V2)  +  Cn*(8—Y2)—Dnte(iH-V2) 

+EnS2  (32  — 1/2)  -  etc.  0, 
was  auch  inuner  n  fur  einc  Zahl  seyn  mag. 
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Bey  den  obigcn  Betrachtungen  ist  mir  auch  folgendcs 
problcma  beygefallcn: 

Invenirc  summam  duorum  quadratorum  xx-\-yy,  quae 
simul  in  hac  forma  2aa-\-bb  contineatur. 

Solutio.  Sumantur  x~pp  —  qq  et  y—rr±2pq ,  erîtque 
xx  +yy =(pp  —  qq)*+  (rr  ±  2pq)'1  =z  (pp +qqf±  hpqrr +  r*— 
{l>P  +  qq-rrf+2(p±qjLrr.  Q.  E.  I. 

Ew.  haben  die  Gùte  sich  zu  erkundigcn,  wie  viel  Mal 
ich  schon  bey  der  Akademie  zu  Paris  den  Preis  erhalten? 
Wcil  ich  solches  nicht  aufgeschrieben  und  auch  von  meinen 
Piècen  keine  Copicn  behalten,  so  kann  ich  weder  die  Jahre 
noch  den  Theil  des  Preises,  so  ich  jcdcsmal  bekommen, 
genau  mclden.  Ich  habe  aber  bey  folgenden  Fragen  den 
Preis  davongetragen  :  I.  Sur  la  nature  du  feu.  II.  Sur  le 
cabestan.  III.  Sur  le  flux  et  reflux  de  la  mer.  IV.  Sur  la 
théorie  de  l'aimant.  V.  Sur  l'observation  de  l'heure  du  jour 
sur  mer.  VI.  Sur  les  inégalités  de  Saturne.  VII.  Sur  la 
même  question. 

Ich  fand  letztens ,  —  weiss  aber  nich  mehr,  wo  ?  — 
dièses  problema:  Invenire  numerum,  qui  sit  vel  duplici,  vcl 
triplici,  vel  quadruplici  modo,  nuinertis  polygonal».  Wollte 
mail  das  problema  so  nehmen:  invenire  numerum  qui  sinuil 
sit  trigonalis  et  tetragonalis,  oder  qui  simul  sit  trigonalis 
et  pentagonalis,  etc.  so  liesse  sich  dasselbe  wohl  solvireu. 
Kamen  aber  drey  Bedingungen,  als  invenire  numerum  qui 
simul  sit  trigonalis,  tetragonalis  et  pentagonalis,  so  ware  das 
problema  viellcicht  unmôglich.  Bestimmt  man  aber  den  nu- 
merum laterum  nicht,  so  ist  es  môglich,  so  viel  Mal  die 
Zabi  auch  ein  numerus  polygonalis  seyn  soll,  und  die  So- 
lution ist  artig.    Es  sey  z  die  gesuchtc  Zabi,  x  die  radix, 
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und  n  die  Anzahl  der  Seiten  der  Polygonalzabl,  so  wird 

(n  —  2)  xx—  (n  —  4)x 
8=  ^  , 

liieraus  wird 

 2;-f-2.rx-4.r  Q      2;-2x__0  2* 


xx —  x  1   .r  /  —  x  x'     x— 1 

Also  ni U88  sicb  2z  durch  x,  und  2s — 2  durch  x  —  i  tbci- 
len  lasscn;  d.  i.  quaeruntur  duo  numeri  binario  différentes, 
qui  habeant  divisores  unitate  différentes  (major  majorem,  mi- 
nor  minorem),  und  wenn  dièses  auf  vielerley  Art  gescbehen 
kann,  so  ist  z  auf  eben  so  vielerley  Art  ein  numcrus  poly- 
gonalis.    Zum  Exenipel: 

Numeri  binario  différentes.      Divisores  unitate  différentes. 
450  3.       5.       9.  15. 

U8  2.       4.       8.  H. 

C  ^5  ? 

(Die  divisores  vl^S  'a88e  11  'l  We°'  We^  ^araus  numeri 
digonalcs  entstândenj. 

Also  sey  2s  —  450  oder  2  —  225,  so  ist  fol^endergestalt 

.  a       450    .448  ,,  „       W    ,    V*8  rtt 

L  11=2  3  +-j=76;   II.  n  — 2—  5  +  -  =:2V; 

III.  n  =  2--  +-=83   IV.  *  =        ^  +  = 

Dabero  ist  225  I.  tctragonalis ,  IL  octogonalis,  III.  24-go- 
nalis  et  IV.  76-gonalis. 

Dergleicben  Zablen  nun  zu  sucbcn,  ist  gewiss  ein  pro- 
blenia,  wo  es  insondcrbeit  auf  die  Natur  der  Zablen  an- 
kommt,  uud  welcbes  zu  scbonen  Speculutionen  Anlass  geben 
kann.  Eu  1er. 
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LETTRE  CLIV. 

GoLDBACH    à  EULER. 
Sommaire.  Développement  ultérieur  des  recherche»  sur  le*  propriété*  de*  nombre». 


Motcau  d.  28.  Juni  17 SX. 

'  Einc  rigorosam  demonstrationcm,  dass  1  +hef—  PP+  VQQ 
habe  ich  zwar  niclit  gefunden,  jcdoch  bin  ich  auf  einige 
observationcs  affines  gerathen,  worinnen  Ew.  viellcicht  6n- 
den  werden  qu'il  y  a  des  viies.  Ich  verstehe  also  in  Fol- 
gendem  durch  p  allczeit  den  numerum  primum  i-\-kef  und 
e^>y,  imgleichen  setzc  ich  aa-\-  bb  —  p.  In  einem  gegcbencn 
casu  particulari  wollte  ich  mich  dieser  Méthode  bedienen: 
Zuvorderst  suche  ich  numerum  Q  hujus  naturac,  ut 

welches  per  substitutiones  successivas  Qzzi,  Qzz:2,  etc. 
leicht  zu  seyn  scheinet,  in  de  m  viele  numeri,  ad  hune  scopum 
non  idonei,  glcichsam  bey  dem  ersten  Anblick  removiret 
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werdcn  kônncn,  ex.  gr.  es  wâre  dcr  gegebcne  numerus  pri- 
unis  89  «nd  f—2,  so  siehet  man  alsofort,  dass  vor  Q  kein 
numerus  dcsincns  in  1  angenommen  werden  kann,  weil  sich 
das  gesuchtc  quadratum  auf  7  endigen  wùrde,  quod  est  ab- 
surdum;  sohald  nun  ein  solcher  numerus  rongruus  pro  Q 
gefundcn  iat,  setze  ich  die  radicem  quadrati  inventi  oder 

i/(t  +  w/+yQQ):=*/v+i, 

wo  c  cntwcder  affirmativa  oder  negativa  zu  nehmcn  ist,  ut 
solutiuni  satisfiat,  und  alsdann  findct  sich 

Solchcrgcstalt  wird  in  denen  von  Ew.  angcfiihrten  Zahlcn 
in  casu  numeri  89,  Qzz2;  numeri  113,  Q—  1;  nuin.  137, 
Q  =  2]  num.  229,  (>  =  5;  nutn.  733,  Q  =  3.  Hieraut 
folgt  auch  die  doppelte  Aequation 

PP  +  eQQ  _  (»/»  +  (*+»):«>)»-»/<?<?_ 
"  vv  (P-\-v)*:ee 

Ich  bemerke  ferner  1.  dass  weil  die  numeri  a,  b,  e,f 

/?  R  -4—  lahe 

rogniti  sind,  es  schon  genug  ist,  wenn  nur  p  rz  

Statt  finden  kann,  so  dass  R  und  h  rationalcs  scyen,  es  mag 
2a  b  ein  numerus  quadratus  scyn  oder  nient,  denn  es  wird 

2.  Habe  ich  beobachtet,  dass  wenn  1  -\-bef-\-kfQ  Q—  □, 
der  numerus  Q  entweder  eines  von  beyden  quadratis  a  a 
oder  bb,  oder  doch  eincr  von  dererselbcn  factoribus  ist, 
als  in  89,  wo  0=  8,  £  =  5,  wird  in  casu  numeri 

137  =.  \*  -f-  H2,  wird  Qz=2,  wiewohl  ich  von  der  allge- 
meinen  Gcwisshcit  diescr  Observation  noch  nicht  convinciret 
bin.    Dagegen  kann  ich: 
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3.  in  summo  rigore  dcmonstriren ,  dais  wenn  a  ein  nu- 
merus  hujus  formae  Ut  $fi-\-eyyy  alsdann  aucb 

a(e-\-xx)  (e+Jj)  (e-\-zz)  etc.  ~PP-\-eQQ. 

V.  Dcpendiret  die  natura  numerorum  P  et  v  in  dieser 

arquationc  1  -^-Kef-zz.  allerdings  von  dem  numéro  e, 

denn  es  mùssen  PP  et  W'  beyde  so  besebaffen  seyn ,  dass 
sie,  divisa  pcr  e,  idem  residuum  binterlasscn ,  als  z.  Ex.  in 

dem  casu  89  =  9>+2"'5*>  allwo  e=U,  PP  =  8I,  ^z:i, 

folglicb  das  residuum  commune  post  divisionem  per  it 
est  zz  k.  Ilingegen  mùsscn  die  residua  quadratorum  P  P  ut 
QQ  post  divisionem  per  vv  so  besebaffen  seyn,  dass  wenn 
das  residuum  respectu  PP  aequalc  a  wird ,  das  residuum 

rcspectu  QQ  aequale  werde,  so  dass  u  ein  numerus 

integer  sey;  also  wird  in  eodem  exemplo 

uvv  —  a        tku—  I 

(weil  25  per  h  divisum,  1  zum  residuo  lâsset)  et  m  zz  nu- 
méro integro  3. 

5.  Will  ti  h  Ew.  fur  die  mir  communicirte  Solution 
des  problcmatis:  invenire  duo  quadrata  quorum  summa  sit 
P  P  -\-2QQ,  qualiscunquc  hostimenti  loco  die  Solution  des 
nachfolgenden  problematis  offeriren:  invenire  duo  quadrata, 
quorum  summa  sit  PP -\-eQQ,  dato  pro  e  numéro  quo- 
cunque.    Sint  n  et  e  numeri  quicunque,  erunt 

(4»n-f  c\»  .       4gg    /knn  —  c\»   ,    e  (e  -f  1)* 

4«     )  '    {e  —  i)%        \     4«     )    ■  <e-l)> 

vcl 

in     /     '  (é  —  mm)1         \     4rt     /      '  °   \e  —  mrn) 

positis  pro  e,  m,  n  numeris  quibusvis. 
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Meinc   Expression  fur  ny  *  bestehet  in  Folgendem  :  S'il 

,    i       t  1.3    i  13.5 

•  =1,*  =  T,  c  =  a,  d~~t  etc., 

dico 

(a4-£  +  c4-</+etc  )nn       — (6  -h2c-f  3</4-Ve4-ctc.V 
4- (C4- 3 d+  ti p-H  1 0/^ctc.y  —       * c-f- 1 4-  etc  )/i,G 
4-  (e+  5/4- 1 5ff + 3  5/i  4-  etc.)  nw  —  etc. 
und  diifcriret  nit  ht  von  dicscr 

1  .3.5 


■i  ^  (n16  -  3  a8  +  3  n4  -  n  n)  +  etc. 


welche  den  terminum  respondcntem  exponcnti  -i  in  série 


n1  -|-ria  +  n1  +  n*  +  etc.  exprimiret. 

Gold  bac  h. 
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LETTRE  CLV. 

ElJLER  à  GOLDBACH. 

SOMMAIRE,  lettre  d'un  Officier  de  la  flotte  russienne.  Uttre  de  Frédéric  FI. 
à  Eu  1er.  Observations  sur  les  problèmes  et  tbéorèmes  de  la  lettre  précé- 
dente.   Tbéoième  de  Fermât. 


Berlin  d.  4.  Angiut  1755. 

Die  verlangten  excmplaria  von  der  Lettre  d'un  Officier  de 
la  flotte  russienne  sind  schon  vor  einigen  Posttagen  von 
Lier  weggeschickt  worden,  und  werden  also  verhoffentlich 
se  h  on  bey  Ew.  eingelaufen  scyn.  Gcdachtc  Schrift  ist  mir 
auf  ordre  des  Un.  Hettmanns  Hochgrafl.  Excellenz  zuge- 
schickt  worden,  um  solche  hier  drucken  zu  lassen,  wovon 
ich  auch  die  deutsche  Uebersetzung  besorget  Inzwischen 
kônnen  Ew.  versichert  seyn,  dass  ich  hievon  mit  kcinem 
Wort  nach  St.  Petersburg  Meldung  thun  werde,  aU  wohin 
ich  mit  Niemand  mehr  correspondre,  als  an  den  Hn.  Rath 
Schumacher,  an  welchen  auch  niemals  einige  Neuigkcit  ùber- 
schreibe.  Seit  der  Abwcscnhcit  unsercs  Un.  Pràsidenten  sind 
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auch  meine  Geschâfte  so  angewaehsen ,  dass  ich  wcnig  Briefe 
mehr  beantworte,  wcil  ieh  nicht  nur  die  ganze  Administra- 
tion der  Akademie  auf  dem  llalse  habc,  sondcm  anch  aile 
Posttagc  an  den  Prâsidenten  rapportirc  nnd  ûber  ailes  nocb 
unmittelbar  an  S.  Kônigl.  Maj estât  Bericbt  abstatten  muss. 

Weil  ich  weiss,  dass  Ew.  auf  grosser  Herren  Briefe  auf- 
merksam  sind,  so  nebme  die  Freyheit  ein  Kônigl.  Iïand- 
schreiben  zu  communieiren ,  welches  ich  crhaltcn,  als  ich  im 
Frùhjahr  einige  Pfirsichc  ans  dem  akademischen  Garten  an 
S.  Kônigl.  Majestàt  ùberschickt  batte: 

„J'ai  bien  reçu  votre  lettre  du  2k  de  ce  mois  avec  les 
, présens  qui  l'accompagnoicnt.  Quelque  plaisir  que  la 
.beauté  et  la  bonté  des  fruits  que  Vous  M'avez  en- 
voyés M'ait  causé ,  J'en  ai  encore  ressenti  davantage 
,de  l'attention  que  vous  avez  bien  voulu  Me  témoigner 
,  par -là.  Je  vous  en  remercie  et  Je  verrai  avec  satis- 
faction les  occasions  pour  vous  en  marquer  Ma  recon- 
.noissance.    A  Potsdam  le  2G  mai  1753". 


m] 
J 
,>1 


Ew.  Manier  die  Formul  1  -j~  bej'zz.  P2  -\-  kQ1  zu  ent- 
wickeln  scheinet  allerdings  weit  melireres  in  ilirem  Umfang 
einzuschliessen ,  woraus  vielleicbt  gar  eine  bùndige  Démon- 
stration herzulciten  wàre.  Ich  gctraue  mir  aber  kaum,  bey 
meinen  gegenwàrtigen  Zerstreuungen,  mich  an  dièse  Untcr- 
suchungéui  wagen.  Die  Art,  um  die  Zahl  1  -|-  kef&uî  dièse 

Form  SS^*^®  zu  bringen,  in  welchen  Fallen  nehmlich 

dièse  Auflôsung  in  ganzen  Zahlen  nicht  geschehen  kann, 
scheint  mir  auch  aile  Aufmerksamkeit  zu  verdienen.  Ich  habo 
gesucht  dièses  etwas  generaler  zu  bcwerkstelligen  auf  fol- 
gende  Art  : 

Corr.  maih.  et  phy\.  T.  I.  Jtj 
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Es  sey  t  -|-  ^ef— — v*v     ;  weil  nun  dahcr 

vv  —  SS—eQQ  —  Wefvvzz  e(QQ—  kfvv), 

so  sehc  ich,  dass  vv  —  55  durch  e  theilbar  seyn  muss.  Es 
sey  daher  S  —  ne-v,  so  wird  2nev-nnec  e(QQ— kfvv) 
oder  Q\Q  —  hfvv  A-  enn  —  2nt>  =:  0  und  mit  \j  multiplirirt 
\bffw-\-  Snfv  +  nn  —  kefnn  -j-  bfQQ-\-nn,  woraus  man 
erhâlt  n  +  *fv  =  V{[l  +  lef)  nn  -f-  \/Q  (?)•  Die  ganze 
Sach  kommt  also  darauf  an,  dass  man  in  einem  jeglichen 
Fall,  da  die  Zahlen  e  und  f  gegeben  sind,  solche  Zahlen 
fur  n  und  Q  suche,  dass  (1  +  kef)nn  -{-  bfQQ  ein  Qua- 
drat  werde. 

Will  man  sich  mit  Probiren  behelfen,  so  wird  es  nicht 
schwer  fallcn  in  jeglichcm  Fall,  wofern  nur  die  Zahlen  e 
und  f  nicht  gar  zu  gross  sind,  n  und  Q  zu  finden;  allein 
wenn  e  und  j  grosse  Zahlen  sind,  so  wird  man  mit  dem 
Probiren  schwerlich  zurecht  kommen.  Eine  sichere  Méthode 
aber  scheint  mir  kaum  môglich  zu  seyn,  weil  es  Fàlle  gibt, 
da  die  Auflôsung  gar  nicht  einmal  Statt  tindet,  nehmlich 
wenn  1  -|-  kef  kein  numerus  primus  ist,  und  ich  sehe  nicht 
ab,  wie  dièse  Bedingung  in  die  Méthode  gebracht  werden 
kônnte. 

Dass  dergleichen  problemata  sehr  schwer  werden  kônnen, 
ist  aus  diesem  zu  ermessen,  wenn  eine  ganze  Zahl  x  ge- 
sucht  wird,  dass  nxx  -f-  1  ein  Quadrat  werde,  weîin  nehm- 
lich n  ein  numerus  integer  positivus  non  quadratus  ist 
Wenn  z.  Ex.  61xx+l  ein  Quadrat  werden  soll,  so  ist 
die  kleinste  ganze  Zahl  fur  x,  wodurch  dièses  erhalten  wird, 
x  =  2261 53980.  Wie  sollte  nun  dièse  erstaunliche  Zahl 
durch  Probiren  gefunden  werden  kônnen. 


Uiq 
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Soll  aber  i09xx-[~\  ein  Quadrat  werden,  so  ist  die 
kleinste  Zahl  xz=  1514042U55100  und  die  Wurzel  des  daher 
entstehenden  Quadrats  V(i0dxx  +  1)  =  158070671986249. 
Dièse  grosse n  Zahlcn  habe  ich  vermittelst  einer  gewissen 
Méthode  neulich  in  etlichen  Minuten  gefunden. 

Wie  unendlich  viel  summae  duorum  quadratorum  aa-{-bb 
gefunden  werden  kônnen,  welche  zuglcich  in  dieser  Fonn 
vv  i  ezz  enthalten  sind,  habe  ich  ans  Anlass  der  mir  von 
Ew.  gutigst  communicirten  gebrochenen  Formuln,  noch  diese 
in  ganzen  Zahlen  gefunden.  Es  ist  nehinlich 
(eqq  —  yy  +  rrf  -f  hrryy  =:  (eqq  -  yy  -  rr)%  +  e.kqqrr. 

Noch  generaler  kann  ich  auch  solchc  Zahlen  geben, 
welche  zugleich  in  dieser  Fonn  aa  -\-  mbb  ûhd  dieser 
vv-\-nzz  enthalten  sind;  nehmlich  es  ist 

(nyy  —  m  xx  -\-  u  u) 1  -\-  m .  k  u uxx  =z 
(nyy —  mxx —  uu)%  -\-  n.kuuyy. 

Bey  der  schonen  série,  welche  Ew.  fur  n^1  gefunden, 
ist  nur  schad,  dass  dieselbe  immer  divergens  wird,  so  oft  n 
ein  numerus  >  1  ist.  Diesem  kann  aber  leicht  geholfcn  wer- 
den, wenn  man  fur  n  setzt        da  dann  m  eine  fractio  uni- 

m 

tate  minor  wird  und  nv  2  r^z         Doch  aber  sind  die  summae 

m*2 

serierum  a  -4-  b  +  c-\-d  -f  etc.  item  6+2c-|-3d+4e -(-etc. 
immer  infinitae,  dass  also  auch  mit  dieser  Beyhùlfe  die 
practische  Berechnung  nicht  erlcichtert  wird.  Zu  diesem 
Ende  habe  ich  dièses  Mittel  gefunden:  Man  suche  erst  diesc 

(/*-!)     .     («-l)a     |     (n-l)s     .     (n-i)7  , 

welche  allezeit  convergens  ist.  Hernach  setze  man 
so  wird 

nVt~t  i   A       AA    .     Ai  A'  A'  . 

n    —  1  ^  1  T  i,2  T  -T  1.U4+  1.2.3.4.5+  etC* 
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Bey  Fermât  findet  sich  noch  ein  sehr  schônes  theorema. 
dessen  Démonstration  er  sagt  gefunden  zu  habcn.  N  oh  ml  ich 
bey  Anlass  der  Diophantaeischen  Aufgabe,  zwey  quadrata  zn 
finden,  deren  Summ  ein  Quadrat  ist,  sagt  er,  dass  es  un- 
môglich  sey  zwey  cubos  zu  finden,  deren  Summ  ein  eubus 
sey,  und  zwey  biquadrata,  deren  Summ  ein  biquadratum, 
und  generaliter,  dass  dièse  Formul  an -\- bn  c"  allzeit 
unmôglich  sey,  wenn  n  >  2.  Ich  habc  nun  wohl  Demon- 
strationen  gefunden  dass  a* -|- £>3  =n  c*  und  o*^-64mc*, 
wo  nz  unmôglicb  gleicb  bedeutet.  Aber  die  Demonstrationen 
fur  dièse  zwey  casus  sind  so  von  einander  unterscbieden, 
dass  ich  keine  Môglichkeit  sehe,  daraus  eine  allgemeine  Dé- 
monstration fur  an-\-bnzizcn  si  n>2  herzuleiten.  Doch 
sieht  man  quasi  per  transennam  ziemlicb  deutlich,  dass  je 
grôsser  n  ist,  je  unmôglicher  die  Formul  seyn  musse.  In- 
zwischen  habe  ich  noch  nicht  einmal  beweisen  kônnen,  dass 
summa  duarum  potcstatum  quintarum  keine  potestas  quinta 
seyn  kônne.  Dieser  Beweis  beruhet  allem  Anschn  nacb  nur 
auf  einem  glùcklichen  Einfall,  und  so  lang  man  nicht  da- 
rauf  verfdllt,  môchte  wohl  ailes  Nachsinnen  vergebens  seyn. 
Da  aber  dièse  Aequation  aa  -\-  bb^zcc  môglich  ist,  so  ist 
auch  dièse  môglich  a*  -(-  Z>*  — |—  c*  =z  t/3,  woraus  zu  folgen 
scheint,  dass  auch  dièse  a4  -|-  b*  -f-  c*  +  dK  —  e4  môglich 
ist,  doch  habe  ich  bisher  noch  kcinen  Fall  davon  ausfindig 
machen  kônnen.  Es  kônnen  aber  fùnf  biquadrata  angegeben 
werden,  deren  Summ  ein  Biquadrat  ist. 

Euler. 
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LETTRE  VI 

GOLDBACH  à  ElJLER. 
S  o  u  m  a  i  a  s.   Décomposition  des  nombres  premier*  en  quarres.  Suite. 


St.  Petersburg  d.  S«.  April  1955. 

^IVenn  ich  mich  nicht  irre,  ist  mein  letztes  Schreiben  an 
Ew.  vom  28  Junii  st.  n.  1753  gewesen,  und  folglich  eine 
geraume  Zeit  verflossen,  darin  mir  nichts  beygefallen,  das 
ich  Deroselben  zu  communiciren  werth  gehalten  hàtte,  ohn- 
geachtet  ich  die  Proprietàt,  dass  ein  numerus  primus  hujus 
formae  t-\-hef  zu  dieser  PP~\-eQQ,  allwo  P  et  Q  ra- 
tionales  sind,  gebracht  werden  kann,  ôfters  consideriret  und 
auf  unterschiedene  Formen  reduciret  habe,  als  z.  Ex.  wenn 
1  -f-  kef—  RR  -\-  2abe  SS,  so  kann  solchcr  numerus  pri- 
mus  allczeit  in  PP-{-eQQ  verwandelt  werden;  oder  auch 
wenn  zwey  numeri  irrationales  h  et  m  gefunden  werden 
kônnen,  so  dass  h  —  m  und  km  rationales  seyen  und  h 
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Y(\f  mm)    jtônnen  jrleichfall*  die  numeri  quaesiti  P  et  0 

in  rationalibus  angegeben  werden;  imgleicben  wenn  QQ  = 
\fw  +  2mv  —  emm   gefunden   werden  kann,    so  wird 

,  +  »./=flg±^Vgg  -  <'-»  -)'+'<?<?,  und  endljch, 

1       J  mm  vv 

weil  der  numerus  primus  l  -\-hef  z=.  ist  duobus  quadratis 

na  -f~         quae  in  quocunque  casu  determinari  possunt,  so 

ist  genug ,   wenn  man  nnr  einen  numerum  rationalem  k 

finden  kann  bac  lege,  ut  aa(e  -f  kk)  -\-bb(e  —  kk)  fiât  qua- 

dratus,  da  es  alsdann  nicbt  schwer  Ut  die  numéros  quae- 

sitos  P  et  Q  zu  finden,  denn  es  wird 

,    à»       (/i/i-fl)2aa   ,   ekk(hh  —  i)*aa 

aa  +  bb-     J/|A  + 

si  sumatur 

^  b(e-kk)±  V(aa  (e  +  kk)2  -{-  bb  (g—  kk)*)  ^ 

a  (e  -j-  k  k) 

Ferner  ist  aucli  dièse  Proprietat  merkwùrdig,  ungeachtet 
icb  micb  um  deren  Démonstration  nicht  bemùhet:  Si  qua- 
dratum  aliquod  divisum  per  numerum  primum  p  bujus  for- 
mae  kn-{-i,  relinquat  numerum  r,  dabitur  etiam  aliud 
quadratum,  quod  divisum  per  eundem  numerum  p,  det  re- 
siduum  p  —  r. 

Imgleicben  numerus  primus  kn-{-î,  dividens  numerof 
quadratos  quoscunque,  tôt  relinquerc  potest  cliver  sa  residua 
quot  2n  continet  imitâtes,  als  z.  Ex.  wenn  n~ 1,  so  kann 
der  divisor  5  nur  zwey  residua  nachlassen,  nebmlich  1  und 
V;  wenn  n  =  3,  so  liisset  der  divisor  13,  dividens  quadratos, 
sex  residua,  nebmlich  i,  3,  fc,  9,  10,  12,  et  ita  reliqui. 

Goldbacb. 
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LETTRE  CLVII. 

EULER   à   G  OLDDACH. 
Somma  m  e.  Mime  »ujet.  Réponse  à  la  précédente. 


Berlin  d.  17.  Maî  I76S. 

Evv.  Betrachtungen  ùber  das  theorema,  dass  die  Zabi  i-\-kef, 
so  oft  sie  ein  numerus  primus  ist,  immer  in  dieser  Form 
P1-|-eQ1  enthalten  sey,  habe  ich  mit  dem  grôssten  Ver- 
gnùgcn  zu  ergrùnden  gesuebt  und  darin  sehr  wichtige  Kunst- 
griffe  wabrgcnommen  ;  nur  ist  es  schad,  dass  dieselben  noch 
so  weit  von  einer  vollstândigen  Démonstration  entfernt  sind. 
Docb  ist  es  schon  von  keinem  geringen  Nutzen,  dass,  da 
man  von  der  Wabrbeit  des  tbeorematis  versichert  ist,  auch 
aile  die  daraus  hergeleitetcn  Formuln  gewiss  re*olvirt  wer- 
den  kônnen,  welches  sonsten  sebr  sebwer  fallen  wûrde. 
Aus  allen  Bemùhungen,  die  icb  hierùber  angewandt,  dencht 
micb  so  viel  sicher  schliessen  zu  kônnen,  dass  man  niemals 
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eine  solche  Démonstration  finden  wird,  ans  welcher  zugleich 
ex  dato  numéro  primo  1  -\-kef,  die  quadrata  P1  und  Q* 
selbst  angegcben  wcrdcn  kônnten;  sondera  man  mu»  sich 
nur  mit  einer  solchen  bcgnùgen,  welche  die  Môglichkeit, 
dass  I  -|-  \ef—  P*+-  eÇ*,  bcweiset,  ohne  den  modum  an- 
zuzeigen,  wie  dièse  Resolution  wirklich  anzustellen.  Denn 
da  dieselbe  nur  alsdann  môglicb  ist,  wenn  1  +  hef  tva  nu- 
merus  primus  ist,  so  sehe  ich  nicht  ab,  wie  man  dièse 
notbwendige  Bcdingung  in  Betracbtung  zieben  kônnte.  E* 
ist  also  eine  verlorne  Mùhe,  die  numéros  P  et  Q  gênera- 
liter  durcb  e  und  /  bestimmen  zu  wollen:  denn  wenn  sol- 
ches  moglich  ware,  so  mùssten  auch  die  Zahlen  P  und  Q 
gefunden  werden  kônnen,  wenn  aucb  1  + \ef  kein  nume- 
rus  primus  wiire,  wclches  doch  gewiss  ôfters  unmôglich  ist. 

Es  ist  mir  endlicb  wobl  gelungen  zu  beweisen,  dass 
1  +  kj '—  PP  +  Q  Q,  so  oft  1  +  kf  ein  numerus  primus 
ist;  allcin  dcr  Beweis  bilft  mir  im  geringsten  nichts,  um 
einen  solchen  numerum  primum  I  -j-  hf  wùrklich  in  zwey 
quadrata  zu  resolviren. 

Nculich  habe  ich  aucb  die  Beweise  zu  Stande  gebracbt, 
dass  i  +  8/  —  1  +  fc.2/=:  PP  +  2QQ  und  I  +12/= 
I  +  *.3/=:  PP  +  3QQ,  so  oft  nehmlicb  dièse  Zahlen 
1  H-  8/  und  1  +  12/  numeri  primi  sind.  Doch  habe  ich 
bisbcr  nocb  nicht  weiter  gehen  kônnen. 

Ich  sehe  aber,  dass  sich  diesc  Formuln  noch  weiter  cr- 
strecken,  denn  es  ist  nicht  nur  l+8/zzPP+2QQ,  son- 
dern auch  3  +  8/=:PP+2QQ,  wenn  es  numeri  primi 
sind.  Hernach  ist  auch  7  +  12/zz  PP+ 3  QQ.  Hernach. 
wenn  c~5  genommen  wird,  so  hat  man  dièse  thcoremata 
1  +20/=:  PP  +  5QQ,  9  +  20/=  PP  +  5QQ,  welcheich 
aber  nicht  beweisen  kann.  Vielleicht  aber,  wenn  auch  dièse 
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Fftllc  mit  in  Betrachtung  gezogen  werden,  findet  man  etwas 
eher  Mittel,  zu  einer  allgemeinen  Démonstration  zu  gelangen. 

Dat  theorema,  dass  vvenn  cin  quadratum  per  numerum 
primum  p~i  -j-  kn  getheilt,  das  residuum  r  làsst,  ein  an- 
deres  Quadrat  das  residuum  p —  r  zurucklassen  musse,  habe 
ich  schon  lang  bewiesen.  Denn  wenn  1  +  kn  numerus  pri- 
mus  et  a  numerus  dat  us,  so  konnen  immer  unendlich  viel 
Zahlen  a  a  -f  - gef  unden  werden  ,  qui  per  1  -|-  K  n  zr  p 
sint  divisibiles;  wenn  also  a  a  per  p  divisum  r  zurucklàsst, 
so  muss  xx,  p     r  zurucklassen. 

Ew.  ist  der  Beweis  bekannt,  dass  a«  ±  à4nzp\  Neulich 
bin  icb  aucb  mit  dem  Beweis  zu  Stande  gekommen,  dass 
a*  ±  b*  zc p*  ;  weiter  kann  ich  aber  auch  niebt  kommen. 
Fermât  bat  aber  niebt  nur  dics  bewiesen,  sondern  aucb  dass 
a*  ±  b*  znp4,  a7  ±  67  zep7  und  generaliter  dass  a"  ±bnZLzpnf 
exceptis  casibus  n  zz  1  et  n  =  2.  Allem  Ansehn  nach  kommt 
es  hier  auf  einen  besondern  Einfall  an,  und  so  lang  man 
nicht  darauf  kommt,  ist  aile  Arbeit  vergebens.  Ohne  Zweifel 
wird  man  darauf  sehen  mùssen,  dass  a*  -\-  b*  ausser  a  -|-  b 
keine  andere  divisorcs  primos  haben  kann,  als  hujus  for- 
mae  10m  -\-  1,  welches  ich  bewiesen  habe. 

Euler. 
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Goldbacr  à  Euleh. 

SomiAiic.   Mhn*  «jet. 


SU  Petersburg  d.  6.  Aufurt  I7W. 

JEw.  wertbcste*  Scbreiben  vom  17  Mai  habe  ich  d.  29.ejusd. 
wohl  erbalten  und  darau*  mit  vielem  Vergnùgen  er»ehen, 
daM  Sie  meine  Anmerkungen  ùber  die  Verwandlung  dei 
nu  me  ri  primi  i-\-ke/\n  PP-\-eQQ  richtig  befunden.  Sie 
fùhren  zwar  an,  daM  die  von  Ihnen  demonstrirte  Proposi- 
tion, numerum  i -{- hf,  si  est  primus,  esse  =.PP  -\~QQ, 
zu  wùrklichcr  Détermination  der  numerorum  P  et  Q  im 
Geringsten  nie  lits  beytràget,  allein  icb  bin  der  Meinung, 
quidquid  per  certain  et  detcrminatum  numerum  tentaminum 
inveniri  potcst,  illud  pro  invento  habendum  esse,  als  z.Ex. 
wenn  ein  problema  ad  acquationem  quatuor  potestatum  re- 
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duciret  wird,  wo  man  per  unum,  duo,  vel  tria  tentamina 
die  radicem  satisfacientem  findcn  muss.  Imglcichcn  halte  ich 
das  problema:  invenire  omne»  divisores  nu  m  cri  dati,  pro 
solubili,  quia  solvi  potest  per  finitum  numerum  tentami- 
num  etc.  In  dem  casu  nun,  da  Ew.  gefunden  haben,  dass 
ein  jeder  numcrus  primus  hujus  formae  1  -(- P P  -f-  Q Q, 
sind  zugleich  die  numeri  P  et  Q  fur  gefunden  zu  achten, 
quia  per  numerum  finitum  tentaminum  inveniri  possunt, 
denn  ich  darf  nur  P  oder  Q  den  numeris  integris  1 ,  2 ,  3, 
etc.  successive  —  setzen,  und  deren  quadrata  von  dem  nu- 
méro primo  1  kf  so  lang  subtrahircn,  bis  das  residuum 
ein  quadratum  wird,  wozu  noch  viele  compendia,  ut  eli- 
gantur  numeri  idonei,  angegeben  werden  kônnen. 

Die  demonstrationes  zu  den  casibus  1  -\-8f  und^l  +  12/ 
môchte  ich  gern  sehcn,  im  Fall  sie  nicht  weitlàutig  sind 
und  eine  schr  grosse  Attention  erfordern. 

Sonst  habe  ich  noch  gefunden ,  dass  wenn  y  durch 
dièse  Acquation 

"       CrT+Ô5  — QbebS 

und  posita  S  rationali,  y  rationalis  wird,  alsdann  auch  die 
Acquation  Statt  hat 

aa  +  bb  =  l«rr  +  »r-g-*yr-*V-W  +  2abeSS> 

welcher  casus,  wic  ich  schon  in  meinem  letzten  Schreiben 
angemerket,  allezeit  auf  die  Form  PP-\-eQQ  reducirt 
werden  kann;  ja  wenn  in  dieser  letzten  Formul  P  oder  Q 
nur  unico  casu  gegeben  wird ,  so  kann  ich  daraus  unzahlige 
similes  et  rationalcs  findcn,  nchmlich 


wenn  ich  vor  y  einen  numerum  quemcunque  rationalem 
annehme,  ait  z.  Ex.  wcil  89  z=z  ^  +  î^fl,  allwo 

Q  ~  y  >  e  —  11 ,  «0  wird  posita  y=.2,  der  numerut  pri- 
-  weldie,  vielleiAt  nocb  «  andem 

Anmerkungen  Gelegenheit  geben  wird. 

Goldbach. 
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LETTRE  CLIX 


ElJLER    à  GoLDBICH. 

Sommaire.  Même  »ujet.  Développements  ultérieurs.  Intégration  d'équation*  dif- 
férentielles analogues  à  celle  de  Riccati.  Nomination  d'Eu  1er  à  l'Aca- 
démie de  Paris  et  lettre  du  comte  d'Argenson.  Sommation  d'une  série 
qui  se  rencontre  dans  le  tome  II  de  la  Mécanique. 


IWlin  d.  33.  Augost  1755. 

Es  muss  allerdings  die  reductio  numeri  primi  1  -|-  Kf  ad 
formam  PP  -{-  QQ  pro  possibili  gehalten  werden ,  ungeacht 
keine  Regul  gegeben  werden  kann,  in  jedem  Fall  die  qua- 
drata  P  P  und  QQ  selbst  zu  finden,  sondern  die  Sache  auf 
blosscs  Probiren  ankommt.  Ich  batte  aber  dièses  nur  ange- 
fùhrt  um  zu  zeigen,  dass  um  dièses  theorema  zu  beweisen, 
quod  1  -j-  fc/  —  QQ>  die  Démonstration  nicht  aus  der 

wirklichen  Résolution  hergeleitet  werden  kônne.  Nebmlich 
dato  numéro  f  in  génère,  balte  ich  fur  unmôglich  die  Zah- 
len  P  und  Q  per  f  zu  bestimmen.  Eben  so  verhàlt  sicb 
auch  die  Sacb  mit  diesem  theoremate,  quod  1  -\-  8/= 
2PP  +  QQ  (wenn  nebmlich  1+8/  ein  numerus  primus 
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Ut)  dcssen  Démonstration  unmôglirh  so  beschaffen  seyn  kann, 
dass  die  valores  P  und  Q  wùrklich  durcb  f  ausgedriirkt 
wùrden.  Mein  Beweis  davon  grùndet  sieb  auf  folgende  Sâtze: 
L  Numerus  2aa-\-bb,  si  non  est  primus,  alios  non  ad- 
mittit  divisores  nisi  qui  ipsi  sint  formae  2pp  +  qq  (posito 
scilieet,  quod  a  et  b  sint  numeri  inter  se  priait). 

II.  Si  1  +  S/  est  primus,  forma  a*f — b*/,  quicunque 
numeri  pro  a  et  b  accipiantur,  semper  est  divisibilis  per 
1  +  8/  (dummodo  neuter  numerorum  a  et  b  sit  per  1+8/ 
divisibilis).  Gum  jam  sit  a8'—  b^—(a^—b^)  (a^+b^), 
alteruter  factor  aKf—bhf  vel  aKf-\-bKf  per  1+8/erit 
divisibilis. 

III.  At  non  omnes  numeri  formae  aKf — b*f  per  1+8/ 
sunt  divisibilcs;  nam  si  singuli  bi  numeri 

2*/_l,  34'— 1,  |V—  1,  5V-l,....(8/)4/-l 
per  1+8/  essent  divisibilcs,  eorum  quoque  differentiae  tam 
primae  quam  secundac  et  sequentes  omnes  essent  etiam  per 
1+8/  divisibiles:  at  differentiae  ultimae  seu  constantes  sunt 
2.3.1.5. .  ,kft  quae  cum  non  sit  per  1  -\  8/  divisibilis, 
sequitur  etiam  non  omnes  illos  numéros  per  1+8/  esse 
divisibiles. 

IV.  Dantur  ergo  numeri  pro  a  et  b,  quibus  aK^ — 
non  est  divisibilis  per  1  -\-SJ)  iis  ergo  casibus  nuraerui 
û«'+64/  certe  est  per  1  +  8/  divisibilis.  At  est 

fl4/+  (a1/—  b*f)*+  2a*Sb*S, 

ideoque  numerus  formae  PP  +-  2QQ,  qui  cum  sit  per 
1+8/  divisibilis,  necesse  est  per  (I),  ut  divisor  1  +  8/ 
ipse  sit  numerus  ejusdem  formae  PP  +  2QQ. 

Wenn  man  einen  einigen  casum  gefunden,  quo  formula 
xx  +  eyy  fit  aequalis  dato  numéro  N,  §o  kônnen  daraut 
intiniti  alii  in  fractis  scilicct  gefunden  werden.  Als  wenn 
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aa-\-ebb  —  N,  ponatur  x-=za-\-pz  et  J  —  b  —  qz,  fietque 

a  a  -f-  2a p  z  -f-  pp  zz  -f-  ebb  —  2ebqz  -\-  eqq  zz  zz:  iV;  at 
aa  -f  ebb  zzz  N,  ergo  2apz  -f-  ppzz  —  2ebqz  -\-  eqqzz  —  0, 

unde  fit  z-=z'îe^~^ Ergo  sumendo  pro  p  et  9  numéros 

quoscunque,  erit  x^-^^p^^et  v-^Z^+L*^. 

Wenn  aber  e  ein  numerus  negativus,  so  kônnen  au»  einem 
einigen  easu  aa —  ebb  zzz  N,  in  integris  invento,  intiniti  alii 
etiam  in  inlegris  gefunden  werden,  welches  ich  also  kùrz- 
lich  zeige: 

Theorema.  Si  fuerit  aa  —  ebb  zzz  N,  tum  infiniti  casus 
in  numeris  integris  x  et  y  assignari  possunt,  quibus  fiât 
xx  —  eyy  zzz  N  (dummodo  e  non  sit  numerus  quadratus). 

Démonstratif  Quicunque  sit  numerus  e,  dum  non  qua- 
dratus, semper  assignari  possunt  numeri  p  et  q,  ut  sit 
pp  —  eqq  zzz  i  seu  ppzzzeqq  -\-  \.  Gum  jam  sit  per  hypo- 
thesin  aa  -  ebb  zzz  N,  erit  quoque  (aa  —  ebb)(pp — eqq)  zzz  N. 
Àt  est  (aa  —  ebb)  (pp  —  eqq)  zzz 

aapp  —  ebbpp  —  e  aa  qq -\-  eebb  qq  zzz 
(ap  ±  ebq)%  —  e  (bp  ±  aq)*. 
Gapiatur  ergo  x  zzz  ap  ±  ebq  et  y  zz  bp  ±  aq,  erit 

xx  —  eyy  zzz  N. 

Jam  quemadmodum  ex  primo  casu  x  zz  a  et  yzzzb,  hinc 
duo  adeo  novi  sunt  inventi,  ex  his  simili  modo  porro  novi, 
ex  iisque  deinceps  alii  in  intinitum  elici  poterunt.  Q.  E.  D. 

Die  ganze  Sache  kommt  also  darauf  an,  dass  pro  quo- 
vis  numéro  e  die  Zahlen  p  und  q  angegeben  werden,  ut 
sit  pp  —  eqq  +  t,  welches  in  numeris  integris  allzeit  ge- 
schehen  kann,  wie  schon  Pell  und  Fermât  gezeiget.  Dazu 
kann  bcygesetzte  Tabelle  dienen. 


r 
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Ut  ait  pp-=ieqq  -f-  * 


si  sit 

erit 

et 

e  —  2 

9  =  3 

p  =  3 

r—3 

<7=» 

p  =  2 

e—5 

p  =  9 

e  =  6 

9  =  2 

p=5 

e—7 

9  =  3 

p  =  8 

c  =  8 

7  =  » 

p  =  3 

e  =  10 

9  =  6 

;>=  19 

€—\i 

,  =  3 

p  —  (0 

e  =  12 

,  =  2 

p  =  7 

e— 13 

9=180 

/»  =  69* 

etc. 

Dièse  Tabelle  enthàlt  die  kleinstcn  Wcrthe  fur  p  et  q, 
welche  durch  die  sogenannte  Pellianisrhc  Méthode  gefunden 
werden.  Dièse  Méthode  ist  aber  ziemlich  heschwcrlich,  wenn 
die  Zahlen  fur  p  und  q,  wie  bey  dem  casu  ezz:13  geschieht, 
gross  werden,  und  ich  habe  Mittel  gefunden  dieselbe  sehr 
abzukùrzen.  Demi  es  geschicht  in  cinigen  Fàllen,  dass  die 
kleinstcn  Zahlen  p  und  q  ungeheuer  gross  werden,  aïs  wenn 
e  =  61 ,  so  ist  q  =  226153980  und  p  =  17663190*9;  — 
wenn  c  =  109,  so  ist  q  =  151M)*2U55100  und 

p=:  1580706719862*9. 

Ew.  haben  vormals  auch  solchc  Zahlen  □  -)-  A  oder 
□  -{-2  A  in  Bctrachtung  gezogen,  und  nculich  habeu  mich 
dicselbcn  auf  curieuse  theoremata  exclusiva  gcleitet.  Aïs 

I.  Cum  non  oinnes  numeri  sint  aggregata  ex  quadrato  et 
trigonali,  seu  formae  □  +  A,  dantur  infiniti  numeri  in  hac 
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forma  non  contenti,  ejusmodi  numerus  si  fuerit  n,  tum 
numerus  8  n  +  î  ccrtc  non  est  primus. 

II.  Infiniti  dantur  numcri  in  forma  □  -j-2A  non  ron- 
tentl  Sit  n  hujusmodi  numerus,  et  h  n  +  1  rerte  non  erit 
numerus  primus. 

Letztens  bin  ich  ungcfàhr  auf  dièses  problema  gcfallen: 

Invenire  aequationcm  -cubicam  x* — Axx-\-Bx — CrrO, 
quae  habeat  omnes  suas  radiées  rationales,  et  in  qua 
eoëfficientes  A,  B,  C  sint  numcri  quadrati.  Vel  si  p, 
q,  r  sint  ejus  radiées,  eas  ila  comparatas  esse  oportet, 
ut  primo  p-\-q-\-r,  secundo  pq  -\-  pr  -\-qr  et  tertio 
pqr  sint  numeri  quadrati. 

Ich  balte  dictes  problema  um  so  viel  schwerer,  da  ich 
glaube,  dass  fur  p,  q,  r  nicht  wohl  kleinere  Zahlen  gefun- 
den  werden  kônnen,  als  dièse:  p  ~  252782198228,  q  — 
163378081M00,  r  =  3  058973. 

Ich  habe  neulich  wieder  einige  Untersuchungen  ùber 
solcbe  Differentialaequationcn ,  dergleichen  die  Riccatiana  ist, 
angestellt,  welche  sich  nnr  in  gcwissen  Fàllen  integrircn 
lassen.  Wenn  nun  fur  i  ein  numerus  intcger  quicunque 
angenommen  wird,  so  sind  folgende  acquationes  immer 
integrabel  : 

L  dy-\-yydx=zaax*n-tdx+({2i+î)n±i)axn-%dx. 
II.  dy  +  y ydx  zz ('"  ±  *>  <*»  +  "  ±  ^ "  ** ,  vel  haec 

(a  —  bx") 

aequatio  dy  +  y  ydx      w-—  ^  toties  est  intcgrabilis, 

(a-bxn) 

qnoties  fuerit  n  rz:  ■  ^ — »  ,  ,  V~         ■  si  1  =  2, 

mz:3  erît  n  zz:1*7^.^"5;  unde  integrabilis  haec  aequatio 

*0 
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Vit— it 

,  ,         3abx    11  dr 

dy  +  yydx  ~ 


{a  —  bx*  ) 
Porro  «it  n  zz  2  ,  et  i  zz  2,  integrabilis  erit  haer  aequatio 

(poncndo  o=:l,  6=  1)  <f  r  +  v/rfx  zz  (j ,  est  vero 
intégrale  jr=0  _  jrx)(l  +  t„+l0- 

V.  Haec  aequatio 

.     ,         ,  l)aa  —  ua&x"-^^  —  l)6&jtn  , 

dy  +  yr  do:  =  xx(a  +  bZ'>'      '  rf*  ■ 

scmper  est  integrabilis  quoties  sumto  pro  i  numéro  integro 
quocunque  fuerit 

fi  zz  i  [i  +  1)  nn  —  (2i+  t)  n  (X—v)  +  X  +  ?  —  2Xv. 

So  viel  ich  weiss,  geniesst  hier  Niemand  die  Postfrejheit 
und  so  lang  ich  hier  bin,  hat  mich  meine  Correspondent 
jiihrlîch  wohl  200  Rthlr.  gekostet  Ich  gebe  aber  for  keine 
Briefe  das  Postgeld  mit  grôsseren  Freuden  ans,  aïs  die- 
jenigen,  welche  von  Ew.  zu  erhalten  die  Elire  habe,  und 
wunschte,  dass,  wofern  solches  ohne  Dero  Unbequemlichkeit 
gcschehen  konnte,  ich  dièses  Vergnùgens  ôfters  theilhaftig 
werden  konnte. 


Jùngsthin  hat  mir  die  Kônigl.  Pariser  Akademie  die  Ehre 
gethan  mich  unter  ihre  auswàrtige  Mitglieder  aufzunehmen. 
Der  IL  Graf  v.  Argenson  hat  mir  dièse  Nachricht  sel  bat  in 
einem  Schreiben  gemcldet,  wovon  ich  die  Freyheit  nehme 
Ew.  eine  Copie  beyzulegcn.  Eu  1er. 
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Copie  de  la  lettre  du  Marquis  d'Argenson. 

A  Monsieur  Eu  1er,  Directeur  de  la  classe  des  mal  fiématiq  tics  de 
V  Académie  de  Berlin. 

Le  Roy  vient  de  vous  choisir,  Monsieur,  d'après  le  voeu  de 
Son  Académie  royale  des  sciences,  pour  remplir  une  place  d'associé* 
étranger  dans  cette  Académie,  et  comme  elle  a  nommé  en  même 
tems  Milord  Macclesfield,  Président  de  la  Société  royale  de  Lon- 
dres, pour  remplir  une  pareille  place  qui  vaque  par  la  mort  de 
M.  Moivre,  Sa  Majesté  a  décidé  que  la  première  place  de  cette 
espèce,  qui  vaquera,  ne  sera  pas  remplie.  L'extrême  rareté  de 
ces  sortes  d'arrangemens  est  une  distinction  trop  marquée,  pour  ne 
pas  vous  en  faire  l'observation  et  vous  assurer  de  toute  la  part  que 
j'y  prends.  L'Académie  désiroit  vivement  de  vous  voir  associé  à 
ses  travaux  et  Sa  Majesté  n'a  pu  qu'adopter  un  témoignage  d'estime 
que  vous  méritez  à  si  juste  titre.  Soyez  persuadé,  Monsieur,  qu'on 
ne  peut  vous  être  plus  parfaitement  dévoué  que  je  le  suis. 

M'«  D'Argenson. 


P.  S.  In  meiner  Mechanica  Tom.  IL  pag.  W)5  kommt 
dièse  séries  vor: 

n       n(n-l)      n(n-7)(n  —  *)    ,  n(n  1) (n - ») (n  - 6) 
1  ~~yt      O  3.5.7         "ï"  3.5.7.9  Cl< ' 

deren  Summ  dort  gegeben  wird  zz:-^^»    Ich  kann  mieh 

nicht  mehr  recht  erinnern,  wie  ich  damais  auf  diesc  Summ 
gekommen,  glaube  aber,  dass  damais  mehrmals  darùher  mit 
Ew.  zu  conferiren  die  Elire  gehaht  habe. 
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LETTRE  CLX. 


GOLDBACH    à  ElJLER. 

Sommaire.    Feliciution»  à  IWarion  de  U  nomination  d'Eoler.  VAx 
porté  par  ton  fila.    Sommation  d'une  aérie.    Théorème  de  nombre». 


St.  Petersbarg  d.  9.  Deeember  1755. 

Ew.  gratulire  ich  zuvôrderst  zu  der  erhaltenen  Stelle  eines 
Académicien  honoraire  bey  der  Parisischen  Acad.  d.  sciences 
und  danke  Deroselben  fur  die  mir  ùbersandte  Copie  von 
dem  Briefe  des  Mr.  d'Argenson.  Ës  fehlet  aber  dabey  das 
Beste,  nehmlich  Ew.  Antwort,  welche,  wie  ich  gànzlich 
glaube,  scbr  wohl  abgefasset  und  digne  de  l'approbation  des 
Quarante  seyn  wird.  Ferner  gereichet  es  mir  zum  grossen 
Vergnùgen,  dass  Dero  attester  Herr  Sohn*)  das  praemium 
bey  der  hiesigen  Akad.  d.  Wiss.  erhalten  hat;  ich  zweifle 
im  Geringsten  nicht,  dass  solches  noch  ôftcrs  geschehen 

*)  Jean- Albert  Eu  1er,  pluj  tard  secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  de 
St.-Pétcisbourg.  II  était  le  filleul  de  Goldbach. 
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werde,  wenn  cr  die  Mùhe  nehmen  wird  seine  pièces  zu 
solchem  Ende  einzusenden. 

Vor  die  mir  communicirten  merkwurdigen  theoremata 
sage  ich  schuldigsten  Dank,  und  ob  ich  gleich  wenige  Hoff- 
nung  habe,  dass  ich  dieselben  jemals  pro  dignitate  werde 
betrachten  kônnen,  so  ist  es  mir  doch  sehr  lieb,  dass  Ew. 
noch  immer  fortfahren  solche  schône  découvertes  zu  machen. 
Mir  ist  seit  meinem  letztern  Schreiben  nichts  sonderlicbes 
eingefallen.    Was  aber  die  seriem 

n       n(n-1)       n(n-1)(n-t)    .  _  1 

T  ^    3.5  -t-etc.  _  nqpï 

belrifft,  so  kann  ich  mich  zwar  nicht  erinnern  selbige  schon 
gesehen  zu  haben,  es  ist  aber  deren  summa  ganz  offenbar. 
Eine  andere  Bewandniss  hat  es  mit  den  seriebus,  deren  de- 
nominatores  in  certis  casibus  z=  0  und  folglich  die  summa 
seriei  infinité  magna  werden  kann. 

Goldbach. 

P.  S.  Theorema:  Si  sit  aa+bb=:PP-\-eQQ,  ubi  P  et  Q 
rationales,  erit  etiam 

oa  +  ((2e+l)6— eP-eQ)*  =  MM  +  eNlSf 
ubi  M  et  N  rationales. 


LETTRE  CLXI. 


EULEK    à  GoLDBACH. 
Sommau'.k     Crilique  «lu  thlorcme  piVcnlent. 


Berlin  A.  3.  Amuar  1756 

Ich  habe  nun  se  lion  eine  geraume  Zeit  so  viel  andere  Ge- 
schàfte  gehabt,  dau  ich  an  numerische  theoremata,  der- 
gleichen  ich  Ew.  das  letzte  Mal  vorzulegen  die  Ehre  gehabt, 
nicht  habe  denken  kônnen.   Die  partes  mathescos  applicatae 
nehmen  mir  die  meiste  Zeit  wcg,  wo  es  immer  mehr  zu 
untersuchen  gibt,  je  mehr  man  damit  umgehL    Weil  nun 
mein  Kopf  mit  so  vie!  andern  Sachen  angefullt  ist,  so  maj 
das  wohl  die  Ursach  seyn,  dass  ich  mich  in  das  von  Ew. 
c  omninnicirte  und  nach  der  Hand  verbesserte  theorema  niciit 
finden  kann.    Vielleicht  haben  Ew.  vergessen   noch  tw 
Wftscntlichc  Condition  hinznziisetzcn. 
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Das  theorema  war  :  Si  sit  aa-\-  bb~P1-]-eQ'i  erit  etiam 
aa+((2e+i)6— cP— eQ)a=Af*4-eJV* 

Weil  ich  den  Grund  desselben  nicht  einsehcn  konnte,  so 
habe  ich  die  Richtigkeit  desselben  durch  Exempel  erfor- 
schen  wollen. 

L  Da  la+ V*:=l7:=:3a4-2.2a,  so  ist  ont,  b=Lk. 
Pzz3 ,  Q  —  2  und  e  —  2,  also  mùsste  seyn 

1*4- (5.  h— 2. 3—2.2)*=:  i>-+- i0*=i0i=Jlf*H-2iV*, 
welches  unmoglich  ist. 

Q.  Da  9*4-4*3:97=:  7*  +  3.**,  so  isl  a=:9,  6=:V, 
P  —  T,  Q  —  h^  und  e=3,  also  mùsste  seyn 

9»4_(7.*_3.7— 3.*)*=:914-51— 106=J»ia4-3Aa, 
welches  ebenfalls  unmoglich  ist. 

Da  ich  nun  nicht  einmal  ein  Exempel  tinden  kann, 
welches  eintràfe,  so  schliesse  ich  daraus,  dass  eine  gewisse 
Bedingung  in  den  Zahlen  a,  b,  P  und  Q  musse  weggelassen 
seyn,  welche  ich  aber  nicht  ausfindig  machen  kann. 

Eulcr. 
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GOLDBACH  à   Eu  LE  H. 
Sommaire     Amendement  à  ce  théorème 


St  Petersburg  d.  M.  Januar  1756. 

50  leid  es  mir  ist,  dass  ich  Ew.  durch  mein  unrecht  abge- 
schriebenes  theorema  einige  Mùhc  verursacht  habe ,  so  lieb  ist 
es  mir  hingegen,  dass  sic  selbiges  Ihrer  Untersuchung  werth 
gebalten ,  denn  wenn  Sic  nichts  darauf  geantwortet  hâtten, 
wiirde  ich  aucb  gewiss  nicht  mehr  daran  gedacht  haben, 
Nachdem  ich  solches  aber  auf  Dero  Veranlassung  wieder 
ùbersehen,  so  habe  ich  zuletzt  bemerket,  dass  es  unendlich 
generaler  gemacht  werden  kann ,  und  der  bey  einer  andern 
Gelegenheit  von  mir  angefùhrte  Vers:  Si  non  errasset,  fece- 
rat  ille  minus  findet  hier  abcrmal  Statt.    Es  soll  heissen: 

51  aa-\-  bb-zz.  P  P  -\-  eQQ,  ubi  P  et  Q  sint  numeri  ratio- 
nalcs,  poterit  etiam  fieri 
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aa  +  (b  +  *emlmb—mP—Q)r=:MM+eNN, 
ita  ut  M  et  iY  tint  rationales ,  modo  pro  m  sumatur  numerus 
rationalis.  In  dem  von  Ew.  angenihrten  ersten  Exempel, 
woselbst  a=i,  bz=.k9  PzzlZ,  Q  =  2  und  e  =  2,  wird 
l*  +  **  =  31  +  2.2\  ergo  etiam  î%+(l+kmm—8m)%  «eu 
l1+2*(m-l)4=:AfAf+2;VJV  de  quo  dubitare  nefas.  In 
dem  andern  exemple,  wo  a~9,  6=4-,  P=:7,  Qzifc,  e— 3, 
oder  91  +  *1zz7*+3.**  wird 

9*  +  (  *  —  2  *  m  —  1 8  m  m)*  =  M%  +  3  A\ 
welches  gleichfalls  eine  gewisse  Wahrheît  i«t.   So  oft  nun 

a  a  +  (b  +  2em  (ro6  —  mP  —  Q))* 
ein  numerus  prîmut  i»t,  »o  kann  er  dièse  Form  MM-\-eNN 
ha  bon,  wenn  gleich  aa  +  bb  kein  numerus  primus  ist  .  .  .  . 

Goldbach. 
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LETTRE  CLXIII. 


EULER  à  GOLDBACH. 
5ouyaibe.    Question  relative  au  roulis  et  au  tangage.    Remarques  sur  le  tbeo- 

■  ————— 

Berlin  d.  10.  Februar  1756. 

 Norh  hat  unscr  Joh.  Albert  keinen  Preis  bey  der 

Pariser  Akademie  erhalten.  Der  Name  desjenigen,  so  ira 
vorigen  Jahre  den  Preis  erhalten,  wurde  nicht  sogleich  be- 
kannt  gemacht;  man  wusste  nur,  dass  es  ein  junger  Mensch 
war,  welches  vielleicht  zu  der  Ew.  hinterbrachten  Nacb- 
richt  Anlass  gegeben  haben  mag.  Es  ist  mir  aber  seitdem 
die  Preisschrift  selbrt  zugescbickt  worden,  deren  Verfasser 
M.  Chauchot,  sous -constructeur  de  vaisseaux,  genannt  wird, 
welcher  aber  bald  darauf  gestorben  seyn  soll.  Die  Frage 
war:  Diminuer  le  plus  qu'il  est  possible  les  inouvemens  de 
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roulis  et  de  tangage  d'un  navire  etc.  Da  aber  die  obge-- 
meldte  Srhrift  kein  v  ol  liges  Genùge  geleistet,  so  Ut  eben 
dièse  Frage  nochmaU  auft  kùnftige  Jahr  vorgelegt  worden, 
wornber  wir  jetzt  wiirklicn  arbeiten.  Von  mciner  Dank- 
sagung  an  de»  Hrn.  Comte  d'Argenson  Excellenz  habe  ich 
so  wcnig,  als  von  allen  meinen  Briefen  eine  Àbsehrift  be- 
haltcn.  Sic  war  scblecbt  geratben ,  und  also  nicht  wohl 
môglich  viel  darin  zu  ver  bosser  n.  Mir  hat  sie  am  wenigsten 
gcfallen,  und  deswegen  wollt'  ich  kein  Andenken  davon 
aufbcbalten. 

Ew.  theorema ,  dass ,  wenn  a  a  -f-  bbzn  P  P  -+*  eQQ,  auch 
o«-f  (H2em(mè~ mP  —  Q))*z=:MM  +  eNN  sey,  hat 
seine  vôllige  Ricbtigkeit  und  ist  deswegen  sehr  merkwùrdig, 
dass  dadurch  dièses  problema  solvirt  werden  kann: 

Datis  duobus  quadratis  a  a  et  bb,  quorum  summa 
sit  nu  mer  us  formae  P3  +  eQa,  invenire  in  tin  it  a  alia 
quadrata  loco  bb  substituenda,  quae  priori  aa  addita 
siimmam  exhibeant,  quae  pariter  sit  numéros  formae 

Hier  wird  also  das  erstere  quadratum  aa  beybehalten  und 
anstatt  des  andern  bb  unendlich  viel  andere  Werthe  ange- 
geben,  dass  die  Summ  allzeit  in  dieser  Form  Pa-f-eQ*  ent- 
halten  sey.  Man  kônnte  also  das  problema  noch  generaler 
also  proponiren: 

Proposita  summa  duorum  quadratorum  aa-\-bbt  quae 
sit  numerus  formae  P7,  -f  e  Q%,  invenire  infinitas  alias 
binorum  quadratorum  summas  xx-|-/)'.  quae  in  eadem 
forma  contineantur; 
wovon  ich  folgende  Solution  gefundcn:  Gum  sit 

aa  +  bb~P*  +  eQ* 
trihuantur  numcrU  x  el  j  sequentcs  valorcs 
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x ss  a  (Il  -f  et» i>  +  rr  —  j j)  +  2r  (65  —  Pl  —  eQv) 
y  =  6  (Il     ev  v  —  rr  -\- s  s)  -f  2$  (ar  —  Pi  —  e<?t>) 
ubi  quidem  pro  litteris  r,s,t,P  numéros  quoscunque 
pere  licet.    Tura  autem  utique  erit  xx  -\-  JJ  =  Af*-f-e  A**; 
fiet  enim 

Mz=:P(rr-\-ss+tt  —  evt>)  +  2t(eQv  —  ar  —  bs) 

et 

N=Q(rr  +  ss  —  tt  +  evv)  +  2v(Pt  —  or- 
Solchergestalt  werden  nicht  nur  unendlich  vide,  sonde  rn 
sogar  aile  môgliche  Werthe  fur  x  und  y  gefunden. 

In  dicsem  problemate  wird  vorausgesetzt,  dass  schon  ein 
casus,  da  aa-\-bb~P%  -\-  eQ2  bekannt  sey,  um  daraus  aile 
ùbrige  zu  tinden;  allein  dièses  ist  aucb  nicbt  einmal  nôthig, 
sonder n  proposito  numéro  e  quocunque,  kônnen  unmittelbar 
aile  môgliche  summae  binorum  quadratorum  angegeben  wer- 
den, welche  zugleich  in  der  Form  P*  +  eQ*  entbalten  sind. 
Man  nehme  nehmlich  sogleich  azzzexx —  yy-\-zz  und 
6=z2/z,  so  wird  aa-\-bbz=.  (exx — y  y — zz)x  -\-e(2xz)*. 
Weil  nun  x,  y  und  z  nach  Belieben  angenommen  werden 
kônnen ,  so  erstreckt  sicb  dièse  Solution  auf  aile  môgliche 
Fàlle  und  scheinet  also  vor  der  vorhergehenden  keinen  ge- 
ringen  Vorzug  zu  haben. 

Euler. 
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LETTRE  CLXIV. 


GOLDBACH  à  ElJLER. 

Sommaire.  Mira* 


St.  Petersbar|  d.  32.  Mir»  1758. 

Die  von  Ew.  angcfùhrte  aequatio 

aa-\-bb=L  (exx  —  yy  —  zzf  +  e(2xz)% 
ist  aus  unserer  vorigen  correspondance  schon  bekannt,  wcl- 
cher  Umstand  Deroselben  vielleicht  cntfallen  war.  Sonst 
habe  ich  auch  noch  einen  andern  hierher  gehôrigen  lusum 
naturae  berne rk t ,  nemlich  wenn  1  +  kefg—  PP  +  eQQ, 
erit  etiam  i+ke(fg+effyyxx)=(P-2efyx)*+e{Q--x)* 

posita  xzz.~j!~çy;  so  oft  nun  e(g  -\-  e/yyxx)  ein  mi- 
meras quadratus  ist  (posito  valore  dicto  ipsins  x)t  so  oft  kann 
P P  -\-  eQQ  in  dièse  Form  verwandelt  werden  MM-\-fNN, 
existentibus  M  et  N  rationalibus,  denn  es  wird  seyn 
M={P  —  2efyx)  und  N~Q  —  x. 

Goldbach. 


j    Digitized  by  Google 


P.  S.  d.  27  Mârz  1756.    Es  scbeinet ,  dass  die  Ueber 
t'ilungsfehlcr  bcy  mir  in  den  Briefen  an  Ew.  je  langer  je 
gemcincr  werden,  wie  es  in  dcm  letzten  abcrmal 

x=k/Py  +  2Q  und  nicht  X 

batte  beissen  sollen,  welches  ohne  Beschwerde  zu  corrigiren 
bitte.  Im  ùbrigen  wird  vieil eicht  dièses  raisonnement  zum 
Bcweisc,  dass  ein  numerus  primus  von  dieser  Form  \-\-Kefg 
in  PP-\-eQQ  verwandelt  werden  kann,  etwas  beytragen  : 

Si  positis  e,f,  g  rationalibus,  fieri  potest 
i  +  kefgz=:PP  +  eQQ 

ita  ut  P  et  Q  sint  rationales,  poterit  etiam  fieri 
1  +  kefg  —MM  +fNN=  RR  +  gSS 

ita  ut  M,  N,  R,  S  sint  rationales  (cum  in  numéro 

1  -\-befg  nuineri  eyJ  et  g  sint  natura  sua  permuta  biles). 

Atqui  in  quovis  numéro  primo   t  -f-fce/gzzaa  -\-  bb 

verum  est  prius  (nam  poni  potest  e~l,  P—a,  Q—b), 

ergo  et  poster i us. 
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LETTRE  CLXV. 

ElJLER    à  GoLDBiCII. 
Sommaire.    Mfmt  mjet. 


Berlin  d.  17.  April  I7ôti. 

Es  bat  seine  vollige  Richtigkcit,  dass  wenn  I  -)-  kcfg  — 
P%  -f-eQ2,  auch  seyn  werde 

(P  -  2efyxf  +  e(Q  -  x)*  =:  1  +  *ef(g  -  efy***) 
poaita  j:  zz.  %J' P  y -\- 2  Q ,  und  also  auch  dass,  so  oft 
e  (g"  +  efï%  x%)  ein  quadratum  i»t ,  die*;  Form  in  M1 
verwandelt  werde.  Hieraus  aber  môchte  wenig  /.u  folgern 
seyn.  Denn  da  e,  g  numeri  inter  se  prîmi  zu  seyn  plie- 
gen,  so  sind  die  factores  e  und  g  -|-  ejy%x*  inter  se  primi, 
folglich  kann  ihr  Product  kein  quadratum  seyn;  t>*  ware 
denn,  dass  man  fur  y,  x  numéros  fractos  zulassen  wollte, 
in  welrhem  Fall  man  sich  in  noeh  grôssere  Srhwierigkeitcn 
verwickeln  wiirde.    Denn  es  sey  ezz2,y^5  und  g  ~  I  , 
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alto  I  -f  kefg—  M  =z  3*4-2. fc2.  Dabero  P—i  und  Q- V. 
Niin  ncbme  man  se  —  V'^J  +  2  ^  =  60  /  +  8 ,  so  ist  aller- 
dings  1  4-  W  (  1  +  1 0 /**)  =  (  3  —  20  y  x)1  4-  2  (*  -  x)\  Es 
Wâre  also  die  Frage,  ob  e(g  -f  ej -=z  2(1  -\-  10/\t*)  eiu 
quadratum  seyn  konnte,  welebes  aber  unmoglicb  ist,  si» 
lang  fur  x  und  y  nur  numeri  integri  angenommen  werden. 
VVollte  man  aber  aucb  Biïicbe  zulasscn,  und  fur  x  seinen 
Werth  60/-f-8  setzen,  so  ware  y  x  —  60  j*  4"  8)  • 
v*xl=3600j4  4  960ys  4  6kyv,  dahero  gerietbe  niau 

auf  diese  Frage,  ob  folgendc  Forinul 

72000/  +  19200/  +  1280J»  4  2 
eiu  Quadrat  seyn  kônne.  Wenn  sirb  aber  aucb  solcbes  nacb 
vicier  Mùbe  tindeii  solltc,  so  sehe  ieh  niclit,  was  man  da- 
mit  gcwonnen  batte.  Inzwiscbcn  ist  aber  gewiss,  dass  dièse. 
Forinul  aucb  in  gebroebenen  Zablen  niemals  ein  Quadrat 
werden  kônne.  Demi  cher  man  noeb  den  Wertb  fur  x  sub- 
stitnirt,  so  setze  man  y  x  —  m,  also  2 -f- 20  m*  z=  □ .  Ferner 

n  5 

m—~,  folglieb  2  +  —  =  □  oder  5 nu 4- 8—  □,  wcl.bes 
olîenbar  unmoglicb  ist. 

Das  von  Ew.  angefùbrte  Argument,  dass  wenn 

aucb  seyn  musse  1  -|-  kefg  ~  M2  rl  ~  R1  4"  8&>  we*' 
kcin  Grund  vorlianden  wiire,  warum  eine  solche  Àuflôsung 
bey  einem  der  Factorcn  e,f,  g  mebr  IMatz  baben  solltc,  als 
bey  den  andern,  wùrdc  in  der  Metapbysie  fur  eine  herr- 
licbe  Démonstration  passiren  konnen,  \vo  man  sicb  mit  Be- 
vveistbumern  zu  begmigen  pflegt,  welebe  bey  weitem  niebt 
so  bûndlg  sind.  Allein  in  der  Matbematic  kommen  mir  der- 
gleicben  Scbliisse  immer  verdiicbtig  vor.  Ew.  debncn  zwar 
diesen  Satz  auf  aile  numéros  rationales  liberbaupt  ans,  iu 
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vrelehem  Fall  ich  denselben  far  wahr  halte,  wenn  nur 
1  -|-  kefg  ein  numerus  primus  ist:  welche  nothwendige  Be- 
dingung  gleichwohl  im  argumento  nicht  enthalten  ist,  und 
auch  nicht  erhellet,  warum  dieselbe  hinzugesetzt  wcrden 
aollte.  Ohne  dièse  Bedingung  aber  ist  der  Satz  fedsch,  denn 
i  +  *.1.5  Ut  wohl  =:P*+5Q*  und  doch  ut  1  +  *.1.5  = 
M 1  +  1 .  JVa  unmôglich.  Hernach ,  wenn  man  auch  Mittel 
fande,  die  Bedingung,  dass  i  -f-fce/g  ein  numerus  primus 
seyn  musse,  in  den  Beweis  einzuflechten,  so  sehe  ich  keinen 
Grand,  warum  der  Satz  nicht  auch  wahr  seyn  sollte,  wenn 
fur  P9  Q,  M,  N,  B,  S  nicht  nur  numeri  rationales,  son- 
dera auch  integri  genommen  wûrden;  denn  wenn  die  Ré- 
duction 1  -|-  Kefg=z.  P*~\-  eQ%  in  integris  Platz  hat,  so  ent- 
hàlt  der  angcgebene  Beweis  keinen  Grand,  warum  die  an- 
dera  Reductionen  nicht  auch  in  integris  Platz  haben  sollten. 
AUein  in  diesem  Fall  ist  der  Satz  nicht  mehr  der  Wahr- 
heit  gemâss,  wie  aus  diesem  Exempel  erhellet:  Es  sey  en: 3, 
y=5,  g=ll,  so  wird  l  +  *e/g  =  66t  (numéro  primo). 
Nun  ist  zwar  661  =  19*+3.10*  und  auch  661  =  16l  +  5.9*; 
dorh  aber  kann  die  dritte  Resolution  661 —  JR1-]- 11. S*  in 
integris  auf  keinerley  Art  bestehen.  In  Brachen  findet  dieselbe 

aber  Statt,  indem  661  + 11  woraus  klar  ab 

zunehmen,  dass  in  dergleichen  ratiociniis  die  grôsste  Behut- 
samkeit  gebraucht  werden  musse.  Ich  habe  solches  bey  eini- 
gen,  ûber  einige  theoremata  Fermatiana  gegebenen  Demon- 
strationcn  zur  Genùge  erfahren.  AU  z.  Ex.  war  der  Beweis 
sehr  leicht,  dass  wenn  zwey  summae  duorum  quadratorum 
mit  einander  multiplicirt  werden,  das  Product  auch  eine 
summa  duorum  quadratorum  seyn  musse,  indem 

(ûfl  4.  bb)  (ce  +  dd)  =  (ac  ±  bd)*  +  (ad  +  bc)\ 

Corr.  math,  et  phyi  T.  t. 
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Wer  sollte  nun  daraus  nicht  schliessen,  dass  wenn  eine 
«umrna  duorum  quadratorum  durch  eine  andere  au  m  ma  m 
duorum  uuadratorum  cetheilt  werden  kann  der  Ouotienl 
nicht  auch  eine  lumma  duorum  quadratorum  seyn  musse? 

Die  Sache  ist  zwar  wahr;  allein  der  erwàhnte  Schluss  ist 
unrichtig,  denn  wenn  derselbe  richtig  wàre,  mûsste  auch 
dieser  richtig  seyn:  Productum  ex  duobus  numeris  paribut 
semper  est  par:  ergo  si  numerus  par  per  alium  sit  dîvisibilîs, 
quotug  quoque  erit  par;  welches  doch  ofienbar  falsch  wàre. 

Euler. 
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LETTRE  CLXVI. 

GoLD  BACH    à  ElJLER. 
SommaIhk.    Même  iujet. 


St.  Peter»Wrg  d.  18.  Mai  1756 

^IVa*  die  Aequation 

1  4-  e/g  z=  P  P  +  e  Q  Q  =  M  M  +/NN=  etc. 
betrifft,  bin  ich  mit  Ew.  einerley  Meinung,  indem  die  Natur 
der  Zahlen  Pt  'Q,  Af  etc.,  nchmlich  ob  es  numeri  integri, 
oder  fracti,  oder  surdi  seyn  sollen,  nicht  bestimmet  wird, 
ohngeacbtet  die  numeri  integri  e,f  und  g  permutables  sind. 
Dass  aber  die  grosse  Zahl  72000 j* + 1 9200 f+î  280 yy-f 2 
kein  Quadrat  seyn  kann,  folget  alsofort,  wenn  man  dieselbe 
als  ein  exemplum  regulac  von  Vn  +  2uzn  betrachtet. 

Indessen  bekenne  ich,  dass  ich  noch  nicht  recht  einsehe, 
warum  Ew.  zur  Wahrheit  dieser  Aequation 

i  +  kef=.PP  +  eQQ 


r 
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erfordem ,  dass  1  -f  -  k  ef  ein  numerui  primus  sey ,  wenn 
P  et  Q  rationales  seyn  sollen,  da  allein  in  dem  casu,  ubi 
fz=ze-\-kk  —  1  unzâhligc  Exempel  vorhanden  sind,  dass 
auch  numeri  non  primi  dièse  Eigenschaft  habcn  kônnen ,  al» 

posita  «  =  *=3,  fit  i  +  v.a.iis^  +  a.ô1. 

Nachfolgendes  theorema  halte  ich  pro  demonstrabili  :  Sit 
p~aa-\-bb  et  sit  1  -|-  m  Q  Q  summa  duorum  quadratorum, 
erit  etiam  p  —  aa-\-bb^zPP-\-(xx  —  mp)  QQ,  ita  ut,  si 
reliqui  numeri  sint  rationales,  fiât  etiam  x  rationali». 

Goldbach. 
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LETTRE  CLXVII. 


EULER  à  GoLDBACH. 

Sommaire.  Mime  sujet. 


Berlin  a.  11.  Juni  1756. 

Dass  dièse  grosse  Zahl  72000/  +  19200/  +  1280 f  +  2 
kein  Quadrat  seyn  kônne,  folget  nur  alsdann  au»  der  For- 
mul  kn-\-2zizn,  wenn  y  ein  numerus  integer  ist  So  viel 
ich  mich  aber  erinnere,  begriff  y  auch  numéros  fractos,  und 
da  wird  allerdings  eine  besondere  Démonstration  erfordert 
Man  darf  nur  dièse  Formul  8acsc-f  2  betraehten,  welche, 
wenn  x  auch  ein  Bruch  seyn  kann ,  infinitis  modis  ein 

Quadrat  seyn  kann,  als  xzzz—,  x  —  —>  etc.  Dass  nun  ein 

Gleiches  bey  der  obigen  Formul  nicht  Statt  finde,  muss  be- 
sonders  bewiesen  werden. 

Dass  ich  zur  Wahrheit  dieser  Aequation  1  +  kef~ 
PP  +  eQQ  erfordere,  dass  1  +kef  ein  numerus  primus 
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seyn  musse,  Ut  die  Ursach,  weil  wenn  1  -f  kef  kein  nu- 
merus primus  Ut,  solche  Fâlle  vorkommen,  da  1  \  kef 
nicht  dieser  Formul  P  P  -f-  e  Q  Q  gleich  seyn  kann  ;  denn  es 
sey  z.  Ex.  e=  1,/=:  5,  so  Ut  gewiss  t-f-fce/=2i  nicht 
gleich  P  P  -\-  QQ.  Inzwischcn  gebe  ich  gern  zu ,  da» 
1  -f  Wefz=.PP  +  eQQ  in  unendlich  vielen  Fàllen  wahr  Ut, 
wenn  gleich  1  -j-^e/kein  numerus  primus  Ut.  Wenn  aher 
auch  nur  ein  einiger  Fall  in  contraria  m  kônnte  angefùhrt 
werden,  so  ware  derselbe  hinlànglich  die  Wahrheit  de» 
Satzes  zu  zernichten.  Hingegen,  wenn  dièse  Bedingung  hin- 
zugesetzt  wird,  dass  1  -\-  \ef  ein  numerus  primus  seyn  mûuc, 
so  kann  kein  Fall  in  contrarium  angefùhrt  werden,  wenn 
man  nehmlith  fur  P  und  Q  die  Bruche  nicht  ausschlicsst, 
und  deswegen  glaube  ich ,  dass  der  Satz  wahr  sey ,  ungeacht 
ich  denselben  nicht  beweisen  kann.  Wenn  aber  die  Bedin- 
gung, dass  I  -\-kef  numéro  primo,  weggelassen  wird,  so 
kann  man  sicher  bchaupten  ,  dass  der  Satz  1  -\-  lefzz 
PP  -f  eQQ  nicht  wahr  sey,  weil  die  Anfùhrung  eines  ein- 
zigen  Exempels  in  contrarium  binreichend  Ut,  denselben 
umzustossen. 
< 

Wenn  man  aber  fur  P  und  Q  nur  numéros  intègres  zu- 
lasst,  zugleich  aber  die  Condition  festsetzt,  dass  1  -f-  kef  ein 
numerus  primus  seyn  musse,  so  ist  die  A  équation  1  -\-beJ 
zzz  P  P  -\-  eQQ  in  génère  gewiss  nicht  demonstrabel ,  indem 
ich  unendlich  viel  Falle  in  contrarium  anfuhren  kann.  Ja, 
das  von  Ew.  angefuhrte  Exempel,  dass  1  3. 1 1  =zl33  — 
51-)-3.61,  ungeacht  133  kein  numerus  primus  ist,  reichct 
eine  Exception  dar,  indem  l-|-V.3.il  nicht  Ut  /"-f-tt  Q1, 
welches  gleichwobl  seyn  mùsste,  wenn  der  Satz  allgemein 
wahr  wiire. 
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Das  tbeorema,  «o  Ew.  anfiihren,  dass  wenn  p~aa-\-bb 
und  i-^mQ1  summa  duorum  quadratorum,  auch  seyn  werde 
pznaa  -\-  bbzzP1  -\-  (xx  —  mp)  Q1,  ist  nicht  nur  démon- 
strabel,  sondera  man  kann  auch  in  génère  die  Werthe  fur 
P  und  x  anzeigen,  welche  dieser  A  équation  ein  Genùge 
leisten.    Denn  es  sey  1  -|-  mQ1  =  rr-|- ss,  so  nehme  man 

P-zzar — bs  und  xzz,as~^br »  alsdann  wird  augenscheinlich 

aa-\-  bbzz  !*•+■  (xx  —  mp)  Q\  Denn  da 

P1zzLaarr  —  2abrs  +  bb  ss 
xxQQ~aass-\-2abrs  -(-  bbrr 
—  mpQQ(obpz=.aa-\-l>b)-z  —  maQQQ  —  mbbQQ 
folglieh  P1  -f  (xx  —  mp)  Q*  =1 

(00+  bb)  (rr  -f  ss)  —  m(aa  +  bb)QQz=:aa-\-bb, 
weil  rr  -\-  sszzî  -\-  mQ%,  per  hypothesin. 

Euler. 
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LETTRE  CLXVIII. 

ElJLER  à  GoLD  BACH, 
Sommai**.  Problème  du  cavalier  au  jeu  de*  échec j 


Berlin  d.  36.  April  1767. 
(Lettre  de  recommandation,  donnée  à  Aepinus). 

 Die  Erinnerung  einer  mir  vormals  vorgelegten  Auf- 

gabe  hat  mir  neulich  zu  artigen  Untersuchungen  Anlass 
gegeben,  auf  welche  sonsten  die  Analysis  keinen  Einfiuss 
zu  haben  scheinen  môchtc.  Die  Frage  war  :  Man  soll  mit  ei- 
nem  Springer  auf  einem  Schachbrette  aile  6fc  Plâtze  dergestalt 
durchlaufen,  dass  derselbe  keinen  mehr  ait  einmal  betrete.  Zu 
diesem  Ende  wurden  aile  Plâtze  mit  Marquen  belegt,  welche 
bey  Berùhrung  de»  Springer*  weggenommen  wurden.  E» 
wurde  noch  hinzugesetzt,  dass  man  von  einem  gegebenen 
Platz  den  Anfang  machen  soll.  Dièse  letztere  Bedingung 
schien  mir  die  Frage  hôcbst  schwer  zu  machen,  denn  ich 
batte  bald  einige  Marschrouten  gefunden,  bey  welchen  mir 
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aber  der  Ànfang  mutité  freygclasscn  werden.  Ich  sahe  aber, 
wenn  die  Marschroute  in  se  rediens  wâre,  also  dass  der 
Springer  von  dem  letzten  Platz  wieder  auf  den  ertten  sprin- 
gen  kônnte,  alsdann  auch  dièse  Schwierigkeit  wegfallen 
wùrde.  Nach  einigen  hierùber  angestellten  Versuchen  habe 
ich  endlicb  eine  sicbere  Méthode  gefunden,  ohne  zu  pro- 
biren,  soviel  dergleiclien  Marschrouten  ausfindig  zu  machen, 
als  man  will,  (docb  ist  die  Zahl  aller  môglichen  nicht  un- 
cndlich).  Eine  solche  wird  in  beygehender  Figur  vorgettellt: 
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Der  Springer  springt  nebmlich  nach  der  Ordnung  der 
Zahlen.  Weil  vom  letzten  64  auf  N.  1  ein  Springerzug  itt, 
»o  ist  dièse  Marschroute  in  se  rediens. 

Hier  ist  noch  dièse  Eigenschaft  angebracht,  dass  in  areolis 
oppositis  die  diflerentia  numeroruni  allentbalben  32  ist. 

Euler. 
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LETTRE  CLXIX. 


EULER  à  GOLDBACH. 
Sommaire.    Troubles  de  la  guerre.  Notices  sur  la  famille  d'Eu  1er. 


Berlin  d.  39.  Juni  1769. 

Nach  dem  so  schweren  Ungewitter ,  welches  mich  ausser 
Stand  gesetzt,  meine  schuldigsle  Ehrerbietung  Ew.  schrifr- 
lich  zu  bezeugen,  habe  ich  mich  in  der  vôlligen  Ungewisa- 
heit  Dero  Zu  stands  noch  nicht  unterstehen  dùrfen  meine 
gehorsamste  Pflicht  bey  Ew.  abzustatten.  Ich  batte  deswegen 
den  Hrn.  Prof.  Mùller  ersuchet,  mir  darùber  die  nôthigen 
Erlàuterungen  zu  ertheilen.  Um  so  vicl  lebhafter  war  dem- 
nach  meine  Freude,  als  ich  vorgestern  Ew.  gùtigstes  Schrei- 
ben*)  zu  erhalten  da$  Gluck  hatte,  und  ich  kann  so  wenig 
mein  Vergnùgen  iïher  Dero  Wohlseyn  als  die  dankbarsten 
Empfindungen  meincs  Herzcns  ùber  Dero  fortdauernde  ganz 
ungemein  gnâdige  Gesinnung  gegen  mich  und  die  Meinigen, 

*)  Cette  lettre  manque. 
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mit  Wortcn  ausdrùcken;  insonderheit  bin  ich  ùber  das  huld- 
reiche  Andenken,  dessen  Ew.  meinen  àltesten  Sohn  haben 
wùrdigen  wollen,  innigst  gerùhrt,  und  derselbc  ist  darùber 
auch  vor  Freude  ganz  ausser  sich  selbst.   Nachdem  ihm  von 
Sr.  K.  M.  eine  Stelle  bey  unserer  Akademie  allergnâdigst  ( 
ertbeilet  worden,  so  hat  er  sich  schon  vor  einigen  Jahren 
zu  unserm  Vergnùgen  verheirathet ,  und  da  sein  Einkom- 
men  wegen  der  Kriegsunruhcn  noch  sehr  gering,  so  lebt  er 
mit  seiner  Frau  bey  uns  und  wir  haben  die  Freude  ein 
artiges  Grosttôcbterleyn  erlebt  zu  haben.  Die  Gôttliche  Vor- 
sehung  hat  bisher  bey  so  mancherley  Trùbsalen  so  gnàdig- 
lich  und  wunderbar  ùber  uns  gewaltet,  dass  wir  auch  we- 
gen des  Kùnftigen  unser  festes  Yertrauen  auf  Dieselbe  setzen. 
Mein  zweiter  Sohn,  der  auch  noch  in  Petersburg  gcboren, 
hat  sich  mit  allem  Fleiss  auf  die  Medicin  gelegt  und  ist  ge- 
genwàrtig  in  Halle,  wohin  ich  ihn  vor  einem  Jahr  gebracht 
habe,  und  gedenket  auf  kùnftigen  Herbst  zu  promoviren. 
Ich  habe  den  Trost ,  dass  seine  Herren  Professores  seinen 
fleiss  und  gute  Auffùhrung  nicht  genug  rùhmen  kônnen. 
Mein  jùngster  Sohn,  der  hier  A.  17 W  geboren ,  hat  sich 
dem  Kriegswesen  gewidmet  und  ist  nun  Lieutenant  bey  der 
Artillerie,  wo  man  ungemein  wohl  mit  ihm  zufrieden  ist 
Ausser  diesen  haben  wir  noch  zwey  Tôchter  und  leben 
hier  in  dem  grôssten  Vergnùgen  durch  die  Gnade  Gottes 
beysammen,  ungeachtet  hier  Jedermann  ùber  die  ausgestan- 
denen  harten  Drangsale  die  bittersten  Klagen  fùhrt;  und 
ich  auch  das  Unglùck  gehabt,  dass  mein  Landgut  in  Char- 
lottenburg,  als  unsere  Stadt  in  Russischen  Hànden  war, 
rein  ausgeplùndert  worden.   Der  Hr.  General  Tschernyscheff, 
welcher  mich  vormals  besucht  hatte ,  schickte  mir  zwar  so 
gleich  eine  Salvegarde,  sie  kam  aber  doch  zu  spàt  und  ich 
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habe  meine  Hoffnung  zu  Ersetzung  des  erlittenen  Y  crlutU 
noch  nicht  aufgegeben,  da  ich  deswegen  sowohl  von  des 
Hrn.  Hettmanns  als  des  Hm.  Grosskanzlers  Hochgràfl.  Excel- 
lent die  gnàdigste  Versicherung  erhalten  habe,  und  mir  von 
der  Akademie  angerathen  worden,  micb  auch  deswegen  bey 
unserm  Gesandten,  dem  Hrn.  Baron  von  Goltz,  zu  melden; 
docb  scheinen  mir  die  gegenwàrtigen  Umstande  dazu  noch 
nicht  die  gunstigsten  zu  seyn.  Doch  ùberwiegt  unsern  Kum- 
mer  himmelweit  unsere  inbrùnstige  Freude  ùber  die  hôchst 
wunderbarc  und  gôttliche  Errettung  unseres  allertheuersten 
Kônigs,  und  unsere  Kirchen  erscballen  immer  von  den  hers- 
lichsten  Lobeserhebungen  Seiner  glorwurdigst  regierenden 
Kussisch  Kaiserl.  Majestat,  welchen  der  AUerhôchste  mit 
allem  nur  môglichen  Segen  ùberschùtten  wolle! 

Ich  habe  das  feste  Vertrauen  zu  Ew.  gnâdigen  Zuneigung, 
dass  Dieselben  ûber  die  weitlâufige  Erzàhlung  meiner  Um- 
stande nicht  ungeduldig  werden,  sondera  uns  noch  ferner 
Dero  hocbgescbâtzte  Wohlgewogenheit  zuzuwenden  geruhen 
werden,  zu  welcher  ich  mich  sammt  den  Meinigen  auf  das 
instândigste  ganz  gehorsamst  empfehle.  Der  Allmàchtige 
Gott  wolle  Ew.  bey  bestandiger  Gesundheit  und  allem  wahr- 
haftigen  Wohlseyn  immer  fort  erhalten  und  in  allen  Stûcken 
Seinen  reichen  und  herzerquickenden  Segen  verspùren  lassen. 
Ich  habe  die  Ehre  u.  s.  w. 

Euler. 
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LETTRE  CLXX. 

EULER  à  GOLDBACH 
Son  M  A  11».  Théorètnt  d'analyse. 


Berlin  d.  95.  September  1762. 

Simple  lettre  de  politesse,  comme  la  précédente.  Un  feuillet  annexé 
contient  ce  qui  suit: 

Theorema.  Si  habeantur  numeri  quotcunquc  inaequales 
a,  b,  c,  d  etc.,  ex  iisque  formentur  sequentes  fractiones 

 o[»    b"   t" 

(a-fc)(a- «)(«—  d)elc.'  (6  -  a)  (6 -c)  etc.*  (c-a)(c-6)(c-rf)etc  ' 

dn 

(«/_«)(<*_&)(«/ -.^etc.'  etC* 

earum  summa  semper  estzz  0,  si  exponens  n  (quem  inte- 
grum  intelligi  oportet)  minor  sit  numéro  factorum  in  singulis 
denominatoribut.    Sin  autem  ei  tit  aequali»,  summa  fit  =  l. 
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Exemplum.    Sint  numeri  propositi  10,9,  7,  fe,  2  erit 


1.3.6.8       1.2.5.1       3.2.3.5       6.5.3.2   '  8.7.5.2 

si  n<k,  at  si  n—K,  lumma  est  =z  t.    Sit  n  =  0,  erit 


est  manifestum.  In  génère,  fractionibus  ad  communem  de- 
nominatorem  rcductis  fit 

35.10"—  72.9"  +  56.7"  -  28. V"  +  9.2"  =  0, 
duromodo  n  <  k. 

Dièses  theorema  scheint  nicht  wenig  tnerkwùrdig  zu  seyn  ; 
es  daucht  micb  aber,  Ew.  haben  mir  schon  lângst  der- 
gleichen  etwas  mitzutheilen  geruhet. 


0 


Euler. 
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LETTRE  CLXXI. 

GOLDBACH   à  EULER. 

Sommaire.  Billet  de  remercîment.  Encore  une  observation  sur  le  théorème  «les 
lettres  précédentes  relatif  à  la  décomposition  des  nombres  en  quarrés. 


St.  Petersbarg  d.  19.  October  1762. 

Ew.  beyde  letztere  Briefe  sind  mir  d.  15.  Juli  und  11  Oc- 
tober allhier  richtig  abgegeben  worden.  Fur  das  mir  com- 
municirte  schône  theorema  sage  icb  schuldigsten  Dank,  be- 
finde  mich  aber  jetzo  gànzlich  ausser  Stande  selbige*  pro 
dignitate  zu  betrachten*), 

Ich  habe  unlângst  einige  tomos  vom  Hamburger  Magazin 


♦)  Les  infirmités  de  l  ige  de  l'auteur  se  manifestent  aussi  dans  l'écriture  de 
cette  lettre  qui,  quoique  belle  encore,  est  cependant  incertaine  et  tremblante. 
Le  lecteur  voudra  bien  remarquer  qu'il  y  a  un  espace  de  six  ans  entre  la 
date  de  cette  lettre  et  celle  de  la  lettre  précédente. 
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durchblâttert  und  darin  die  grosse  n  éloges  welche  Ew.  an 
iinterschiedenen  Orteil  so  billig  beygelegt  werden,  mit  un- 
gemeinem  Vergnùgen  beobachtet  Dero  Hrn.  Sohne  gratu- 
lire  ich  von  ganzem  Herzen  zur  abermaligen  Peter sburgi- 
tchen  pièce'  victorieuse. 

Goldbach. 

P.  S.  Ich  habe  observiret,  dass  der  A  équation 

aa 4  bb^zPP  +  eQQ 
allezeit  ein  Gnùgen  geschiehet  positis 

_       bb —  aa  •  ^  -+-« 

P— — -b — ,  e~3bb~aa ,  Q=.==-, 

woraus  unzahlige  dergleichen  valores  pro  tumma  aa  -\-  bb 
formiret  werden  kônnen. 
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LETTRE  CLXXII. 


EULER  à  G  OL  DBA  CH. 
Somma  mx.    Décomposition   des   nombres   en  carés;   toile.     Antre  théorème  d« 


Berlin  d.  ».  Kovember  176S. 

Die  Frage,  welche  Ew.  zu  bcrûhren  belicben,  wa*  fur 
Zahlcn  in  einer  jcden  von  diescn  Formuln  aa  bb  und 
PP  +  e<77  zugleich  cnthalten  «ind?  i»t  in  der  Lehre  von  don 
Zahlcn  nicht  nur  von  der  grôssten  Wicbtigkeit,  sondern 
fasset  aueh  solche  bcsondere  Sohwierigkciten  in  sich,  welche 
dieselbe  hôchst  merkwùrdig  maehen,  insondcrheit  vfenn 
mebr  aU  zwey  Formuln  vorgcschrieben  werden.  Wenn  nur 
zwo  gcgeben  «ind,  und  man  sucbt  aile  Zablen  ./V,  so  zu- 
gleich in  diescn  bcyden  Formuln  aa  +  mbb  und  cc-\-ndd 
cnthalten  sind,  wo  m  und  n  gegebene  Zahlcn  sind,  so  tinde 
ich  A'  —  (mpp  -\-  nqq  -{-  rr  -j-  mnss)% —  kmn{pq  —  rs)\ 
demi  daraus  wird 

Corr.  math,  et  phtj%.  T.  /.  t 
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Nzz.  {mpp  —  nqq  —  rr  -|-  mnss)*  -f-  m(2pr  -|-  2nqs)i  ~ 
(mpp  —  nqq  -\-  rr  —  mass)*  -\-  n  (2qr  -\-  2m/)f  )1. 
Wenn  aber  mchr  aïs  zwey  derglcieben  Formuln  vorgegeben 
sind,  in  welcben  die  Zaldcn  N  cnthaltcn  scyn  sollen,  so 
hort  die  algebraische  Hùlfe  fast  ganzlich  auf,  und  eben  de#- 
wegen  ist  es  uni  so  viel  merkwùrdiger ,  dass  alsdann  dcr- 
gleicbcn  Fragen  auf  cine  ganz  andere  Art  ganz  leicbt  auf- 
geloset  werden  kônnen,  wobcy  aber  dcr  Bewcis  nocb  feblcL 
A  ho  wenn  solcbe  Zahlcn  verlan  gt  werden,  so  zugleicb  in 
dicsen  Formuln  aa-\-  bb  ,  ce  ~\-2dd,  ff,  gg  -(-  5  h  h, 

cntbalten  sind,  so  darf  man  nnr  die  Zabi  nebmen,  die  sich 
dureh  die  gegebenen  1,  2y  3,  5  tbeilen  làsst:  dièse  ist  nun  30. 
Alsdann,  so  oft  V.30x  +  1  120 x-\-  1  ein  numcrus  pri- 
mus  ist,  so  hat  man  einc  Zabi  fiir  JV,  und  zwey  oder  mebr 
dergleicben  numeri  primi,  mit  einandcr  multiplicirt,  geben 
ebenfalls  Zablen  fiir  JST.  Dabero  sind  dièse  numeri  primi 
120a; -fl  folgende:  2\î ,  601,  1201,  1321,  1801  etc.  von 
welcbcn  der  crste 

2M  ~  15a+Va~  13*  +  2.6î—  7*  +  3.81=:H1  +  5.31J 
wobcy  dièses  insbesondcre  zu  mcrkcn  ist,  dass  dicse  Eigen- 
scbaft  nur  den  in  der  Forinul  120x-f-l  entbaltcnen  nu- 
mcris  primis  zukommt.  Ilernacb,  da  Ew.  gezeigt,  dass  cine 
summa  dnorum  quadratorum  aa-\-bb  amli  in  dîcser  Form 
P  P  -\-  eQQ  entbalten  ist,  wenn  e  zz.3bb  —  aa  oder  3aa—bb, 
ja  nocb  allgemciner,  wenn  e  -zr  (2a  ~\-  1)  bb  —  aaaa,  so 
konnen  dabcr  nocb  gar  scbone  Erlauterungen  der  obigen 
Eigensrbaften  gezogcn  werden,  als  z.  Ex.  dass  eine  solcbe 
Zabi  on  -\-  nhb  aucb  znglcicb  in  dieser  Form 
PP +  ({2u  +  n\aa  —  a«bb)QQ 
cntbalten  ist,  wo  es  sieb  aber  fiigen  kann,  dass  P  und  Q 
Bruche  scyn  mnssen.  Als,  es  scy  a  —  7,  n— 3,  b~  8  und 
t  » 
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die  Zahl  aa-\-nbbzz.  2M  ,  sq  ist  dicselbe  auck  in  diescr 
Form  PP-\-eQQ  cnthalton,  stimto 

c  =  (2«-|-3)  k9  —  6Vu«=  1V7  -f  98a  —  6Vaa  = 
1V7  f  49/:?  —  16/i/i  (posito  2«z:/?). 
Solche  Zahlen  fur  e  sind  dcmnaek 

.  82,     18!,    150,  87, 

1     '  180,  -  15, 
oder  (per  □  dividcndo)  3,  5,  6,  82,  87,  181,  wobey  also 
sehr  merkwùrdig  ist,  dass  die  Zabi  2 V 1  auck  in  dieser  Form 
PP  -\-  82 Q (>  enthalten  ist,  welckrs  aus  obiger  Regel  nickt 

81  8 

kann  erkannt  wcrden,   demi  hier  ist  P~   -  nnd  ()— —  • 

Den  Beweis  von  dem  tlieoremate  numerieo,  wovon  letz- 
tens  E\v.  Erwahnung  zu  tlnin  die  Elire  gekabt,  ist  auck 
ganz  sonderbar.   Ick  betraebtete  diesen  Bruck 

 xn  

(x  —  à)  (x  —  b)  (x  —  c)  etc.  * 

vom  welchem  bekannt  ist,  dass  sick  dcrselbe  in  dièse  ein- 

4  R-  C 

facke  Brùcke  1  T  A  :  1-  etc.  auflôsen  lâsst,  nnd 

x  —  a  1  x  —  b  ]  x  —  c  1 
die  Zahlen  A,  B,  C,  numeri  constantes  werden,  wenn  nur 
der  exponens  n  kleincr  ist,  als  der  numéros  factorum  in 
denomioatore.  Nun  aber  bestimme  ich  die  Zakler  A,  B,  C, 
etc.  folgendergestalt:  Lin  A  zu  tinden,  multiplieire  ick  ailes 
in  x  —  a  und  bekomme 

A  -  *"  -  *(x-a)  -  C(*-a)  -  etc 

(x  —  b)  (x  —  c)  etc.  x  —  b  x  —  c 

und  weil  ick  weiss,  dass  A  nickt  von  x  dependirt,  so  mus» 
fur  A  immer  einerley  Wertk  kerauskommen,  ick  mag  fiir 
x  annekinen  was  ick  will.    Ick  setze  also  xzna,  und  da 


bekomme  ick  A  =  ,  ttt  — ~ 9  ekenso  wird 

(a  —  b)(a  —  c)  etc. 
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(t^a)  (fc-c)  elc.  9  (c  —  a)  (c  -  b,  etc.  ' 

aUo  i»t  in  génère 

 x"  a»  . 

(x  —  a)  (x  —  b)  (x  —  c)  etc.  ~"~  (  a  —  b)  (a  —  c) . . .  (x  — -  a) ' 

(fe_a)(6-c)...(x-6)       (c-a)(c-fc;  ..(x-c)  +  et°* 

iind  dièse  letztern  Bruche  auf  die  andere  Seite  hinûber- 
getragen: 

 "1  .  ^  , 

(a  -b){a-c)(a-d)...(a-  x)  ~T~  (6  -  a)  {b  -  c)  (6  -  J) . .  .(6  -  x) 


(c-a)(c-6)^c-^)...(c-x)+  etC*  —  0> 

Euler. 
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LETTRE  CLXX1IL 


EULER   à  GoLDBACH. 


Sommaire     Mécontentement  de  la  tournure  que  prennent  le*  affaires  de  l' Aca- 
démie de  Berlin.    Allusion  au  retour  d'E.  en  Russie. 


Berlin  d    1.  October  063. 

(Extrait). 

 Noch  hat  «ich  hier  der  Anschein  nicht  verloren,  dass 

die  hicsige  Akademie  in  eine  Académie  Françoise  vcrwan- 
dclt  werden  soll.  So  sehr"  ich  mirh  vor  einer  nochmaligen 
Ortsveranderung  entsetze,  so  wïirde  ich  mich  doch  in  dicsem 
Fall  dazn  entachliessen  musscn,  und  nicht»  wùrde  mich  da- 
bey  herzïicher  erfreuen,  al»  Ew.  nochmals  schen  zu  kônnen. 

Eu  1er. 


Digitized  by  Google 


LETTRE  CLXXIV. 


El'LER    à  GoLDBACH. 

.:  »  • 

Sommairc     Arrivé  de  D' Al embert  a  Berlin.  Sa 
de  l'a 


Berlin  d.  11.  Oetuber  1763. 

(Extrait). 

—  —  Als  sieh  Jetzten»  M.  D'Alembcrt  einige  Zeit  hier  auf- 
hielt  untl  von  S.  M.  dem  Konig  mit  den  hochsten  Gnaden- 
bczcngungen  ùbçrbauflfat  wurde,  hatte  ich  auch  Gi'lcgenheit 
dciiselben  nersonlub  kennen  zu  Ionien,  nachdem  srhon  seit 
geraumer  Ztit  unscr  Bricfwcrhscl,  wegen  einiger  gelehrter 
Strcitigkcitcn  unterbroclun  gewesen ,  in  web  be  ich  m  ich 
niiht  einlassen  wolltc.  JNun  aber  ist  unsere  Frcundsebaft 
atif  das  vollkommcnste  wieder Jiergestellt  worden,  und  man 
kann  niir  niebt  genug  bcsrhreibcn ,  mit  wic  grossen  Lobes- 
erbobungen  er  bestiindig  mit  Sr.  kônigl.  Majcstât  von  mir 
gesprochen.  Untcr  der  Hand  wird  versiehert,  dass  er  doch 
knnftigen  May  wiederkommen  nnd  die  Priisidenteiistclle  un- 
aerer  Akademie  antreten  wiirde.  Eu  1er. 
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LETTRE  CLXXV. 

EULER  à  GOLDBACH. 

SoHMAlRE.  Démonstration  d'un  théorème  proposé  par  Goldbach  et  relatif  à 
la  décomposition  des  nombre*  en  carré».  La  présidence  de  la  Société  de 
Gôttingue  offerte  a  Eu  1er,  dans  le  cas  que  Ha  lier  persiste  à  y  résigner. 


Berlin  d.  16.  Noverober  1768. 

Ew.  mir  iiberscbriebenes  theorcma  hat  bei  mir  die  leb- 
hafteste  Freude  erwcckt,  weil  irb  daraus  s<  bliessen  zu  kôn- 
ncn  glaube,  dass  Dcro  Gemutb  bcsonders  aufgemuntert  und 
verginïgt  gewcsen.  Icb  babc  dièses  tbeorema  mit  allem  Fleiss 
untersuebet  und  endlicb  gefunden,  dass  sicb  dasselbe  iolgen- 
dergestalt  ganz  leicht  beweisen  lasst: 

Si  PaH-2cQ*  est  quadratum,  ponatur  P*     2 e Q1  —  R* 
addatur  utrinque  P\  erit  2P1  -f  2eQ'1  zz  R%  +  P1  et  per 
2  dividendo 

P»  +  e  <?*  =  i  (fl*+  P»)  =  +  (--^)* 

idcoque  Pa-feQ*  siimma  duorum  quadratorum.  Q.  E.  D. 
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—  —  Mir  hat  die  hiesige  franzôsisrhe  Colonie  anrh  die  Elire 
angrtban  nnd  midi  Ancien  ihrer  Kin  lien  und  Mitglied  des 
Consistorii  erwâlilet,  ob  ich  aber  dièse  Ebre  lang  geniessen 
werde,  ist  sebr  zweifelhaft.  Auf  kùnftige  Ostcrn  ninss  sieh 
der  Herr  von  Ha  lier  erklaren,  ob  er  seine  Stclle  als  Priisi- 
dent  der  Gôttingiswhen  Akademie  wieder  antreten  will  oder 
niebt.  Im  letztern  Fall  dùrfte  icb  genôtliigt  werden,  eine 
sehr  grosse  Verànderung  vorzimebmen. 

Euler. 
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LETTRE  CLXXVI. 

EULER  à  GoLDBltH. 

Sommaire.    Fait  intc>es»ant  rebrrif  aux  fsçnns  de  calcul  intégral  Aflairei  de 
l'Académie  de  Berlin.   Jean  Bernou'lli  III 


Berlin  d.  17.  Deceraber  1703. 
(Dernière  lettre). 

 Srbon  vor  einigen  Monaten  habe  icli  mein  Werk  von 

dem  Calcnlo  intégrait  ,  woran  irh  s<bon  seit  viclen  Jahren 
gearbeitet,  vôllig  zu  Standc  gebracht,  und  die  Ilaude'sclie 
Bik  hliandlting  allbicr  ist  Willens  dasselbe  nâcbstens  zti  ver- 
legen.  Das  Genicht  davon  hatte  einen  jungen  lehrbegierigen 
Mensehen  ans  der  Schweiz  bierhergetrieben,  welcber  sich 
nichts  anders  als  die  Erlaubniss  ausgebeten,  dièses  Werk 
abznschreiben ,  und  ist  darauf  wiedcr  zuriick  gère  i  set.  Das 
Wunderbarste  dabey  ist,  dass  dieser  Menscb  von  seiner  Pro- 
fession ein  Kursebner  gewesen. 
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Hàttc  ich  dièses  Schreîben  nur  einen  Posttag  aufschieben 
diirfen,  so  wàre  ich  vielleicht  im  Stande  gewesen,  Ew. 
einige  Nachricht  von  der  neuen  Einrichtung  der  hiesigen 
Akademie  zu  geben,  weil  der  junge  Herr  Bernoulli*),  ein 
Sohn  des  Johann  Bernoulli,  der  in  Petersburg  gewesen, 
der  vor  einiger  Zeit  hierher  versebrieben  worden,  die  Ver- 
sieberung  erbalten ,  dass  um  die  Mitte  dièses  Monats,  bey 
der  Ankunft  Sr.  kônigl.  M aj estât  ailes  bey  der  Akademie  re- 
gulirt  werden  soll. 

Euler. 

*)  Jean  Bernoulli  III,  petit  fils  de  Jean  B  I.  et  fils  de  Jean  B  IL 
ué  à  Bile  le  4  nov.  1744,  mort  à  Berlin  le  13  juillet  180*7. 
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LETTRE  CLXXVII 


GOLDBACH    à  EULER. 
SoMMiiit.    Théorème  de 


St.  Petershnrg  d.  IO.  Janu.ir  1764. 
(Dernière  lettre). 

P.  S.  In  formula  PP-{-eQQ,  si  sit  e=zkk—(aa-\-bb), 
ub'i  k  numerus  rationalis,  tota  formula  rodigi  poterit  ad 
summam  duorum  quadratorum  aa-\-bb,  fiât  enim  . 

n       a  a -lr-  bb  —  ak     y-v  b 

p— — ^r* — '  v  =  ^r*- 

Goldbach. 
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SE  VEND: 

St.-Pétcrsbourg  chez  W.  Gkm*t,  héritiers,  libraires,  commissiouuairpi 
l'Académie,  plan-  tle  l'Amirauté.    Prix:  i>  roulil.  argent. 
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